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Introduccion

En este documento te ofrezco algunos finales tomados en cuatrimestres anteriores en la materia de: Andlisis I,
Andlisis Matemadtico I, Matemadtica 1 6 Andlisis II (C), para las carreras de: Matemdtica, Quimica, Fisica,
Ciencias de la Atmésfera, Oceanografia y Computacion. Esta materia se dicta en la Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales de la Universidad de Buenos Aires. También te doy las respuestas, alguna sugerencia y la resolucion
de los mismos.

También te muestro los temas que entran para el final y la bibliografia recomendada por los docentes. Si buscas
mds info de la materia visitd la pdgina oficial desde: http://cms.dm.uba.ar/academico/materias/

Sin embargo, hay 2 libros que te recomiendo personalmente:

> Spinadel Vera W.: Cdlculo 2. Editorial Nueva Libreria (Estd en la biblioteca del Pabellén IT)

> Spinadel Vera W.: Suplemento al Cdlculo 2. Editorial Nueva Libreria. (No estd en ninguna biblioteca, pero
lo podés conseguir en alguna sucursal de la editorial, te paso el link:
www.huevalibreria.com.ar/site/home/index.php )

En el primero, se desarrolla toda la teoria que necesitas saber sobre el cdlculo vectorial con sus respectivas demostraciones
y un montén de ejemplos maravillosamente explicados con aplicaciones en ingenieria, medicina, fisica, efc... ademds, al final de
cada capitulo te ofrece un completo banquete de problemas (bon appetit!). En el segundo, tiene absolutamente TODOS los
problemas que te propuso en el Cdlculo 2 resueltos y explicados paso a paso. Estos 2 libros también te van a servir para
Andlisis IT, Andlisis Matemdtico IT o Matemdtica 3. Ademds la autora, es docente de la FCEN UBAI

Podés encontrar mds parciales en la fotocopiadora del Pabellén I (de ahi los saqué).

Para descargar mds apuntes o la Ultima actualizacion de este documento, visitd FDX Maths. Si tenés alguna
sugerencia, o encontrds errores en cualquiera de los apuntes publicados, mandame un e-mail. También podés
colaborar enviando algtn otro parcial, final o examen libre de la materia.

Blog: www.fdxmaths.blogspot.com.ar Facebook (Blog): www.facebook.com/fdxmaths

E-mail (Blog): fdxmaths@hotmail.com

Copyright
Este material, como todos los publicados en FDX Maths, es utilizado con fines exclusivamente educativos. Se
permite su reproduccion total y parcial citando la fuente.
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Programa de la Materia
http://cms.dm.uba.ar/academico/lic/programas/Analisis I M

1)

2)

3)

4)

5)

TOPOLOGIA ENRy enR".

Completitud de R. Existencia del supremo y equivalencias. Distancia, discos abiertos y discos cerrados. Puntos interiores. Interior
de un conjunto. Conjuntos abiertos. Puntos adherentes. Clausura de un conjunto. Conjuntos cerrados. Conjuntos acotados. Limite de
sucesiones de nimeros reales. Limite de sucesiones en R"y limite en cada coordenada.

FUNCIONES DER"enR*(n, k=1,2,..)

Representacién gréfica. Dominio de definicién. Curvas y superficies de nivel. Limite de funciones de R" en R*. Limite a lo largo de
rectas y de curvas. Funciones continuas. Composicion de funciones continuas. Propiedades de las funciones continuas.

CALCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES

Derivadas parciales. Aproximacién lineal. Diferencial de una funcién. Matriz jacobiana. Plano tangente al grdfico de una funcién.
Regla de la cadena. Teoremas generales de la funcidn inversa y de la funcién implicita. Producto escalar en R". Ecuacién del plano
ortogonal a un vector. Derivadas direccionales. Gradiente. Relacién con las superficies de nivel y la direccién de mdximo
crecimiento. Plano tangente a una superficie de nivel. Teorema del valor medio en varias variables. Derivadas de orden superior.
Aproximacién polinomial de orden 2. Matriz Hessiana (o Hessiano) de una funcién.

EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Puntos criticos y extremos de una funcién. Formas cuadrdticas, matriz asociada. Andlisis de los puntos criticos en varias variables
a partir del Hessiano: mdximos, minimos, puntos de ensilladura. Extremos ligados: extremos de una funcidn sobre un conjunto dado
por una ecuacién 6 = 0. Condicién para que un punto sea punto critico. Multiplicadores de Lagrange.

INTEGRALES DOBLES Y TRIPLES

Repaso: integral definida, sumas de Riemann, Teorema fundamental del cdlculo, regla de Barrow. Integrales impropias:
definiciones, propiedades, criterios de convergencia, convergencia absoluta. Aplicacién: convergencia de series. La integral doble
sobre rectdngulos. La integral doble sobre regiones mds generales. Cambio del orden de integracién: Teorema de Fubini. La integral
triple. El Teorema de Cambio de variables. Aplicaciones de las integrales dobles y triples.

Régimen de Aprobacion

Para firmar los trabajos prdcticos se deben aprobar dos exdmenes parciales. Habrd dos fechas de recuperacién. En cada fecha se puede

recuperar cualquiera de los parciales. Para poder ser incluido en las Actas de Trabajos Prdcticos, es hecesario haberse inscripto en la

materia (a través del Sistema de Inscripciones de la Facultad) y haber completado la encuesta de evaluacion docente. Para firmar la materia

es necesario haber aprobado los trabajos prdcticos y el examen final.

Bibliografia

La bibliografia oficial recomendada para la materia es:

YV V V V VY V V VYV V V

NORIEGA, R. : Cdlculo Diferencial e Integral. Editorial Docencia

LAGES LIMA, E. : Curso de andlisis, volimenes 1y 2.

MARSDEN, J.y TROMBA, A. : Cdlculo Vectorial. Tercera edicién. Addison-Wesley.

SPIVAK, M.: Calculus ( Cdlculo Infinitesimal ), Vol Iy IT. Ed. Reverte.

PISKOUNOV, N. : Cdlculo diferencial e integral, tomos Iy II. Ed. Mir.

SPIEGEL, M. R. : Cdlculo superior ( Advanced Calculus ). Serie Shaum.

REY PASTOR, J. ,PI CALLEJA y TREJO : Andlisis Matemdtico, Vol. Ty II. Ed. Kapelusz.
APOSTOL, T.: Calculus, Vol. I y IT. Editorial Reverte.

COURANT, R. : Diferential and Integral Calculus. Ed. Interscience

LAROTONDA, Gabriel. : Cdlculo y Andlisis. Bajdtelo gratis: http://glaroton.ungs.edu.ar/calculo.pdf

Herramientas informaticas
Si querés graficar en 2 y 3 dimensiones, y fenés internet, podés hacerlo con: www.fooplot.com O mejor atin:

www.wolframalpha.com
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Examen final de Anélisis II(C)

1) Sea a, una sucesién de términos positivos. Probar que si la serie 27  an,
es convergente, entonces la serie fo:l a9, también converge. Probar con un
ejemplo que el resultado es falso si los términos a, no sen positivos.

2) Estudiar la diferenciabilidad de la siguiente funcién

2

_ ) 73 si(z,y) #(0,0)
f(:z:,y)—{ 0 si(z,y)=(0,0)

3) Encontrar el punto de la pardbola y*> = z,z = 0 que esté mds préximo al
plano z =z + 2y + 8.

4) Calcular el volumen de la regién:
P+ <22+ +22<1,z2>0.



1 -2 3 4 CALIF.

APELLIDO Y NOMBRE: L.U.:

Examen final de Anélisis II (C)

1. Sea f : [0, +00) = R una funcién continua y positiva tal que

lim f(z)=a>0.

I—++00

Demostrar que

T—400 I

1 z
im — dt = a.
lim /; f(t)dt=a

2. Analizar la existencia del limite en (0,0) de la funcién f(z,y) = zIn(z® + 3?).

3. Sea f : R? — R una funcién diferenciable en (zg,%o). Probar que si (o, 7o) ¢s
un extremo relativo de f entonces V f(zo, y0) = (0,0).

4. Sea T C R? el tridngulo cuyos vértices son (0,0), (1,0) y (0,1). Para cada
(u,v) € R? se define la funcién

F(u,v) = (2u + v) // (ux + vy) dz dy.
T

Hallar el maximo y el minimo valor que toma la funcién F' en el recinto

{(u,v) € R? tal que 2u® +v* < 1}.
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4 CALIF.

Nombre y apellido:
N° de documento:

Turno:
N° de libreta:

—

XV}

Probar que toda sucesién acotada y mondtona en R es convergente.

. Sea f : (0, +cc) — R derivable tal que h'rf f(z) = 1.
xr—-1+0o0

a) Probar que existe una sucesién (z,)n>) tal que z, — +co y f/(z,) — 0.

b) {Existe el limite

]

en todo punto.

lim f'(z) ?

Lt =00

. Sea f : R — IR una funcién C?. Probar que las derivadas mixtas (cruzadas) de f coinciden

4. a) Sea f:R — R, f(x) = zgz3- Decidir para qué valores den € N

-+co
/ z" f(z)dz < co.

o0

b) Hallar una funcién f : R — R derivable tal que f(z) > 0 para todo z € R, y ademas

/Q+°° plz) f(z)dr < oo

- 00

para todo polinomio p.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES



ANALISIS I - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA 1 - ANALISIS II (C)

FINAL
1 2 3 4 CALIF.
Nombre y apellido: Turno:
N° de documento: N° de libreta:

1. Sea f: R — R derivable. Notar que f’ no es necesariamente continua.

a) Si f’ no se anula en [a, b]. Probar que f es inyectiva en [a, b].
b) Si f es inyectiva, probar que f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

c) Si existen a < b tales que f'(a) < 0 < f’(b), probar que existe c entre a y b tal que

ey = 0.

2. Sea f: R® — R de clase C?. Probar que si H f(P) = 0 para todo P € R™ entonces f es
una funcién lineal.

3. Consideremos la transformacién dada por

W= " cosy, v=e’seny+;ez.

L

Verificar que existe un entorno del punto (z,y) = (0,0) donde esta transformacién es
o
inversible y calcular 5?—/- (1, 1/2).
u

4. Sea f: [a,b] x [c,d] — R tal que para todo £ > 0 existe una particién P de [a, b] X [c, d]

tal que
S(f, P)—=I{f. P)<eE.

Donde S(f, P) es la suma superior de f asociada a la particién P e I(f, P) es la suma
inferior. Probar que f es integrable.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES



Apellido y Nombre:
L.U.;
Turno:

Final de AnAlisis I
Primer cuatrimestre de 2001

1. Enunciar y demostrar el Teorema de Lagrange o del valor medio.
2. Enunciar y demostrar el Lema de Abel para series de potencias.

3. Sean A C IR? abierto, f: A— Ry (zo?yo) € A. Supongamos que existe un disco
D, (zo, o) tal que para todo (z,y) € D, (zq, yo) existen %z[ y %f, ¥ que estas derivadas
parciales son continuas en (zg,ys). Probar que f es diferenciable en (zg, yo).

4. Consideremos F' : IR*> —+ IR?, F(z,y) = (cos(zy) + y, T + o2y + ¢?).

(a) Probar que, en un entorno de (0,0), F admite funcién inversa diferenciable.

(b) Para la funcién G = F o F' + F~! definida en un entorno U < R? de (1,0),
calcular DG(1,0).



Analisis I — Matematica 1
Final (12/12/2003)

Apeiiico y nombre:

L.U. n°:

Carrera:

Cuatrimestre y turno de T.P:

Problema I:

n

Sea { a, } una sucesion de nimeros reales tales que z a,3" esconvergente. Responda si

n=0
cada una de las siguientes series es convergente, no convergente, o nada puede asegurarse
acerca de su comportamiento. En cada caso justifique su respuesta.

b) 3 a,(-3)"
n=0

c) iann32"
n=0

Problema II:

a) Pruebe que existe un rectdngulo J = { (x,y) € R?*/ ]x - l] 2., Iy - 1} <r} yuna tnica

funcién diferenciable f definida en J tal que:

i) F(L1)=1
11) Para todo (x,y) € J se verifica que (f(x, W) = x(f(x, ) + yf(x,y)-1=0

b) Calcule las derivadas parciales de f en (1,1).

Problema II1:

Considere en R* el plano P de ecuacién z = V3 y Q el gréfico de la funcién
f(x,y)=sen(x).sen(y).sen(t —x —y), definidapara 0<x<7mw, 0<y<m.

Calcule d =infl|p -4/ pe P,ge Q]



Anadlisis I - Matemadtica 1
Final (30/12/2003)

Apellido y nombre:

L.U. n°:

Carrera:

Cuatrimestre y turno de T.P:

Problema I:

@
Si Z a, es una serie absolutamente convergente y b, es una sucesion creciente y

n=l

X
acotada, indicar si la serie Z a,(b,.,—b,) es convergente o divergente.

=]

n—+l

Problema I1:

Sea F(x ,y) = ¢™”. Hallar un polinomio P(x ,y) que verifique
lim e - P(x,y) _

=) =00 x*+?

0

Problema IIl:

Si a > 4, hallar los maximos y minimos de x? + y? + axy enel triangulo 0 < x <1

Ugypsl, z+351.

Nota: Justifique sus respuestas y enuncie los resultados tedricos que utiliza.

3



Analisis I — Matematica I
Final (5/3/2004)

Apellido y nombre:

L.U. n°

Carrera:

Cuatrimestre y turno de T.P:

Problema I:

Encuentre, si existen, el maximo y el minimo de la funcién f(x, y) = xy sobre la bola

x4+ y? <1

Problema II:

Sea F:R — R declase C* una funcién que cumple que F(x*)+ F(x)+x* =0.
Calcule

a) F'(0)
b}  limi

x—0 X 2

Problema III:

Dado v = (v,,v,) un vector de R?

a) Encuentre una funcién f:R?* — R de clase C~que cumpla que la direccién de
mayor crecimiento en el punto (2,3) sea la direccién de v = (v,,v,).

b) Encuentre una funcién f:R* — R de clase C~que cumpla que la direccién de

mayor decrecimiento en el punto (2,3) sea la direccién de v = (v,,v,).

Nota: Justifique rodas sus afirmaciones

Problema I Problema II Problema III

a b a b




1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Andlisis Matematico 1 - Analisis 1I(C)
16/3/2004

1. Estudiar la convergencia de folg(x)dx donde g(x) = In@x)

(Sugerencia: derivar x'/? In(x) — 2x/?)

2. Probar quesi f: R® > R es diferenciable en peR3

Entonces existen las derivadas direccionales Z—Z (p),veR3 y vale:
df
- =<V , v >
75 ®) f(p),v

3. Demostrar que si
+00

FE) =) aun

n=0
converge V xeR y es una funcién par (f (x) = f(—x)). Entonces 0 = a; = a; = ag = -

4. Encontrar f:R? - R tal que%(0,0) = %(0,0) =0; %(0,0) =3 con v = (1,1).

Probar entonces que f no es diferenciable en el punto (0,0).

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO ¥ NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matemadtica 1 - Analisis Matemdtico 1 - Analisis 11(C)
16/7/2004

1. Sean a,, b,, con neN sucesiones de nimeros reales tales que a,, > 0, b,, > 0V neN.

. . a
Si lim 2 =0.
n—oo by

a) Probar

+00 +oo
Z bn converge = z a, converge
n=1 n=1

b) Dar un ejemplo en el que
+o00 +00
Z a, convergey z b, = +oo
n=1 n=1

2. Sean f,g:R? - R; (a, b)eR? tales que
a) Existe % (a,b) y f(a,b) =0

b) g escontinuaen (a, b)

Probar que h(x,y) = f(x,y).g(x,y) son derivables parcialmente respecto de x en el punto

(a,b).

3. SeaF(x,y,z) = zy +sen(xz3) — 2
a) Mostrar que F(x,y,z) = 0 define implicitamente una funcién ¢(x, y) = z en el punto
(0,1,2).
b) Sea g: Dom(¢) — R definida por g(x, y) = y¢(x,y). Hallar la ecuacion del plano
tangente al grafico de g en el punto (0,1).

4. Hallar el volumen del s6lido que esta por debajo de la superficie cilindrica x? + z = 4, arriba
del plano x + z = 2 y limitado por los planosy =0, y = 3.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 1 3B 4 CALIF.

NoMBRE / No. LIBRETA: CARRERA:

b2

Final Andlisis I (M) 04/08/2004

[T] Sea f: R? = R diferenciable en P y P es un extremo local de f, entonces
Vf(P)=1(0,0).

In

[P] Sea f(z) = lim

n—+co 1 + ™

(a) Calcular el dominio de definicién de f.
(b)

iPara qué valores de z resulta f continua?

Hallar todos los puntos de R? donde la funcién

_ | sin(zy) siz <0
flz,y) = { 8z  siz>0

es diferenciable.

Sea f : R* — R una funcién diferenciable en (0,0) tal que V£(0,0) = (z,b).
Sea S ={veR*/ ||v||=1}. Se define la funcién ® : S — R de la manera

sigulente:
of

@(U} = -5’;(0, O)

Hallar Im(®).

lJustiﬁque sus respuestas

Complete esta hoja con sus dutos y entréguela con el resto del e:ramenl




Nombre v APBINAGE .o ammom o wnnit 5 nsns SEFEFHEEERET: FRRHEEARTAYS OHREEBEE D GRATHE DI 5513

Libreta: .. ..o & o T T T e ——

ANALISIS ]| — EXAMEN FINAL
SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2005

1 . 3 4 b}

1. Si f: [a,b] — R es tal que f(a) < 0 < f(b), probar que entonces existe ¢ € (a,b) tal que
fle)=0.
2. Sea f:R? — R diferenciable en P y P un extremo local de f. Probar que Vf(P) = 0.

3. Sea (a,) una sucesion convergente y a = lim,_. a,. Analizar la convergencia de

4. Sean f,g:R — R de clase C*, que satisfacen

a) f(0) =g(0),
b) f'(0) < g'(0).

Probar que existe § > 0 tal que

si0<t<d entonces f(t) < g(t)
si —d<t<0 entonces f(t) > g(t)

5. Sea R
[0 si(2,y) # (0,0)

T, J— z2+y°
f(.y) 10 si (z,y) = (0,0)
a) Analizar continuidad, existencia de derivadas direccionales y diferenciabilidad de f en
(0,0).

b) Determinar los vectores unitarios v € R? para los cuales %(O, 0) a.canza su maximo y su
minimo valor.

[ Justificar todas las respuestas




o

Andlisis I - EXAMEN FINAL - 2/8/05

Probar que toda funcién f : [a,b] — R continua alcanza un maximo y
un minimo valor.

Para los distintos valores de p € R, estudiar la convergencia de la serie

i(%—ni1>p

n=1

Sea f : A — R diferenciable, en donde A C R? es un abierto que
contiene al segmento P} P,. Probar que

f(P2) = f(P1) =V f(P)-(P2— P),

en donde P es un punto del segmento P P;.

. i) Sean f,g: R® — R dadas por

f(z,y,z) = e + 4In(z2), g(z,y,2) =1 —yz°

Probar que en un entorno del punto P = (1,0, 1) el conjunto intersec-
cién

{(z,v,2) R’ : f(z,y,2) = g(z,¥,2)}
puede describirse como un grafico {(z,y, ¢(z,y))}, en donde ¢ es una
funcién de clase C*.

ii) Calcular V(1,0).



Andlisis IT (C)

Examen Final (10/ 3 / 2006)

Nombre: Cuatrimestre:
L.bU.: Turno:
Problema I:

Sea a,,nE N , una sucesién de términos positivos. Supongamos que
lima, =0 .¢Qué puede decirse acerca de la convergencia o divergencia de las

siguientes series?

a) a’

Ns i
Sefs

b)
m=l /2
c) b, , donde b, = ) a,
Problema II:

y=2x

Dada la funcidn f(x,y)=y+1+ e* "
a) Calcule el polinomio de Taylor de segundo orden alrededor del punto (1,-1).
b) ¢Es (1,-1) un punto critice?. ¢Es un extremo local?

Probiema III:
Sea B, ={(x,y)ER2 ey Ey } Pruebe que F(r) =fj;e":”: dxdy < 4e”

Problema IV:

82
Judv

Sea f(x,y)= gy y sea g(u,v) = (e“",(u2 +v?)). Calcule (fog)

Problema V:

Sea G(x) =fe"ydy . Calcule G'(1)
0



Final de Analisis I
Segundo cuatrimestre de 2006 - 27/12/06
1) Demostrar el criterio de Leibniz para series alternadas.

2) Sea c : [0,1] — R? una curva diferenciable tal que ¢(0) = ¢(1). Probar
que existe to € (0,1) tal que c/(to) es perpendicular a c(t).

3) Sea f : R? — R de clase C'! en un entorno de (zg, ). Probar que f
es diferenciable en (zo, yo).

4) Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (cos(zy) + v,z — 3z°y +3°).

i) Probar que existe un entorno U de (0,0) y un entorno V' de (1,0) tales
que F : U — V es biyectiva, con F~!:V —» U diferenciable.

ii) Para la funcién G(r,y) = F~'(z? z — y°) definida en un entorno
U C R? de (1,1), calcular DG(1,1).



EXAMEN FINAL - 19/04/2007
ANALISIS T - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA 1

Apellido v Nombres: ... LN®:..........

1. Decidir s1 son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. En caso
de ser verdaderas dar una demostracion, caso contrario un contrae-
jemplo:

m Sifp 2 [0,1] — R es una sucesion de funciones continuas, tales
que (fn)nen tiende uniformemente a una funcién f:[0,1] = Ry
si (ap)nerw C [0, 1] es una sucesion que tiende a [ € [0, 1] entonces
limp—oo fulan) = f(1).

m Si f:R? — R es una funcién continua, y S es el conjunto dado
por S = {(x,y} cR? . 22+ 4% < 1} entonces f esta acotada en
S (i.e. existe M € R tal que |f(z,y)| < M para todo (z,y) € 5).

2. Probar que si b : R? — R es una funcién tal que h(z,y) = f(z)+g(y),
con f,g: R — R no necesariamente continuas, entonces h(z,y) tiene
un maximo local en (xg,yp) s1 v sélo si f(z) tiene un maximo local en
zo v g(y) tiene un maximo local en yg.

3.  Enunciar y demostrar el Teorema de Encaje de Intervalos.

4. Probar que si f : R2 — R es diferenciable en (zp,yo) entonces para

cualquier vector direccion v (i.e. un vector no nulo de norma 1), vale

que %(ﬂfﬁayﬂ) = (Vf(z0,y0),v) (producto interno).

o

Enunciar v demostrar el Teorema de Multiplicadores de Lagrange para
funciones f : R? — R.

Nota. Justifique debidamente todas sus respuestas. Solo se pueden citar
Teoremas del programa de la materia, cualquier otro Teorema debe ser de-
mostrado. Al citar un Teorema, enunciarlo completamente.

1 2 3 4 )




EXAMEN FINAL - 11{06/2007
ANALISIS T - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA |

Apellido v Nombres: ..o L.N%...........

1. Enunciar v demostrar el Lema de Abel para series de potencias.

2. Probar que si f : B2 — R es C! en (z0,y0) (1.e. ambas derivadas
parciales existen y son continuas en un entorno de (zp,yp)) entonces
f es diferenciable en (zq, yp).

3. Una funcion f : B — R se dice par s1 para todo & € R wvale que
f(—=z) = f(z) (por ejemplo la funcién coseno). Probar que si f es
C*, par y su derivada cuarta satisface f (4}(0) = () entonces f tiene un
maximo o un minimo local en z = 0.

4. Sea ¢g: R — R una funcién continua. Definimos la funcién f : B2 — R
como f(z,y) = g(\/z% + y?). Probar que el punto (1,0) es un maximo
local de f como ftuncion de dos variables s1 v sélo s1 1 lo es para g.
(De forma parecida se puede probar el mismo resultado para cualquier
punto (zg,vp) # (0,0) con maximo reemplazado por minimo tam-
bién. Notar que en particular los extremos locales de f forman circulos

alrededor de (0,0))

Nota. Justifique debidamente todas sus respuestas. Solo se pueden citar
Teoremas del programa de la materia, cualquier otro Teorema debe ser de-
mostrado. Al citar un Teorema, enunciarlo completamente.

1 2 3 4




1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Anélisis Matematico 1 - Anélisis 1I(C)
19/2/2008

1. Enunciar y probar el Teorema del Valor Medio para funciones de varias variables.
2. Demostrar el Criterio de D’Alembert (o del cociente).

3. Sea f:R — R continua y estrictamente positiva. Hallar y clasificar los puntos criticos de:

xy
Flx,y) = j f(odt.
0

4. SeaF:R? > R,F € €}, talque V (x,y) € R?, F(x,y) € S1, donde:
St={Cuy): x> +y? =1}
Mostrar que V (x,y) € R?,
J(F)(x,y) =0,
donde J(F)(x, y) es el Jacobiano de F en (x,y).

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: (CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matemadtica 1 - Anadlisis Matematico 1 - Analisis 1I(C)
26/2/2008

1. Sea f:R - R una funcién continua tal que ligrn f(x) =0y f(0) = 1. Probar que f alcanza su
x—+ oo

maximo valor.

2. Sea f:R? -» R una funciéon acotaday g: R> — R definida por g(x,y) = xyf(x,y). Probar que g
es diferenciable en (0,0).

3. Sea f:R? -» Rtal que P = (x,,V,) es un extremo de f. Si f es diferenciable en P, probar que

VF(P) = (0,0).
4. SeaD = {(a,b) € R?>:a > 0,b > 0}. Se define F: D - R, por:
X Yy
F(x;y)=f ——=)dxdy,
T(a,b) (b a)

donde T(a, b) es el triangulo de vértices (0,0), (a,0) y (0, b). Hallar el minimo y el maximo
valor que toma F sobre

N =

Cz{(a,b)ED:abzl, SaSZ}

Justifiqgue todas sus respuestas.



. v

Final de Sadlisis 1

17 6/08

1. Sea f: U C R? — R con derivzdas parciales continuas en el abierto U.
Probar que f es diferenciable ¢n U.

2. Analizar la convergencia y conv:rgencia absoluia de la siguiente integral

“+c0
/ sen(z) =
0

T

irmpropia:

: - k+1
Sugerencia: para k € N, estiznar el valor de k(W“L )" -—il“"”iz dz.

3. Ses, g : R} — R de clase C! tal que Vyg(z,y,2) # (0,0,0) para todo
(z.u.2) € R3 y sea

S ={(z,y,2) « R: g(z,y,2) = 0}.

Dada f : R} — R® de clase C'* tal que Im(f) C S, probar que el
jacobiano de f es constantemerte nulo.

Qen X C R? compacto y sea [ : K — R continua. Probar que f es

EOPE

acotada y alcanza st minimo y su maximo vaior.

\ F}



alisis

I - Matematica 1 - Andlisis Matermatico I - Andlisis IT (C)

Fxamen Final

18 de julio de 2008

4 Calificacidon

1 2 3

Nombre y apellido:

No. de libreta: Carrera:

No. de documerto:

SV}

c2

Sea f : R? — R continua tal que f(0,0) = 0.y f(z,y) # 0 para todo (z,y) # (0,0). Probar que
f(z,y) > 0 para todo (z,¥) # (0,0) 6 f(z,y} <0 para todo (z,y) # (0,0).

Sean f,g : R? — R tales que 0 < f(z,y) < g(z,y) pare todo (z,y) € R?, g es diferenciable y
g(0,0) = 0. Probar que f es diferenciable en (0,0).

Sugerencia: calcular Vg(0, 0).

2 2 1
Sea f : R® — R* de clase C" tal que

flet —cost + 2,2+ 2t + 1) = (—7,8), para todo t €' [=1,1]:

Probar que det (D f(2,1)) = 0.

Sea f:R*® — R de clase C? tal que su p;nlinom.io de Taylor de orden 2 en (0,0) es

P(:,y)=1+3z—y+2$2+ry.

Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 en (0,0) de la funcién F=.

JUSTIFIQUE TODAS LAS RESPUESTAS



Analisis I - Matematica 1 - Andlisis Matematico I - Analisis II (C)

Examen Final

25 de julio de 2008

1 2 3 4 Calificacion

Nombre y apellido:

No. de documento: No. de libreta: Carrera:

1. Sean a,b,c € R tales que
la + bz + cy|

lim
(x1y)'_’(0?0) ” (m’ y) ”

Probar que a=b=c=0.

2. Sean f,g: R? — R tales que f es diferenciable (a,b), f(a,b) =0y g es continua en (a, b). Probar
que h(z,y) = f(z,y).g9(z,y) es diferenciable (a,b).

3. Sean f : R? — R? diferenciable y w € R?, ||w|| = 1 tales que g—:;(P) = 0 para todo P € R2.
Dado Q € R2, probar que

f(Q+tw)= f(Q) para todo t € R.

4. Sean f :R3 — R continua y W = {(z,y,2) € R3: ||(z,y, 2)|| < 2}. Suponiendo que

22 + 92 + 22
8

1
5. = /// f(z,y,2)dzdydz < ﬂ
3 w )

1
-= < f(z,y,2) < para todo (z,y,2) € W,
T

probar que

JUSTIFIQUE TODAS LAS RESPUESTAS



ANALISIS I - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA 1 - ANALISIS IT (C)

FINAL 16/12/2008

1 2 3 4 CALIF.
Nombre y apellido: Turno:
N° de documento: N° de libreta:

1. Sea D =[0,1] x [0, 1].

a) Dada una funcién continua f : D — R, probar que existe P € D tal que

1= [ [ 1

b) Sig: D — R es una funcién C! tal que g(1,y) = 0 para todo y, probar que existe
P € D tal que 5
%)
= [ [+ B
Jo Oz

Sea A C R? un conjunto abierto y f: 4 — R una funcién C>.

o

a) Probar que si P es un minimo local de f entonces el Hessiano de f en P es
semidefinido positivo.

b) (Es cierto que si el Hessiano de f en P es semidefinido positivo entonces P es un
minimo local de f? Responder dando una demostracion o un cont:aejemplo.

3. Seac: [0,1] — R? una curva diferenciable tal que ¢(0) = ¢(1). Probar que existe ¢y € (0, 1)
tal que c'(ig) es perpendicular a c(ty). Sugerencia: considerar la funcién f(t) = ||c(?)]?

4. Sea f : R — R derivable tal que f(0) = 0. Analizar la convergencia de la integral

=
1 z"

para r > 0.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES



ANALISIS I - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA 1 - ANALISIS I (C)

FINAL 23/12/2008

1 2 3 4 CALIF.
Nombre y apellido: Turno:
N° de documento: N° de libreta:

—

. Sea f:[0,1] x [0,1] — R continua. Probar que f es integrable.
2. a) Enunciar y demostrar el Teorema del valor medio (también llamado Teorema de
Lagrange) para funciones de dos variables.
b) Probar que ’
|e® cos(y) — 1] < e®l||(z, ).

3. Sea f: U C R? — R de clase C! con U abierto. Demostrar que si P € U es un maximo
local de f, entonces V f(P) = 0.

NN

. Analizar la convergencia de las siguientes integrales

/°° dz /°° In(1 + z?) i
0 ‘\S/E‘*'Q.'L“l: 0 1+.’172 .

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES



ANALISIS T - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA 1 - ANALISIS II (C)

FINAL 30/12/2008

1 2 3 4 CALIF.
Nombre y apellido: Turno:
N° de documento: N° de libreta:

1. Sea f: [a,b] — R continua. Probar que existe z, € [a, ] tal que f(z) < f(zo) para todo
T € [a,b)].

2. Sea f: [a,b] X [c,d] — R. Sean Py @ dos particiones [a, b] x c, d].
a) Si P es mas fina que Q (o P refina a Q). Probar que
S(f,P) < 5(£,Q).

Donde S(f, P) es la suma superior de f asociada a la particién P.

b) Si Py @ son dos particiones cualesquiera, probar que
S(f,P) =2 I(f,Q)
3. Sea f : R? — R diferenciable en P.

a) Probar que f es continua en P.

b) Proabar que existen § > 0 y M > 0 tales que para todo X € Bs(P) vale
[f(X) - F(P)| < M| X - P|.
4. Hallar el vector tangente a la curva o en t = —1 si 0: R — R3 est4 definida por
o) = (f(1 - £, @D o1y 48 _ )
Donde f: R* — R? es una funcién diferenciable tal que la matriz de su diferencial en el

punto (0,1) es
1.2
-1 3

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES



1 2 3 4 CALIF.

NOMBRE / NO. LIBRETA: CARRERA:

Final Andlisis I (M)  Diciembre 2008

1. Demostrar que toda sucesién de nimeros reales creciente y acotada superiormente
es convergente.

2. Sea f: R — R una funcién de clase C! tal que f(0) = 0.

(a) Demostrar que

; s "(z)].
bty |f(z)] < Igl[%}]lf ()]

(b) Demostrar que si f es de clase C2 y ademds f(1/2) > f(1) > 0 entonces

! < 5 1 )
Irg[gﬁ]lf (z)] < Irg[ghlf ()]

3. (a) Probar que si una funcién f : R?> — R es diferenciable en (zg,0) entonces es
continua en (zg,yo).
(b) Exhibir un ejemplo de una funcién f que posea ambas derivadas parciales en
un punto (zg, o) pero no sea continua en dicho punto. Justificar.

4. Sea f : R? — R una funcién diferenciable en (0,0) tal que Vf(0,0) = (a,b). Sea

S={veR?/ ||v|=1}. Se define la funcién ® : § — R de la manera siguiente:
d
i) = —f(0,0).
Ov

Hallar Im(®). Justificar.

Comnplete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del ezamen




Analisis I - Matematica 1 - Analisis Matematico I - Analisis II (C)

Examen Final

15 de mayo de 2009
1 2 3 4 5 Calificacién
Nombre y apellido: e-mail:
No. de documento: No. delibreta: Carrera:

1. Sea f : R?> — R una funcién diferenciable en (0,0) con f(0,0) = 2, fx(0,0) =1, £(0,0) = —1. Hallar
nimeros reales a, b tales que la funcién g : R? — R definida por

_ [ flax,by), six+y<0
g(x,y)—{f(x,y)_zx-3y, six+y>0

sea diferenciable en (0, 0).

2. a) Mostrar que la ecuacién 2xe”~2 + y + x?y* = 2 define una funcién y = f(x) en un entorno de (0, 2).

b) Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién g(x) = f(x).sin x + cos x en el punto a = 0.

3. Sea f : R? — R una funcién de clase C! tal que V£ (x,y).(x,y) > Osil(x,y)l = R > 0. Probar que
f (x,y) tiene un minimo global en R?.

4. Sea f : R - R una funcién C' y D = [0, 1] x [0, 1]. Probar que

1
j;(mx,y)u;.(x,y)) dxdy=fo (f @&, D)= f6,0) = F©O,0) + f(1,0)de.

+00
5. Sea f (x) continua en [0, +co) tal que f f(x) dx < co. Probar que lim f(x) =0 6 no existe 11’111 1 (x)
0 X=—+00 X+

JUSTIFIQUE TODAS LAS RESPUESTAS



ANALISIS I - ANALISIS MATEMATICO 1 - MATEMATICA I - ANALISIS 1T (C)

FINAL - 1/10/2009

Ej. 1 | Ej. 2 | Ej. 3 | Ej. 4 | Nota

Apellido:

Nomn:bre:

N¢ de documento:

N° de lilreta:

Carrera:

N

. Sea f:R? — R diferenciable en P € R2. Probar que f es continua en P.

. : + 5 ; b 5 - D
Sea I7: R? — B una Mmncidn de clase 70 tal gue ovicte yn tinico nunto (o i) @ B? con

ia,b) = 0. Probar que el gradiente de " en (a, b) es nulo.

Sugerencia: Usar ¢] Teorema de la [Funcidn hoplicita.

. Sca T el interior del tridngulo de vértices (--1,0), (0, 1) y (0,0) y consideremos la hmcion

I,

f en

= % 4+ y? +ay+ 2+ y. Hallar el valor mdximo y el valor minimo alcanzados por

Y)
T (Ja clausura de T).

. Demuestre solo uno de los siguicnies resultados:

¢) Sea f :[a,b] — R continua. Entonces f es integrable en [a, b].

b) Sea f :[a,b] x [c,d] — R continua. Entonces f es integrable en [a,b] x [c. d].

¢) Sea f:[a,b] — R acotada y sean P y Q dos particiones de a, D).
Probar que S(f,P) > s(/,Q). donde S(f, P) es la suma superior de Riemann con
respecto a Py s(f, @) la suma nferior de Riemann con respecto a Q.

JUSTIFIQUE TODAS LAS RESPUESTAS



ANALISIS I - ANALISIS MATEMATICO I - MATEMATICA 1 - ANALIsis IT (C)

FINAL 24/12/2009

1. v 3 4 CALIF.
Nombre y apellido: Turno:
N° de documento: N° de libreta:

1. a) Sea A C R acotado, probar que existe una sucesién de puntos z, € A tal que

lim z,, = inf A.
n—oo

b) Sea f: (0,+00) — R, f(z) = e"':'lfsen(a:). Si A = Im(f), hallar 1 = inf A y una
sucesion como en el item anterior.

2. Sea f: R? — R diferenciable en P.

a) Probar que para todo V € R?, ||V|| = 1 existe la derivada de f en la direccién V en
el punto P y vale
of

ov

b) Probar que existe una direccién V' tal que g—‘f,(P) = 0.

(P) =(Vf(P),V).

3. Sea f : R — R derivable. Notar que f’ no es necesariamente continua.

a) Si f' no se anula en [a,b]. Probar que f es inyectiva en [a, b).

b) Si f esinyectiva. Probar que f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

c) f: R — R derivable tal que f'(a) < 0 < f'(b). Probar que existe c entre a y b tal
que f'le) =10

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES



1 2 3 4 Nota

Tema 1

NOMBRE: CARRERA: L.U.:

Anilisis I / Matemdtica 1 / An4lisis IT (C) — Final (03/08/10)

1. Sea f: R? — R diferenciable en P € R2. Probar que si Vf(P) # 0 entonces Vf(P) es la direccién de maximo crecimiento de
f.

2. Sea f: [a,b] C R — R acotada. Probar que si para todo & > 0 existe IT particién del intervalo [a, b] tal que
0 < Snu(f) = In(f) <&,

donde Sri(f) denota la suma superior de Riemann y I(f) la suma inferior, entonces f resulta integrable en [a, b].

3. Sea S C R3 la superficie definida implicitamente por S = {(z,y,z) € R3: z2 + ysin(z) + z2z + 523 = 72}. Hallar todos los
puntos Py € S tales que el plano tangente a S en P, sea ortogonal a (1,0, 7).

4. Sea Cy = {(z,y) e R?: y =22 + 1} y Co = {(z,y) € R%: = y? + 1}. Hallar los puntos que minimizan la distancia entre C
Yy Cz.

I Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del ezamenJ




1 2 3 4 5 Calificacion

APELLIDO ¥ NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS 1
Final - 14/12/2010

1. Sea f:R? — R definida por
23 .
flay) = {F7 2 @07 OO,
0 st (x,y) = (0,0).
a) Probar que f es continua en R2.
b) Probar que para todo v € R? tal que [jv|| = 1, existe Z(0,0).
¢) Analizar en qué puntos de R? la funcién f es diferenciable.

2. Sea f : Rsgp — R continua y derivable en R tal que f(0) = 1 y [f'(z)| < & para todo
r = 0.

a) Probar que la funcion g(x) = r — f(x) es inyectiva.

b) Probar que existe un tinico xy € R.g tal que f(zg) = xq.

3. Para cada valor de b € R encontrar el valor maximo y el valor minimo que toma la funcion

L 2 by’
en el disco {(z,y) € R? : 22 +9* < 1}.

4. Sea g: R._; = R defimda por

T 0
glz) = [ e_rdt—[ e U dt.
J4—1 J—1

a) Probar que ¢ es una funcién de clase C?.
b) Probar que el polinomio de Taylor de orden 1 de g en g = 0 es Py(x) = x.

¢) Encontrar 4 > 0 tal que si x| < § el error que se comete al aproximar g(x) por = sea a
lo sumo ﬁ.

d) ;Cual es el polinomio de Taylor de orden 2 de g en 25 = 07

5. Encontrar todos los p € R tales que existe

lim [ [ (2% + y* )P dxdy
=70 Je2ca? 2

v calcularlo en ese caso.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 5 Calificacion

APELLIDO ¥ NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS 1
Final - 21/12/2010

1. Sea f:R? — R definida por

(M2 s (2,y) £ (0,0),
flz,y) =

e

0 st (z.y) = (0,0).
a) Probar que:

a a
ﬁ_i{ﬂ: y) =Y, a_;{'rﬂ} =T,

paratodor e Rey € R
b) Probar que existen las derivadas dobles cruzadas, pero que en (0,0) se tiene:
a*f a9 f
0,0
rfixﬁy{ 0 # Oydx
¢) ;Es f una funcién de clase C'! en R??
d) ;Es f una funcién de clase €2 en R2?

(0,0).

2. a) Sea k = 0, encontrar el minimo de la funcion f(z.y) = = + y sobre el conjunto
{(z,y) € ]R%u Yy — k}.

b) Probar que, para todo (z,y) € B2, z.y > 0 vale que
r+y

3 = ATy,

3. Sean a,b > 0. Calcular [[, |ry|dzdy, donde E es la elipse {(z,y) € R?: i; + %_2; < 1}.

4. Sea f : R — R una funcién de clase C'! v a < b. Probar que existe M = 0 tal que, para todo
x,y € |a,b], se verifica

|f(z) = f(y)] < M|z —y].

. Sea f:R? = R una funcién continua tal que f(1,2) = 0.

a) Sea v : [0,1] — R? continua tal que v(0) = (0,0) v ~(1) = (1,2). Si f(0,0) = —1,

probar que existe un punto p en la imagen de ~ tal que f(p) = —1/2.

[ 4

b) Probar que si f es de clase C' y Vf(1,2) # (0,0), entonces existen infinitos puntos
p € R? tales que f(p) = 0.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 1 5 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE: TurNO-COMISION:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS 1
Final - 28/12/2010

1.

[ 4

Sea f: R? — R definida como

z* +y%) sen(—==) i (z,y) # (0,0)
f(-r-,y}={{ + ) sl h) s o) #
0 sl [ij = (D..D)

Probar que f es diferenciable en (0, 0) pero que las derivadas parciales de f no son continuas

en (0,0).
Probar que: sin(z)sin(y)sin(z) < 4, si0<z,y<m,z+y+z=1

Sea f : [a,b] — [, 5] biyectiva de clase C? con inversa también de clase C? g : [a, §] — [a, b]
(se verifica: go f(z) =x v fog(x)=x).
a) Calcular ¢"(z) para todo = € (a, J) en funcion de f y sus derivadas.

b) Si f'(x) =0, f'(x) = 0 para todo = € (a,b) probar que g"(z) < 0 para todo = € (a, 3).

. Sea A es un abierto de R?, f : A — R diferenciable, p = (zg, ) € A, vy = %{1,2},

Ve = ‘,JTE{ 2.3) tal que

of v_ _ Of .\ _
Efﬁ]‘ = a, E,—LQ(P) =b.

a) Calcular V f(p).
b) ;Cuanto valen a y b si f tiene un maximo local en p?

¢) Probar que si (a,b) # (0,0) el plano tangente al grafico de f en p nunca es horizontal.

. Consideremos la funcion F : ]RQED — R dada por

Flz,y) = [[ E':u_l}wz_v}d-udy,
JJR,,

donde R,, es el rectangulo dado por [0, z] x [0, y].

a) Caleular F(z,0) y F(0,y) para todos los valores de =,y = (.
b) Encontrar VF(1,1).

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 5 Calificacion

APELLIDO ¥ NOMERE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS 1
Final - 22/02/2011

2
. W
1. a) Probar que existe la integral impropia || {"” te” T dt v ealcularla.
@
. . . _ .
b) Probar que la funcion F : K= — R dada por F(z) = .JI"II e T it es creciente v acotada.

. . -
¢) ;Existe _flo”c" T dt?

' ¥ ¥ ) . A A o
2. Sea f:B- — R de clase O v ap € B=. Consideremos las siguientes condiciones sobre f:

) Vf{xg) = (1.0).

) La matriz Hessiana H f(xy) de f en el punto zj es la matriz nula.

) Vf(zo) = (0,0).
) Hf(xo) es definida negativa.

W= L bk

)
5) Hf(xp) es definida positiva.

;Cudles de estas condiciones son necesarias para que f tenga un minimo relativo en xqy7

o B
—

;Cudles son todas las condiciones que impiden que [ tenga un minimo relativo en xy?

¢} ;Es posible encontrar dos o méas condiciones que juntas aseguren que f tiene un minimo relativo
en xg?

' . 3 o) A . : A
3. Pruebe que si la funcion u(x,y) de clase C= satisface la ecuacion diferencial de Laplace
Upy + Uyy =0

en B? — {(0,0)} entonces la funcién

) — o
v, =u T - T
(T, y PR L B

también la satisface.

4. Sea F:R? = B de clase €1 tal que F(0,0) =1 v VF(0,0) = (1,1).

n ; Es cierto que existen infinitos puntos (x, y) tales que F(x,y) =17
m Sea v :[0,1] = B2, (1) = (2t — 1,12 — 1/4) y sea g : [0,1] — R la funcién g(t) = F(~(t)).
Caleular g'(1/2). Probar que g es creciente en un intervalo abierto alrededor del punto 1,/2.

5. Sea b un mimero real positivo. Caleular el volumen del tetraedro en B* delimitado por los planos
r=0,y=0.2=07y 2br + 2y + z = 2b.

Justifigue todns sus respuestas.



1 2 3 4 5 Calificacion

APELLIDO ¥ NOMERE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS T
Examen Final- 1/3/2011

1. Sea f: R — B una funcién continua que satisface que:

f(z) = fD " f(e) de

Probar que f es idénticamente cero.

Sugerencia: considerar la funcion g(x) = f(z)e™™

2. Sea F: R? — R dada por

Py = | Fo S @ #00)
’ 0 s (x,y)=(0,0)

a) Probar que para cada v € R? con ||v]| = 1 existe la derivada direccional %{U, 0) y calcularla.
b) ;Es F diferenciable en (0,0)?

3. Decidir si son verdaderas o falsas las signientes afirmaciones:

i) “Sea f:R—{0} — R derivable tal que f'(x) es identicamente nula. Entonces f es constante”.

ii) “Sea f:R? — R de clase C2. Si f tiene un minimo local en (1,3) entonces la matriz H f(1,3)
es definida positiva.”

iii) “Sea f:R.p — R derivable tal que f'(z) > 0 para todo = € R y ademés im,_, ., f'(x) = 0.
Entonces f estd acotada superiormente en [1, +00).”

4. Sea u: R~y — R de clase C2. Consideramos la funcién v : R? — {(0,0)} — R dada por

via,y) =u (Va7 +97)

Encontrar una expresién para el Laplaciano de v (definido como Av = ver+1vyy), en la que aparezcan
las derivadas de u hasta el orden 2.

5. Calcular la integral [ _fR(-J: - y}gdmdy, donde I? es el paralelogramo con vértices (0,0), (1, 1), (2,0)
v (1,—1) aplicando el cambio de variables u = —y,v =2 + y.

Justifigue todas sus respuestas.



1 2 3 4 5 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Analisis Matematico 1 - Andlisis II(C)

11/3/2011

1.

o

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si f:R — R es una funcién derivable y estrictamente creciente, entonces f’(x) > 0 para todo
z e R

b) Si f :[0,1] — R es continua y _fﬂe_’f(:r.) dxr = 0 para todo intervalo [a,b] C [0, 1], entonces
f(z) = 0 para todo x € [0,1].
¢) Sea f : [0,00) — [0,00) continua. Si la integral impropia foocf(m) dz converge, entonces

f(z) — 0 cuando = — +o0.

Sea f : R? — R dada por

Lo | B s (z,y) # (1,0)
f(lf,y)—{ ( 16+y G (r.9) = (L0)

Probar que para cualquier curva a : (—¢,¢) — R? de clase C! [donde £ € R-] tal que a(0) = (1,0)
y a(t) # (1,0) para todo t # 0, la derivada (f o a)'(0) existe; pero que sin embargo f no es
diferenciable en el punto (1,0).

Sea f : R? — R una funcién de clase C', D = {(z.y) € R?: ||(z,y)|| < 1} el disco unitario cerrado.
Supongamos que f,p (f restringida a D) tiene un méximo absoluto en el punto (1,0). Probar que

of

>
63:(1’0) >0

Sean p; = (1,0), po = (2,3) y f : R? — R una funcién de clase C''. Supongamos que f se anula
solo en estos dos puntos, o sea:

{peR?: f(p) =0} = {p1.p2}.
Probar que Vf(p1) =V f(p2) = (0,0).

Sea U : R? — {(0,0)} — R la funcién U(xz,y) = log(x? + y?). Calcular el valor de la integral

1= [ [ 19@)? dady,

siendo C = {(z,y) €R?:2 < ||(z,y)|| < 3,2 <0,y > 0}.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Andlisis Matematico 1 - Anélisis IT(C)
2/8/2011

1. Probar que hay puntos de la curva o — 2r — y* = 1 que se hallan mds cerca del origen. Hallarlos.

X

Probar que si f: A C R? — R es diferenciable en P que se halla en el interior de A, y ademas f tiene
un extremo local en P, entonces Vf(P) = (0,0).

3. Sea f: B ¢ R? — R una funcién diferenciable, donde B es una bola abierta. Si P, Q € B, probar que
existe un punto ' en el segmento que une P con () tal que

Q) - f(P)=(Vf(C),Q - P)

4. Sea A =[0,1] x [1,2] x [-1,1] y T(uw,v,w) = (v* — v* + w,u® — w, v + 2v?). Hallar el volumen de
T(A).

Justifique todas sus respuestas.



Analisis [ - Analisis Matematico 1
Matematica 1- Analisis II (C)

Examen Final - 13-x11-2011

Nombre: L. U.:

Carrera:

Ej. 1| Ej. 2] E5. 3] Fj. 4| Nota

. Sea f:R? — R continua, y una sucesion {(z, y) }n>1 tal que

lim {Im yn} — {a'. b}

—r oG

Probar que
lim (In yn] - f{ﬂ-, b:]

R—r o0

2. Enunciar v demostrar el Teorema del Valor Medio para funciones dife-

renciables f: R? — R.

. Sea f: R — R continua, con f(0) = 0. Sea

Flz,y) =xf(y) +yf(z).

1.- Analizar la diferenciabilidad de F' en (z,y) = (0,0).

11.- Probar que si, ademas, f es creciente, el origen es un punto silla.
. Sea f:(0,1] = R, continua y positiva, tal que

t—

1 1
lim f(t) = +o0, ¥ /E: f(t)dt =5Er51+[ f(t)dt < oc.

Mostrar que si F': B(0,1) — R se define como F(z,y) = f(|[(z.%)||)
(donde B(0,1) = {(z,y) € B? : 2> + y* < 1}), entonces

[ F(x,y) drdy < .
JB(0,1)



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Analisis Matematico 1 - Analisis II(C)
2/3/2012

1. Sea B = B(p,r) labola abierta de centro p y radio r > 0 en R%. Sea f: B — R una funcién
diferenciable tal que Vf(x,y) =0 V (x,y) € B.
Probar que f es constante V p € B.

2. Sea A un abierto de R?, p € A.Sea f: A - R con f diferenciable en p.
Probar que f escontinuaen p.

3. Sean g:R? - Ry h: R - R diferenciables. Llamemos f = h o g a su composicién y sea p € R?

tal que Vg(p) = 0.
a) Probar que p es punto critico de f.
2
b) Siademés Hg(p) es definida positiva (Es decir: det(Hg(p)) > 0 A % (P)>0)yg
no es punto critico de h.

Decidir sobre la naturaleza de p cdémo punto critico de f.

4. SeaU:R? » R, U € C*. Probar que:

15 13 dU
f f U(x,y)sen(y) dxdy = f J. — (x,y)cos(y) dx dy
0o /-2 0o /-2 dy

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO ¥ NOMBRE:
NoO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matemadtica 1 - Analisis Matematico 1 - Analisis 1I(C)
9/3/1012

1. Enunciar y demostrar el Teorema Fundamental del Calculo.
2. Enunciar y demostrar el Teorema del Valor Medio para funciones diferenciables en R2.
3. Sea f:R* - Rde clase C? con f,(0,0) # 0. Consideremos la funcién g: R*> » R definida como:
g = fx* +y*, e B 1)
Probar que (0,0) es punto critico de g y decida su naturaleza.
4. Sea f:R? - R? una funcién de clase C?! tal que Vt € R se verifica
f(cos?(t) + sen(t) — 1,sen(3t?)) = (—17,5)

Probar que el determinante de la matriz jacobiana de f en (0,0) es igual a 0.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacién

APELLIDO ¥ NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matemadtica 1 - Andlisis Matematico 1 - Andlisis 11(C)
10/9/2012

1. Demostrar que diferenciabilidad implica continuidad.

2. Enunciar y demostrar el Teorema del Valor Medio (Lagrange) para funciones diferenciables en
R™.
3.
a) Hallar el Polinomio de Taylor de orden 2 centrado en (0,0) de G(x,y) = e*” cos(x + y).
b) Calcular
_ e cos(x +y) — 1+ x? + y?
lim
(x,y)~(0,0) x?% +y?
4. Sea f:(a,b) — R, derivable en (a, b), f'(x) continua en (a, b) y se anula en solo un punto.

Probar que f(x) no se anula en 3 puntos.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacién

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS I- MATEMATICA 1 - ANALISIS MATEMATICO I - ANALISIS II(C)
Examen Final- 11/4/2013

1. a) Encuentre la ecunacién (en forma explicita) z = T'(x,y) del plano tangente al grafico de la
funcién f: R? — R definida por f(z,y) = €"¥ en el punto (0,0, f(0,0)).

b) Demuestre que en un entorno U del (0,0) se verifica que:
T(z,y) < ™Y para todo (z,y) € U
¢) Supongamos que en un entorno V' del (0,0) la funcién g : R? — R satisface la desigualdad:
T(z,y) < g(z,y) < eV para todo (z,y) € V

Demostrar que entonces g es diferenciable en (0,0) y calcular Vg(0,0).

2. a) Sea f : B — R diferenciable, donde B es una bola abierta en R%. Demostrar que si V f(a,b) = 0
para todo (a,b) € B, entonces f es contante en B.
b) Deducir que si f,g : B — R son diferenciables y Vf(a,b) = Vg(a,b) para todo (a,b) € B,
entonces existe ¢ € R tal que f(r,y) = g(x,y) + ¢ para todo (z,y) € B.

3. a) Sea f:R" — R una funcién de clase C2. Supongamos que f tiene en un punto rp € R™ un
minimo local. Demostrar que entonces V f(zg) = 0 y que la forma cuadratica
n 62f

Q) = 37 (o) hiky
i,7=1

(asociada al Hessiano de f en xp) es semidefinida positiva.
b) ;Es cierto que si f es C2, Vf(xp) =0y Q es semidefinida positiva, entonces puede afirmarse
que f tiene en xg un minimo local?

Nota: Si le resulta mas sencillo puede resolverlo en n = 2 (no altera esencialmente la dificultad del

ejercicio).

4. Sea f :(2,00) = R la funcién definida por la integral doble,

£(t) = ]L sen(Va? +4%) gy

IQ‘I’yQ

siendo A, la region
A ={(z,y)eR?:2< a2+ 2 <t}

Encuentre los puntos criticos de f y clasifiquelos.

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacién

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS I- MATEMATICA 1 - ANALISIS MATEMATICO I - ANALISIS II(C)
Examen Final- 9/5/2013

1. i) Demuestre el tcorema de Weierstrass: si K C R™ es un conjunto cerrado y acotado (es decir:
compacto) vy f: K — R una funcién continua (en K), entonces f es acotada en K, y alcanza
Su maximo y su minimo en K

ii) Sea f:R? — R dada por

7 si (z,y) # (0.0)

f(x’y):{ 0 si (z,9) = (0.0)

vy K = {(z,y) € R? : ||(z,y)|| = 1} es la circunferencia centrada en el origen de radio 1.
.. Se verifican las hipdtesis del teorema de Weierstrass 7 j Cuéles son el maximo y el minimo
de fen K 7 ;En qué puntos se alcanzan 7 Justifique su respuesta.

2. i) Enuncie y demuestre el teorema fundamental del calculo [cémo se calcula & ( [T f(t)dt)] y la

dx
regla de Barrow (cémo se calcula fab f(z) dx a partir de una primitiva de f).
ii) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién E(z) = [T et dt, cn un entorno
3 Jo
ez =0.

3. Sea f : R? — R una funcién diferenciable. Consideramos
Q={(z,y) eR?:|z| <1,|y| <1}

Supongamos que f restringida a @) tiene en el punto (—1,0) un minimo absoluto

i) Demostrar que %(—1.0) =0y que %(—4,0) >0

ii) jPuede afirmarse que Vf(—1,0) = (0,0)? Justifique su respuesta [en caso afirmativo, de-
muéstrelo: en caso negativo, exhiba un contraejemplo]

4. Sea f : R? — R una funcion diferenciable, que verifica las siguientes condiciones:

a) f se anula sobre Ia circunferencia de ecuacién z? + y? = 2

b) Si consideramos la funcién a : R — R? dada por a(t) = (¢ + 1,e'), entonces la funcién
compuesta f o« tiene un minimo local en t = 0.

Calcule el gradiente de f en el punto (1,1)

Justifigue todas sus respuestas.



Anélisis I - Andlisis Matematico I Matemadtica 1- Analisis IT (C)

Examen Final - 23/07/2013

Nombre:
LU
Carrera:

Ej. 1| Ej. 2 | Ej. 3 | Ej. 4 | Nota

1.

2.

Sea f : [a,0] — R continua. Probar que f es integrable en a, b].

Sea f : R* = R de clase C' y g : R? — R definida por

g(z,y) = f(e*'t, sen(2zy)).

Supongamos que el plano tangente al grafico de f en el punto (1,0, f(1,0)) esta dado por
z—4x + 2y = 1.

Encontrar la direccién en la que la funcién z = g(,y) crece més rapidamente en el punto
(0,0).

. Sea P € R? un punto en el plano, y ' : R? — R una funcién de clase C! tal que F(X) =0

siy solo si X = P. Probar que VF(P) = 0.

. a) Sea [ : R? — IR diferenciable en un punto £. Probar que f es continua en P y que

existen las derivadas parciales de f en P.

b) Encontrar una funcién f : R? — R tal que [ es continua en (0,0) y existen las derivadas
parciales de f en (0,0), pero f no es diferenciable en (0,0)

Justifique todas sus respuestas.



Analisis I - Andlisis Matemadatico I Matemadtica 1- Analisis IT (C)
Examen Final - 30/07/2013

Nombre:
LU
Carera:

Ej. 1| Ej. 2 | Ej. 3| Ej. 4 | Nota

1. Sea A = {(n,1) tal que n € N,n < 5}. Sea F : R — R una funcién de clase C! que
satisface ademds la siguiente propiedad: F(P) = 0 si y solo si P € A. Probar que para
todo P € A se verifica que VF(P) = 0.

2. Probar que si f : R*> = Res C3, Df(P) = 0y Hf(P) es definido positivo, entonces f
tiene un minimo local estricto en P.

3. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Sean A C B C R, A no vacio, B acotado inferiormente. Entonces inf(B) < inf(A).
b) Sean A C B C R, A no vacio, B acotado inferiormente. Entonces inf(B) < inf(A)

4. Sea f :[a,b] — R continua. Probar que existe ¢ € [a, ] tal que
b
/ flz)dz = f(c)(b — a)

Justifique todas sus respuestas.



I 2 3 4 Calificacién

APELLIDO Y NOMBRE: TURNO-COMISION:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

ANALISIS 1
Final - 13/12/2013

1. Dada f : R? — R tal que |f(z,y)| < |zy| + y* para todo (z,y) € R?. Probar que f es
diferenciable en (0,0) y hallar la ecuacién del plano tangente en el origen.

2. Sa f:R—R,con f € C'y f/ > 0. Supongamos que existe zo € R tal que f(zo) > 0.

Probar que
+o0

£(t) dt

0
es divergente.

3. Probar que dado un punto P en una curva de nivel C' de una funcién F : R? — R de clase
C! tal que VF(P) # 0, entonces VF(P) es perpendicular a la recta tangente a la curva C
en el punto P.

4. Probar que una funcién f : R? — R es continua en P € R? si y solo si para toda sucesién
{P}ren en R? tal que limy_,oo Px = P, se verifica limg_,o0 f(Pr) = f(P).

Justifique todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE;:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Analisis Matematico 1 - Analisis TI(C)
24/4/2014

1. Sea f(x) una funcién definida en un intervalo cerrado I para el cual f'(x) y f''(x) existen para
cada x € I. Supongamos que existe una sucesion {x, } de puntos mutuamente distintos de I tal
que continua tal que lim x,, = y y tal que f(x,,) = 0 para cada n. Probar que f(y) = f'(y) =

n—->oo

fll (y) — O
2. Sea f:R? - R una funcién diferenciable en P € R?. Probar que f es continua en P.

3. Sea f:R? - R una funcidn de clase 3 y P € R? un punto critico de f. Probar que si el hessiano
de f en P es definido positivo, entonces f tiene un minimo local en P.

4. Sean f, g:R? - R dos transformaciones lineales tales que los vectores Vf(x, y), Vg(x,y) son
linealmente independientes. Sea D € R? el dominio limitado por las rectas f(x,y) = 3,
fl,y) =7,9(x,y) =—-2yg(x,y) = 2.Siel areade D es 32, calcular,

f e &Y g(x,y) dx dy.
D

Justifiqgue todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Analisis Matematico 1 - Analisis 11(C)
10/6/2014

1. Demostrar el Teorema Fundamental del Calculo Integral: Sea f: [a, b] » R una funcién
continua en [a, b]. Entonces la funcion F: [a, b] = R definida por F(x) = f;f(t) dt, es continua
en [a, b], derivable en (a,b) y F'(x) = f(x) paratodo x € (a, b).

2. Sea f:U — Runa funcién C?! en el abierto U € R2. Demostrar que f es diferenciable en cada
PeU.

3. Sea f una funcién de clase C1(IR?) que tiene un maximo relativo en (2,—1) conf(2,—1) = 7.
Sea g(x,y) = sen(mx) — cos(my) + 3xy2. Probar que f(P) = g(P) para infinitos puntos P €
R?.

4. Sean f:D — R una funcién continua definida en D = {(x, y) € R%:x2 + y2 < 1}. Decidir si las
siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica su respuesta:

a) Sif (%, —%) = 0 paratodon € N, entonces f(0,0) = 0.
b) Sif (%, - %) = 0 paratodon € Ny f es diferenciable en D, entonces % (0,0) = % (0,0).

c¢) Sif esdiferenciable en D, f(0,0) =0y {P € D: Vf(P) = (0,0)} = {(0,0)}, entonces o
bien f > 0enD,o f < 0enD.

Justifiqgue todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Analisis Matematico 1 - Analisis 1I(C)
09/09/2014

=

Sea f:R? — {(0,0)} » Rla funcién f(x,y) = In(x? + y?2). Calcular

ff Il V() 17 dx dy,
D
siendoD = {(x,y) € R%: 2 <] (x,y) I 3,x <0,y = 0}.

2. SeaP = (—1,2) ysean f, g: R? > Rtales que g es diferenciable en P y su plano tangente en P
es{z=0}.Si0 < f(x,y) < g(x,y) para todo (x,y) € R?, probar que f es diferenciable en P y
calcular su plano tangente.

3. Sea f:R? - RyseaP € R2. Probar que f es continua en P siy solo si para toda sucesion Q,, tal
que Q, — P, se verifica que f(Q,) — f(P).

4. Sea f:R? - Rseade clase C! tal que f(tP) = tf(P) patatodo t € Ry para todo P € R?.
Probar que f es una transformacién lineal.
Sugerencia: Estudiar las derivadas direccionales de f en el origen.

Justifiqgue todas sus respuestas.



1 2 3 4 Calificacion

APELLIDO Y NOMBRE:
NoO. DE LIBRETA: CARRERA:

Examen Final de ANALISIS I- Matematica 1 - Andlisis Matematico 1 - An4lisis II(C)
10/12/2014

1. Sea f:R? — R continua, tal que sélo se anula en (0,0) € R?. Probar que f(x,y) > 0V(x,y) #
(0,0), o bien, f(x,y) < 0V(x,y) # (0,0).

2. Sean g;,9,:R — R, f: R? - Rtales que f(x,y) = g,(x) + g,(¥). Probar que si g; es derivable
ena € Ry g, es derivable en b € R, entonces si f es diferenciable en (a, b) € R?,

3. Sea f:R? -» Rtal que f(x,y) = (x — y)3.Sea D = {(x,y) € R?: x2 + y? < 1}. Hallar, si existen,
el maximo y el minimo valor que toma f en D.

4. Enunciar y demostrar el Teorema Fundamental del Calculo Integral.

Justifiqgue todas sus respuestas.



