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Algunas soluciones posibles!

El presente documento tiene por finalidad explicar lo méas detalladamente posible algunas soluciones
de los ejercicios, no siendo estas las unicas formas de resolver los mismos.
Las soluciones para el tema A son analogas cambiando las funciones.

1. Hallar, si existen, el supremo y el infimo del conjunto

5
A= {(—1)m+:m,n€N}.
n
Solucion

Nos piden hallar el supremo y el infimo de A si existen. Sabemos que A C Ry en R todo conjunto
acotado tiene supremo e infimo. Entonces una forma de justificar que supremo e infimo existen
es viendo que A es acotado. Observamos que:

» (—1)" =1 si m es par.
» (—1)"™ = —1 si m es impar.
Luego
-1<(-)" <L (1)

Por otro lado:

= Como n es un natural, en particular es un nimero positivo, luego la divisiéon de dos ntimeros
positivos % es un numero positivo, es decir:

0<

i
n

= Como n es un natural es mayor o igual que 1 y en ese caso:

1<n
1 . .
< - <1 Invertimos las fracciones
n
1
—= Hx— <Hx1 Multiplicando por 5 en ambos términos
n
5
= 0<—-<5 Agregando la observacién anterior (2)
n

Juntando las cotas obtenidas en (1

~—

y (2) se tiene que:

S| ot

—1+0< (=1)™+
-1

<145 (3)
6

Tras examinar algunos valores podemos intuir que estos pueden ser el supremo y el infimo. Hay
varias formas de probarlo:

Forma 1: Con propiedades.
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Observamos que

A= {(—1)m+2:m,n€N,m par} U {(—1)m+2:m,n€N,mimpar} ,

:{1+Z:neN}u{—1+2:neN}. (4)

A1 A2

Si tenemos una escritura de A como union de subconjuntos, tal como la que estd en (4), A es
acotado si y sélo si A1 y As son acotados y en ese caso vale que:

sup A = méx {sup Ay, sup Az},

5
inf A = min {inf A;, inf As}. 5)

Definimos las sucesiones de nimeros reales (¢, )nen, (dn)nen:

)
cp=1+4+—,
n
)
dy= 142
n

Observamos que en ese caso el conjunto A; = {¢, : n € N}.

Luego sup A1 = supc, y inf A1 = inf¢,.

Veamos que ¢, es una sucesion decreciente, puesto que en ese caso el primer elemento c¢; es el
maximo de la sucesién y por lo tanto el supremo. Ademas, si ¢, es una sucesién decreciente y

convergente, se tiene que es acotada y que infc, = lim c,.
n—oo

Veamos que ¢, es decreciente:

¢, es decreciente ,
— Cn = Cn+l Vn e N,
5 5
<— 14—2> VneN,
n n+1
— §2 > VYn eN,
n_ n—+1
< 5(n+1)>5n VneN,
— on+5 > 5n VYn eN,
= 5>0.

Como son todos “si y sélo si” (“ <= "), son condiciones equivalentes, y como 5 > 0 entonces ¢,
es decreciente. Luego por lo mencionado anteriormente:
5

supAlzsupcn:clzl—i—I:G,

infAy =infe, = lim ¢, =1.
n—o0
Con los mismos razonamientos, obtenemos que d,, es decreciente y ademés:
A ={d, :n €N} |
5

supAgzsupdn:d1:—1+I:4,
inf A =infd, = lim d, = —1 .
n—oo



Reemplazando estos datos en (5) obtenemos:

sup A = méx {sup A1, sup As} = max {6, 4} =6
inf A = min {inf 4;, inf Ao} = min {1, -1} = —1.

Forma 2: Con la definicién.

Recordamos que sup A es por definicién la menor de las cotas superiores. Para ver que 6 = sup A
basta ver que

(a) 6 es cota superior: Es decir que es mayor o igual que todos los elementos del conjunto A.

(b) Es la menor dentro de todas las cotas superiores: Si hay otra cota superior de A tiene que
ser necesariamente mayor o igual a 6.

Ya vimos que 6 es cota superior en la ecuacién (3).

Ahora veamos que es la menor dentro de las cotas superiores. Para eso consideramos una cota
superior arbitraria ¢ € R y veamos que tiene que ser mayor o igual a 6. La definicién de cota
superior de A nos dice que c¢ satisface:

(Vo € A) z<c.

Esto es equivalente a que:

(fneN, ¥meN) ()" +2><c. (6)

3

En particular, como la desigualdad (6) vale para todo par de ntimeros naturales n, m, tomamos
n = 2,m = 1 y obtenemos que

Luego

que es lo que indica que toda cota superior tiene que ser mayor o igual a 6.
Andlogamente, para ver que —1 = inf A por definicién, tenemos que ver que:

(a) —1 es cota inferior: Es decir que es menor que todos los elementos del conjunto A.

(b) Es la mayor dentro de todas las cotas inferiores: Si hay otra cota inferior de A tiene que ser
necesariamente menor o igual a —1.

Ya vimos que —1 es cota inferior en la ecuacién (3).

Ahora veamos que es la mayor dentro de las cotas inferiores. Para eso consideramos una cota
inferior arbitraria ¢ y veamos que tiene que ser menor o igual a —1. Aplicando la definicién de
cota inferior de A se tiene que d € R satisface:

(Vz € A) d<uwz.
Esto es equivalente a que:

(Vn € N, Vm € N) dg(—l)"%%.



En particular, como la desigualdad (7) vale para todo par de nimeros naturales n, m, tomamos
m = 1 y obtenemos que para todo n € N:

dg(—1)+ﬁ.

Recordemos que si tenemos dos sucesiones convergentes (an),cy » (bn),en, Vale que s15 an < by

entonces lim a, < lim b,. En particular, tomando la sucesién a,, = d, y b, = (—1) 4 = se tiene
n—oo n— o0

que

lim d < lim (—1) + 5

n—oo n—o0 n
—— N——
d -1
Luego
d< -1,

que es lo que indica que toda cota inferior tiene que ser menor o igual a —1.

2. Decidir si la funcién f : R? — R definida por

ey$3+zy2 1
5 s (z,y) # (0,0);
0 si (z,y) = (0,0)

es continua.
Solucion

Nos piden probar que la funcién es continua para todo (z,y) € R2.
evritay? _
Si (z 0,0 x = ——
(7y)§£(7 )7 f( 7y) ‘y+2‘x2+y27
funciones continuas, y en el denominador tenemos una funcién continua que no se anula, pues
como |y + 2|z2 > 0y 32 > 0, se tiene que |y + 2|z + 3? = 0 implica necesariamente:

donde en el numerador tenemos composicién de

= y+2’=0 , =0,
=  |y+2z°=0 , y=0,
=  |0+22°=0 , y=0,
= 22=0 , y=0,
= 2 =0 , y =0,
= x =0 , y =0.

Luego, este denominador sélo se anula en (0,0). Entonces, el cociente es continuo fuera del (0, 0).
Para ver continuidad en el (0,0), queremos ver que

lim z,y) = f(0,0
(w’y)ﬁ(o’o)f( y) = f(0,0)

eyritay? _
Como f(0,0) = 0 y en el resto del dominio se define como f(x,y) = ——————, basta ver
f(0,0) y f(z,y) 2 T
que:
yodtay? _ |
T s Sy )
(@y)—(00) |y + 2[x* +y

Recordando que

et —1
lim =
t—0 t

L,



podemos reescribir la funciéon para calcular el limite:

eve’ ey _ g | yzs + xy?
lim S~ lim — < . 2> . (9)
(x9)=00) [y +2[22 + ¥ (zy)—00) \ Y23 + 2y ly +2]|2% +y
(@) h(z.y)

Como (z,y) — (0,0), se tiene que z — 0 e y — 0, luego si t = ya® + 292, se tiene que t — 0.

Por lo tanto, lim g(x,y) =1, por lo que de existir ~ lim  h(z,y), se tiene que
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

lim rz,y)= lim A(z,y) .
($7y)—>(010)f( v) (z,y)—(0,0) (z.9)

Veamos que ( %mr% )h(x, y) = 0. Lo vamos a probar por definicién. Sea € > 0, queremos ver que
z,y)—(0,0

existe 6 > 0 tal que
[z y)ll <& = [h(z,y)] <€

3 2
yr° + xy
h = 10
e =| L (10
- ’y:v3+:1cy2| (11)
Ty 422 4 2

Si d < 1, se tiene que
lyl < [[(z,9)| <6 <1

Luego
-1<y <1

—“1+2<y+2<1+2
l<y+2 <3.

En particular como y + 2 > 1 se tiene que y + 2 es positivo y por lo tanto es igual a su moédulo.
Luego |y + 2| > 1. Luego la ecuacién (11) se puede acotar asi:

‘ny—l-ny‘ _ ‘ym3+my2‘
ly +2[x2 +y2 = 2?2 +y?

_ ‘yaz3 + myQ‘
(. 9)|)?
3 2
< W Aplicando desigualdad triangular
z,y
4 3
< 2 YI” + [z, y)ll Usando que la norma acota a los médulos de x e y.
! (@, v)? ! §
z,y
4 3
@yl eyl Distribusendo
I, )I* I, )]
= Iz, »II” + Iz, )l
<6246 Usando que ¢ acota la norma de (x,y)
<d+6 Tomando § < 1
< 26

Luego si 26 < € o bien § < § ya estamos.



Entonces, recordando todas las hipétesis que fuimos tomando para ir acotando tenemos que pedir

6 <min{l, §}.

De esa forma: ( 1)1m( )h(:v, y) = 0 que era lo que precisébamos demostrar para poder segurar
z,y)—(0,0

que valiera el limite de la ecuacién (8).

3. Sea f: R? — R la funcién definida por

44,2
Yty .
z < O.
flry)=q 222 Bt
0 six = 0.
(a) Hallar las derivadas direccionales de f en el origen para todo vector v € R2, con ||v| = 1.
(b) Analizar la diferenciabilidad de f en (0,0).
Solucién
Parte (a): Sea v € R? tal que ||v]| = 1. Sean a,b € R tales que v = (a,b). En ese caso se tiene
que |[v|| = Va2 + b2 = 1 o equivalentemente elevando al cuadrado, a® + b*> = 12 = 1. Nos piden
calcular 0 para eso planteamos
v
t —
OF (0.0 — 1 LU0-0) £ 10) = 0.0
ov t—0 t
t—0 t
— lm f(0+ta,0+tb) — f(0,0)
t—0 t
t—0 t

Acé hay que tener cuidado porque la funcién esta partida en x = 0. Con lo cual de acuerdo a si
a = 0 o no, vamos a tener que usar una expresion u otra.

Caso a = 0: Como a® + b? = 1, se tiene que b> = 1, lo cual implica que b =1 6 b = —1. Luego
v =(0,1) 6 v = (0,—1). Recordemos que en ese caso, segin la definicién del enunciado, a los
puntos de la forma (0,y) les pasa que f(0,y) = 0. En particular, si a = 0, f(ta,tb) = f(0,tb) =0
y f(0,0) = 0. Entonces el limite de la ecuacién (12) nos queda:

f(taatb) — f(O, 0) . f(Oatb) — f(O, 0)

lim = lim
t—0 t t—0 t
, 0-0
=lim ——
t—0

f _
5,(0.0)=0.

Luego si v = (0,1) o v = (0, —1), la derivada direccional existe y vale



Caso a # 0: Si a # 0, entonces ta # 0, en particular el limite de la ecuacién (12) nos queda:

(tb)* + (tb)*(ta) 0

o £ D) = F(0.0) T 2(ta)?

t—0 t t—0 t
- (th)* + (tb)?(ta)
~ 50 2t (ta)?

t4* + t3b%a
m  ——-—--
t—0  2t3a2

= (13)

b2

3}
Luego, si v = (a,b) con ||v|| =1y a # 0 entonces, a—‘Z(0,0) =24

Parte (b) Forma 1: Si tomamos la curva o : R — R2, a(t) = (t?,t), que tiende a (0, 0), cuando
t tiende a 0, se ve que:

) t 4 21
fim flat) = lm =Gy
= lim%
t—0 o1
=1#0=f(0,0)

Luego, vemos que sobre una curva que tiende a (0,0), el limite de f(z,y) no coincide con el valor
de f(0,0) por lo tanto la funcién no es continua, y en particular no es diferenciable.

Parte (b) Forma 2: f es diferenciable en (0, 0) si y sélo si existen las derivadas parciales en ese
punto y ocurre que :
af af
f($7y) - f(oa[)) - 7(070)(7; - O) - 7(070)(3/ - O)
, ox oy
lim
(2:4)=(0,0) I,y
Segun la definicién de la funcién: f(0,0) = 0, y segun el item (a), la derivada direccional existe
en todas las direcciones, en particular para v = (1,0) usamos la férmula (13) que nos dice

of _of 0 __— . of _of B
8:6(0’0) = 8’0(0’ ) = 5r1 0. Y siv=(01) se tiene que —(0,0) = (0,0) = 0.

oy v
Reemplazando nos queda que f es diferenciable si y sélo si:

=0 (14)

que

lim f(z,y) —0—0(z —0) —0(y — 0)
(,9)—(0,0) [z, 9)|l

=0,

0 equivalentemente

I [z, y)
1m
(@,9)—(0,0) ||(z,y) ]|

=0,



Si tomamos la curva a : R — R2%, a(t) = (t2,t), que tiende a (0,0), cuando t tiende a 0, se ve
que:

t 4 %1
i F@®) e 2(82)?
=0 la(t)]] 50 HWH

= lim
= .

Luego, vemos que sobre una curva el limite no da cero, por lo que entonces, la funcién no es
diferenciable.

4. Sea f: R? — R una funcién diferenciable tal que

of 9 3 4
Z2(1.0) = = — (2 =

y sea g : R = R? la funcién definida como g(t) = ((1 + t)e’,sen(t)).
Sabiendo que (f o g)(t) = €!, hallar la ecuacién del plano tangente a f en (1,0).

Solucion

Nos piden hallar el plano tangente de f en (1,0). La expresién para el plano es:

i) = F(L0)+ 5 (L0 — 1)+ L (1,0 -0

Eso implica que para decir cudl es el plano tangente necesitamos conocer:

= f(1,0)
of
= —(1,0
g (1,0)
f
= —(1,0
o 1.0)
Para eso, utilizamos los datos que nos dan. Observamos que g(t) = ((1+ ¢)e’,sen(t)). En par-
ticular nos damos cuenta de que g(0) = ((1+0)e’ sen(0)) = (1,0). Ademés sabemos que

(fog)(t) = e, luego f(g(0)) = €® = 1 pero g(0) = (1,0), eso implica que f(1,0) = 1.

3\*, [4\* _ [25
Por otro lado, como f es diferenciable y ||v|| = <5> + <5> =\/55 = 1, se tiene que

1,00 = (VFom)

luego, usando la informacién del enunciado:

) ()<Vf>

S (onen) (D)
) ()



y dividiendo por 5 en ambos términos

of of
9 =35, (1,0) +45 (1,0).

Por otro lado como las funciones f y g son diferenciables, su composicién también lo es y aplicando
la regla de la cadena tenemos que :

D(fog)(t) = DfyuyDyt

que traducido a nuestro ejercicio es:

(£29)'(t) = (Vg Dyge - (15)
Calculamos las derivadas, y matrices diferenciales:

1. (fog)(t) = e, entonces (fog) (t) =€t

2 Vhy0 = (G 60 2 1)

(1 +t)et) ] _ [ (2 + t)et ]

(sen(t)) cos(t)

Reemplazando en (15) nos queda

= (GLan Fwwn) | 2L ]

3. Dg(t) =

y evaluando en O :

*= (G gie0) | 00|
( 509) 1]
290, o>+1g§< 0)

Luego, nos queda por resolver el siguiente sistema lineal

of of

3—(1,0)+4 1,0)=9
5 (10)+45(1,0)
of of

2—(1,0) + =—(1,0
S L0+ 50 (10) =

of of
De lo cual obtenemos que 2 -1y 67y = 3 y finalmente nos queda que el plano buscado es:

H(Lo)z:l—(x—l)—i-:iy



