Advertencia

Estas son mis soluciones a los ejercicios de la practica de métodos numéricos, no
garantizo su completitud ni correctitud. Cualquier mejora es bienvenida en el repo TBD.
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Practica 3

Ejercicio 2

Si pudiéramos escribir a A como lo describe el ejercicio tendriamos

511 S12 ... Sin tll t12 A tln

S1 S0 ... Sop t21 t22 A t2n
A=S+T=| . . |+

Sn1 Sn2 - .- Spn tnl tn2 . tnn

Usando las propiedades de simetria de S y antisimetria de de T podemos reescribir esto
coémo:

S11 S1 ... Sm tin —tr ... —tn

S1 S» ... Sk 1 t ... —tp
+

Sn1 Sn2 - .. Spn tnl tn2 . t,m

Vamos a ver como elegir los s;; y t;; para cumplir esta descomposicion.

Como T es antisimétrica su diagonal solo puede ser 0 entonces nos limita a que t; =0y
que a;; = sj;. Ahora si tomamos as; y ai», Si lo expresamos como funcién de Sy T tenemos
que

So1 + thy = an

Sr1 — toy = an

Este es un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas asi que tiene solucién Gnica, re-
solviéndolo
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a1 + a2

Sp1 = — 5
__dop — d12

by = — 5

Podemos repetir esto con las otras entradas de A obteniendo las mismas condiciones para
todas las entradas de S y T, por construccion estas matrices son simétrica y antisimétrica
respectivamente.

Ejercicio 3

a)

Basta con mostrar un ejemplo, es facil ver que

1 1
-1 1
Es definida positiva pero no simétrica.

b)

No, demos un contraejemplo
1 21 1 3 3
AB_[2 3][1 1]_[5 5]
c)

Si, una matriz diagonal D (que tenga algin elemento de la diagonal distinto de 1), tomamos
A= Dy B = D? AB es simétrica.

Ejercicio 4

a)

Este ejercicio es un poco dificil asi que voy a dar un par de ideas para ir pensando sin escribir
la solucién de una, al final de los hints estéa la solucion.
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Hint 1: es el de la practica: usar ¢(X) = (x + Ay)*A(x + Ay) e intentar concluir algo.

Hint 2: al expandir lo de arriba ver dos cosas, que ¢(A) > 0y que lo que tenemos es una
funcién cuadréatica, ver que pasa con el discriminante.

Hint 3: Recordar lo siguiente, cuando resolviamos una ecuacion cuadratica tenfamos la
siguiente férmula

—b+Vb?% —4ac
2

Si b> — 4ac > 0 entonces teniamos dos soluciones distintas, si b> — 4ac = 0 tenfamos
una raiz doble y si b*> — 4ac < 0 teniamos soluciones complejas, osea no tenfamos 0 en los
reales. Por qué nos importa esto? Porque ¢(\) > 0 es decir siempre tenemos el tercer caso.

Solucién: Primero veamos que ¢(X\) > 0. A es sdp y como x e y son linealmente inde-
pendientes x + Ay nunca puede ser 0 por lo cual ¢(A) > 0.

Expandiendo ¢()\) tenemos

d(N) = (x +Ay) Alx + Xy) =
(x + 2Ay) (Ax + ANy) = x"Ax + X ANy + AyPAx + N2yt Ay =
Y usando la simetria de A
xEAX 4 2xEANy + N2yt Ay

Ahora si consideramos a esto como una funcién cuadratica dependiente en A y escribimos
el discriminante (b? — 4ac) tenemos que, por lo que discutimos antes

(2x*Ay)? — 4(x*Ax)(y*Ay) < 0

Que es lo que queriamos probar.

b)

Podemos repetir lo anterior solo diciendo que tenemos una raiz en ¢(X\) (iPor qué?) y que
el discriminante es 0 o podemos expandir |x*Ay| directamente asumiendo que y = kx.

Ejercicio b

Solo demuestro la desigualdad triangular, el resto deberia salir facil.
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Hint: Tomar cuadrado de la expresién, acotar con el ejercicio anterior y completar el
cuadrado que queda.
Dem:

fix+y) =
1 t t t
Z\X Ax 4+ 2x'Ay + y Ay| <

xtAx  |xtA tA
+| y!+y Y

4 2 5 =
x'Ax  VxTAx4/ytAy  ytAy
. 2 T T

(F() + F(¥))?

Ejercicio 6
a)

a=(1,0"A(1,0) >0

b)

b=(0,1)!A(0,1) >0

Ejercicio 7

a)

Es generalizar lo del ejercicio 6a) y 6b) con

djj = e,-tAe,- >0
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b)

A es singular si existe un x # 0 tal que Ax = 0. Supongamos entonces que A es singular,
tenemos que

0=x"0=x'Ax>0

Contradiccion, vino de suponer A singular.

c)

Para la submatriz de tamano k x k solo hace falta tomar

Entonces

VEAV > 0

Pero esto es lo mismo que multiplicar la submatriz principal Axx por el vector vy, =
(v,..., Vk).

|aj]® = |ef Agj|?

Ahora usando el ejercicio 4 y el 7a) tenemos
2
‘6;/\@"2 < (‘/ efAe,-,/ efAeJ-) = ajjdjj

Ejercicio 8

Vamos a probar que es definida positiva ya que la simetria sale trivialmente, como A se
descompone como una multiplicacidon de una matriz por su transpuesta, entonces si tomamos
un x # 0, tenemos

x'Ax = x"LL'x = (L'x)"(L'x) = ||[L'x||3 > 0

Pero ademas sabiamos que la diagonal de L era positiva es decir que det(L) > 0, por lo
cual L es no singular y para todo x # 0 tenemos Ltx # 0 de lo cual concluimos su positividad.
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Ejercicio 9

Nota: esta propiedad se conoce como criterio de Sylvester, las demostraciones que encontré
difieren bastante de lo que se ve en la materia o usan temas que todavia no se vieron. No
estoy muy seguro de mi demostracion.

Recordemos de la tedrica que si la matriz era simétrica podiamos escribirla como

A=LDL"

Y luego usabamos la positividad para ver que la matriz diagonal D era toda positiva,
descomponer D en v/Dv/D y juntar cada uno con L y Lt para llegar a una descomposicion
de Cholesky.

Entonces lo que queremos probar en definitiva es que bajo las hipétesis del ejercicio D es
una diagonal con todas sus entradas positivas.

Que sabemos hasta ahora, sabemos que A es simétrica (A = LDL"'), sabemos que cada
submatriz principal tiene determinante positivo y que la diagonal de las L son unos (por
descomposicion LU).

También sabemos que el determinante de LDL" es []7_, d; > 0, pero esto no alcanza
para probar que cada d; > 0.

Intentemos descomponer la matriz en bloques e intentar usar induccién.

El caso base es la matriz principal de 1 x 1, se puede ver que esto es igual a d; y por lo
tanto d; > 0.

Supongamos que vale hasta n — 1 y consideremos la siguiente formulacion en bloques de
A=LDL".

dy
L L 0 LY |
LDLt = L
It /(n,n) dn 0 /(n,n)

Si multiplicamos estas matrices vamos a tener que la matriz principal superior de n — 1 x
n—1eslLD, ;L

Por HI tenemos que D,_; tiene toda su diagonal con valores positivos, ahora el altimo
determinante es ]_[,'.’:1 d; de lo cual deducimos que d, > 0 y esto termina la demostracion.

Ejercicio 10

Es aplicar el criterio de Sylvester del ejercicio anterior.
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Ejercicio 11

Idea: vamos a llevar a la matriz, luego de un paso de eliminacién gaussiana, a un caso especifico
de la matriz original y luego concluir que si la submatriz resultante después de la eliminacion
gaussiana no es simétrica definida positiva entonces la matriz original tampoco lo era.
También vamos a hacer sélo el caso base, el paso inductivo sale muy parecido. Ademas
vamos a asumir que a;; = 1 solo para simplificar un poco las cuentas.
Con eso aclarado la matriz sdp A queda de la siguiente manera

[1 Vt]
A=
v M

Dénde M € R™Dx("=1) "yna vez que hacemos el primer paso de eliminacién gaussiana
tenemos la siguiente descomposicion (i Por qué?).

A_lOl vt 11
v 1|0 M=yt (1.1)

Por otro lado, si planteamos la definicion de sdp con un vector expresado como la primer
coordenada de dimension 1 y la segunda de dimensién n — 1 tenemos:

v, W) -

y+ vix

st viy + fila (M)tx
V. X , =

| vy + fila,(M)ix |

yy +yvix+
Xo1 V1Y + xo1filay (M) x+

XonVny + Xonfila,(M) x+

Reordenando un poco tenemos

y2 4+ 2yvix + x"Mx (1.2)
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Ahora supongamos que la submatriz de la ecuacién 1.1 no es sdp (es facil ver que es
simétrica asi que solo podemos suponer que no es definida positiva) es decir que existe un x
tal que

0> x"(M—vvh)x

Expandiendo la parte de la derecha tenemos
x*Mx — xtvvix (1.3)

Ahora si miramos detenidamente 1.2 y elegimos y = —xfv tenemos la misma expresion
es decir

(x'v)? = 2(x*v)vix + x*Mx = —(x'v)? + x* Mx

Con lo cual concluimos que si hay un x que haga 1.3 no sdp entonces eligiendo (y, x) de
la misma manera esto hace hace que la matriz original no sea sdp y por lo tanto llegamos a
una contradiccion que vino de suponer que M — vv? no era sdp.

Ejercicio 12

a)
x'Afx = (x"Ax)' > 0

La vuelta sale igual.

b)
Si A definida positiva, por el ejercicio anterior At es def pos asi que se ve facilmente que
A4 At
2
es definida positivo.
Para la vuelta, tenemos que
A+ At
2

es definida positiva, supongamos que A no lo es, por lo tanto existe un x # 0 tal que
Ax = 0, ahora
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LAFA! XIAX + xPAIx xTA'x  (xTAx)T
2 2 2 2

lo cual contradice que (A + A")/2 sea definida positiva.

c)

Idea: plantear definicion de definida positiva con (x, y) un vector dénde x € R" ey € Ry
usar el tercer hint del ejercicio 4.
Solucion:

[AAT 2b B
(x.y) 0 1 (x.y) =

AAtx +2b
(X,y)t[ xr y}

xtAALx 4+ xt2by + y?

Usando la idea del ejercicio 4, hace falta ver que el discriminante en funcién de y es < 0,
queremos ver entonces si

?
4(x'h)? — 4x'AA X < 0
Ahora esto es lo mismo que

Ix“bII3 — [ AX]3

IX*AATBII — [|A%X]13 <

Usando Cauchy-Schwartz

IX“AISIATBIZ = 1A XI5 <

Usando que ||[A71h||» < 1y que la norma de la transpuesta es la misma

IA®XI3 = | A1 = ©
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Ejercicio 13
Asumamos que tenemos dos descomposiciones de Cholesky para A,
A=LL'=[[t (1.4)
Multiplicando por las inversas

[l = [ttt

Ahora la parte de la izquierda es una matriz triangular inferior y la de la derecha es una
matriz triangular superior, por lo cual esta expresion es equivalente si son iguales a una matriz
diagonal D.

['L=[t""=D
De aca deducimos que
[D=L yque DL'=1L!
Reemplazando en 1.4
A=ILDD[*=1[I*

Osea que D? = [/, tomando raiz tenemos que D = [ y eso termina la demostracion.

Ejercicio 14

Sale de forma muy parecida al ejercicio 15.

Usando induccién, n =1 es trivial.

Supongamos que vale hasta n — 1 y tomemos la misma forma en bloques de LL*! del
ejercicio 15, la submatriz L cumple la propiedad por HI.

Lol |

e 0 |l

Queda la dltima fila de la matriz L, supongamos que hay un elemento distinto de 0 que no
es I,p ni l,n_1, es decir supongamos que L no es bidiagonal, tomemos ademas el primero que
no es nulo, supongamos que esta en la columna j conj < n— 1.
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Al multiplicar LL® para reconstruir A, tenemos que multiplicar la Gltima fila de L por la
columna j de Lt vemos que como Lt es 0 a partir de la fila j + 1 hacia abajo y en la Gltima
fila es 0 antes de la columna J, todo se anula excepto /,/;;, donde ambos son distintos de 0.

Es decir que en la posicion nj de A nos queda un valor distinto de 0 con j < n— 1, esto
no puede pasar porque la matriz original era tridiagonal, llegamos a una contradiccion que
vino de suponer la existencia de un elemento distinto de 0 antes de la n — 1-ésima columna
de L. De lo cual concluimos que L es bidiagonal.

Ejercicio 15

Hint: Escribir A como una factorizacién de Cholesky por bloques y usar induccién.

Solucién:

Como A sdp sabemos que se puede escribir como LL* con matrices de Cholesky, escribimos
al y [ten bloques de la siguiente manera:

L | o Lt
A:

1t | oy 0 | lnn

Ahora vamos a probar dos cosas, primero que la Gltima columna cumple la condicién del
enunciado y luego que el resto lo cumple.

Entonces supongamos que m(A, n) = k, esto significa que A,y = 0 para j < k. Ahora
cada elemento de la Gltima fila es, el producto de /* con las columnas de Lt donde recordemos,
Lt es triangular superior. Por ejemplo:

An1 = If.columna; (L") = [{L],

Ya que el resto de la primer columna de L* es 0. Ahora si k > 1, entonces A, 1 =0, de lo
cual sale que /{ = 0. Siguiendo la misma idea veamos que pasa con A,, = 0si 2 < k, ademas

Ano = If.columnay(L*) = [{LT , + I5L5,

Ahora no sabemos si L{yz es igual o distinto a 0, pero sabemos que llt es 0 y ademas
L;z = 0 por lo cual para que esta ecuacién sea 0 necesitamos que /2t sea 0, podemos seguir
el mismo razonamiento para toda la fila hasta k. Notar que siempre termina porque tanto la
diagonal de L como la de A nunca es 0.

Entonces probamos que la propiedad se cumple para la Gltima filade Ay L, tenemos que
probarlo para el resto de la matriz.
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L es de menor dimension que Ay ademas es la descomposicién Cholesky de la submatriz
de A correspondiente, ademas contiene toda la diagonal de A excepto la Gltima fila, es decir
que el indice de perfil siempre se alcanza adentro de esta submatriz de A. Por hipdtesis
inductiva entonces vale la propiedad entre la submatriz de Ay L de lo cual sale que vale para
la matriz A y termina la demostracion.

Ejercicio 16

=) Asdp y B no singular. Como B es no singular sabemos que para cualquier x # 0, Bx # 0,
esto también implica que x*B* no es zero (por qué?) entonces

x'B*ABx
es lo mismo que
y'Ay
donde y = Bx y como A sdp esto es > 0.

<) Sale de manera anéloga, argumentando primero que B nunca se anula y por lo tanto
es no singular y luego de eso sale A sdp.

Ejercicio 17

Como A es sdp tenemos que es invertible y ademas es cuadrada asi que dado un y € R”
existe un x tal que Ax =y (y por lo tanto y* = x*A).
Ahora sea y € R”, y # 0, entonces

yIATly = xPAAT AX = xPAx > 0
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