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1 Técnicas Algoritmicas

e Principio de optimalidad: un problema de optimizacén satisface el princi-
pio de optimalidad de Bellman si en una sucesién éptima de decisiones o
elecciones, cada subsucesién es a su vez éptima. Es decir, si miramos una
subsolucion de la solucién éptima, debe ser solucién del subproblema aso-
ciado a esa subsolucién. Es condicién necesaria para poder usar la técnica
de programacién dindmica.

2 Grafos

Theorem 1.

id(vi) =2m

Proof. Induccién en m
m =1 trivial
m > 1 sacarle una arista, usar HI y listo. O

Theorem 2. Un grafo G con 2 o mds nodos es bipartito si y solo si no tiene
circuitos simples de longitud impar.

Proof. =

G = (V,X) es bipartito, por ende V =VyuVa y V1 NV, = @. Sea vy, ...,0,,v1 un
circuito impar (n = 1(mod 2)), entonces sin perdida de generalidad vy € Vi, y
por induccién en i, v; € V4 <> i = 1(mod 2). Luego, v, € Vi = v1 ¢ V] = Abs!

p=

Si G es conexo, agarro un vértice cualquiera v y lo pongo en Vi, a todos sus
vecinos en Vs, a todos los vecinos de estos en V; y asi. Como el grafo es
conexo y finito, tiene diametro finito y este proceso termina. Es facil ver que
si Jw € V7 y w € V5 entonces forma parte de un ciclo impar, lo que es absurdo.



Si G es disconexo, con C' componentes conexas aplico el mismo proceso a cada

(& (&3
componente conexa y hago Vi = (J Vi, y Vo= V5, O
i=1 i=1

3 Arboles

Lemma 1. Sea G = (V,X) un grafo conexo yee X. G~ e es conexo si y solo
si e pertenece a un circuito simple de G

Proof. =

Sea e = (v,w) y G \ e es conexo, por lo que en G \ e hay un camino simple
e1,...,en entre v y w con e # e;Vi, luego eq,...,e,, e es un circuito simple que
contiene a e.

=

Sea e = (v,w), tal que existe un circuito simple e, eq,...,e, en G. Sean z,y e V.
Como G es conexo, existe un camino simple €}, ...,e], entre z e y. Si e} # eVi
entonces el camino existe en G ~ e. Si, por el contrario, e = ¢} para algin i,

A ! ! A : A A A A
entonces €7,...,€;_1,€1,...,Cn, €ip1s €y, O DIEN €7,..0, € 1,€ny..ey€1,€5,1, 05 Ep,
es un camino entre x e y en G \ e. Luego, Vx,y € V hay un camino que los une
en G\ e, por lo que G \ e es conexo. O

Lemma 2. La concatenacion de dos caminos distintos entre un par de vértices
contiene un circuito simple.

Proof. Sean eq,...,e, y €], ...,el caminos distintos de v a w, luego la concate-

m
nacién ey, ..., ep, €}, ..., es un circuito. Por induccién (o minimo contraejem-

plo) se prueba que todo circuito contiene un circuito simple. O
Theorem 3. Dado un grafo G = (V,X), son equivalentes:
1. G es un drbol.

2. G es un grafo sin circuitos simples, pero si se agrega una arista e a G
resulta un grafo con exactamente un circuito simple que pasa por e.

3. Emiste exactamente un camino simple entre todo par de nodos.

4. G es conexo, pero si se quita cualquier arista a G queda un grafo no
conexo.

Proof. 1 =2

G=Guexecon e=(v,w) es conexo y sin circuitos simples, por lo que usando
el Lema 1, GuU e es conexo y e pertenece a un circuito simple de Gue. Si e
perteneciera a dos o mas circuito en GG U e, entonces habria dos caminos distin-
tos, de v a w que no usan e (por lo que estan contenidos en @) y usando el
Lema 2, su concatenacion, que esta contenida en G, contendria un ciclo, lo que
es absurdo.

2=3



Sean v, w € V un par de nodos cualquiera. Si hay mas de un camino simple entre
vy w entonces su concatenacion existe en G y contiene un circuito simple, lo
que es absurdo. Si no hay ningin camino, entonces ¢ = (v,w) ¢ G y G Ue tiene
exactamente un circuito simple que pasa por e e, e, ..., e,, pero luego ey, ..., e,
es un camino entre v y w, lo que es absurdo. Luego, para todo par de nodos
v, w hay exactamente un camino entre ellos.

3=14

Hay un camino simple entre todo par de nodos, por lo que G es conexo. Si se
saca una arista e = (v,w) a G y sigue habiendo un camino ey, ..., e, entre v y w
entonces este y e son dos caminos distintos entre v y w en G, lo que es absurdo.
4=1

G es conexo. Supongamos que existe un ciclo e, e;g...,e, en G, con e = (v,w).
Luego, si sacamos e queda un grafo disconexo, por lo que hay dos nodos x
e y tal que ahora no hay ningun camino y antes si. Sea el camino en G en-
tre © e y €f,...,e;, entonces tiene que haber un i tal que e} = e ya que sino
este camino esta en G \ e. Pero de esta manera sigue existiendo el camino
€]y ey €513 €1y ey €y €y gy ees €0 O €], ey €51, Cpy e, €1, €01, .. €0, €ntre T e y en
G N\ e, lo que es absurdo. Luego, G es conexo y sin ciclos, por lo que es un
arbol. O

Lemma 3. Todo drbol no trivial tiene al menos dos hojas.

Proof. Induccién en n
n = 2 trivial
n > 2 sacarle una hoja, usar HI y listo. O

Lemma 4. Sea G = (V,X) arbol, entonces m=n—1.

Proof. Induccién en n
n =1 trivial
n > 1 sacarle una hoja, usar HI y listo. O

Corolary 1. Sea G = (V,X) sin circuitos simples y ¢ componentes conezas,
entonces m=n-—c

Proof. m = |X] = IL'JlXi\ = 21Xl = 2 (Vil-1) = Y Vi - e =
i= i=1 i=1 i=1

|lLJVil|-c=|V|-c=n-c. En la cuarta igualdad se usa el Lema 4. O
i=1

Corolary 2. Sea G = (V,X) con ¢ componentes conezas, entonces m>n-c y
la destqualdad es estricta si hay ciclos.

Proof. Sacarle aristas de los ciclos hasta que quede un arbol y usar el Corolario
1. O

Theorem 4. Dado un grafo G = (V,X), son equivalentes:

1. G es un drbol.



2. G es un grafo sin circuitos simples y m=n—1
8. G es conexo ym=n-1

Proof. 1 =2

G es conexo por definicién de arbol y m =n —1 por el Lema 4.

2=3

Usando el Corolario 1, m =n—-cy m =n -1 por hipdtesis. Luego, ¢ =1, por lo
que G es conexo.

3=1

Por el Corolario 2, si hay ciclos entonces m >n—cy c¢=1 por hipétesis. Luego,
pasaria que m>n—-1y m=n-1, lo que es absurdo, por lo que no hay ciclos en
G. Ademads, G es conexo por hipétesis, por lo que es un arbol. O

Lemma 5. Sea T = (V,Xr) un drbol generador de G = (V,X). Siee X y
et Xty feXr es una arista del ciclo de Tue, entonces T' = (V, Xpu{e}~{f}
es un arbol generador de G.

Proof. Como T tiene el mismo conjunto de nodos que G, solo hace falta pro-
bar que es un arbol. Ademds, mp = mr+1-1 = mp = n -1, por lo que
solo falta probar que T” es conexo. Sean x,y dos nodos de G cualesquiera
y f = (v,w). Como T es un &rbol, es conexo. Sea ey,...,e, el camino en
T que une a x y a y. Si f # e;Vi entonces este camino sigue existiendo en
T’, sino e; = f. Sea f,e],...,e,...,el el ciclo generado al agregar e, entonces

s €y
! ! ! !

€1,.45€4-1,€1, 436, ..,€, €415 ..0,€n O €1,...,€i-1,€1, 5., €, ..., €1, €441, ...,Ep €S UN

camino entre z e y en T”, por lo que T” es conexo y mp =n — 1, lo que implica

que T’ es un arbol generador de G. O

Theorem 5. Sea G =(V,X) un grafo conexo. Sea Ty = (Vi, Xi) el drbol que el
algoritmo de Prim determina en la iteracion k, entonces T}, es un subgrafo de
un arbol generador de G.

Proof. Induccién en k

k =1 trivial

k>1
Por hipétesis inductiva, supongamos que T} es subgrafo de un arbol generador
T. En la iteracién k + 1 el algoritmo anade la arista e = (v,w), que por el
algoritmo es la arista tal que tiene un extremo en Vi y otro en Xp N\ Vi (v y w
respectivamente) de distancia minima. Supongamos que e ¢ T. Sin embargo,
como T es un arbol, T'U e tiene que tener un circuito simple que pase por v y
w. Luego, en T U e hay dos caminos entre v y w, uno es e y el otro eq,...,e,,
con e; # e¥i. Como eq,...,e, empieza en Vi y termina en Xj \ Vj tiene que
haber una arista e; que tenga un extremo en Vi y otro en X \ Vi, por lo que
le| < |es]- Ademés, por el lema, T'Ue \ e; es un arbol generador, y tiene tamafio
menor o igual a T', por lo que es un arbol generador minimo. Finalmente, Tj,1
es subgrafo de T'Ue \ e; ya que tiene a e y todas las otras aristas, que por la
hipétesis inductiva estaban en T y son todas distintas de e;. Luego, T4 es
subgrafo de un arbol generador minimo. O



Corolary 3. El algoritmo de Prim es correcto.
Theorem 6. El algoritmo de Kruskal es correcto.

Proof. Por induccién en k, T}, trivialmente no tiene ciclos y tiene k — 1 aristas.
El algoritmo termina porque, como el grafo es conexo, si hay un vértice v que
no esta en Vj entonces hay una arista con un extremo en v que no forma ciclo.
Vi =V y el algoritmo todavia no termind, entonces 7T} todavia no es conexo
ya que m < n -1y T} es acilico, por lo que hay una arista que conecta dos
componentes conexas, y por ende no puede formar ciclo. Como cuando termina,
luego de la iteracion n — 1, T tiene n — 1 aristas, mp = n — 1 y es aciclico, lo
que implica que es un arbol. Ademads, como tiene la misma cantidad de nodos
que G y es subgrafo de G, es un arbol generador. Para probar que T es arbol
generador minimo se procede igual que en la demostracién del Teorema 5, con
induccién en k con la hipétesis inductiva de que T} es subgrafo de un arbol
generador minimo. O

4 Camino Minimo

Theorem 7. Dado un grafo orientado G con pesos positivos en las aristas, al
finalizar la iteracion k el algoritmo de Dijkstra determina el camino minimo
entre el nodo v y los nodos de Sy (donde Sy es el conjunto S al finalizar la
iteracion k

Proof. Induccién en k

k=1 trivial

k>1
Sea w el nodo agregado a Sy en la iteraciéon k + 1, entonces w no estd en Si.
Obviamente, por definicién del algoritmo, w tiene un padre z € Si. Sea C otro
camino entre v y w, v = vg,v1,...,U, = w. Como este camino empieza en Sy
y termina afuera de Sy, i tal que v; € Sk Avj11 ¢ Sk. Llamamos a estos dos
nodos x e y respectivamente. Luego, |C1| 2 d(v,z) +e(x,y) +d(y,w) = 7 (v, z) +
e(z,y) +d(y,w) 2 (v, z) +e(x,y) > 7, (y) = 7 (w). En la primera desigualdad
partimos a C' en tramos (v,z), (z,y), (y,w) y por definicién de d el primer y el
iltimo tramo tienen tamano mayor o igual a d. En la igualdad siguiente usamos
la hipotesis inductiva y el hecho de que = € S;. En la desigualdad siguiente
usamos que los pesos en las aristas son no negativos, por lo que d(y,w) > 0.
En el siguiente paso usamos que x € Si, que y es adyacente a = y la definicién
de 7. Finalmente, en el ultimo paso se usé que si m(y) < 7 (w) entonces el
algoritmo hubiera elegido a y y no a w. Es trivial probar por induccién en k
que el algoritmo devuelve un camino vélido entre v y w. O

Corolary 4. El algoritmo de Dijkstra es correcto

Theorem 8. El algoritmo de Bellman-Ford es correcto



Proof. Trivial, hacer induccién en la iteracién k para la minimalidad del camino.
Usar que los caminos minimos tienen como méaximo n nodos, por lo que la
iteracién n — 1 es la ultima si y solo si no hay ciclos negativos. O

Theorem 9. FEn la iteracion k, el algoritmo de Floyd, entre todo par de nodos v
yw el camino de longitud minima dentro de los que usan solo los nodos vy, ..., vy
como nodos intermedios

Proof. Trivial, induccion en k O
Corolary 5. El algoritmo de Floyd es correcto

Theorem 10. FEn la iteracion k, el algoritmo de Dantzig, computa los caminos
minimos entre todo par de nodos del subgrafo inducido por los nodos vy, ..., V.

Proof. Trivial, induccion en k O

Corolary 6. El algoritmo de Dantzig es correcto

5 Grafos Eulerianos y Hamiltonianos - Heuristicas

Theorem 11. FEl algoritmo para encontrar circuitos eulerianos devuelve un
ciclo euleriano de G = (V,X) si y solo si G es conexo y todos sus nodos tienen
grado par.

Proof. El algoritmo en un nodo vy, y agrega aristas a la pila, removiendolas de
G hasta que no hay mas aristas en el nodo actual. En ese momento en la pila
hay un camino simple ej....,e, con v, como nodo final, por lo que v no tiene
mas aristas. Pero v tiene dos aristas por cada vez que aparece en el medio del

camino y una por cada extremo en el que aparece, por lo que si v # vy entonces
l

d(v) =1+ Z 2 = 1(mod 2), lo que es absurdo. Luego, hay un ciclo en la pila.
=1
Tras esto e]1 algoritmo vuelve hasta el primer nodo w empezando desde el tope
de la pila que tenga aristas libres. Siguiendo el mismo argumento, encuentra
un ciclo que empiece y termine en v; y asi sucesivamente. Como el grafo es
conexo, toda arista que no haya sido recorrida tiene que poder ser accesible
desde v;, y entonces va a ser recorrida antes de que v; se quede sin aristas.
Luego, el circuito devuelto cubre todas las aristas exdctamente una vez (ya que
se aniquilan al ponerlas en la cola. Por ende, el circuito devuelto es euleriano.
La ida es trivial, ya que si devuelve un circuito euleriano vy, ..., v,,v; entonces
G es obviamente conexo, todos los nodos internos tienen dos aristas incidentes
por aparicién (grado par) y v; una por cada extremo més dos por las interiores
(también grado par). O

Theorem 12. Un digrafo fuertemente conexo tiene un circuito euleriano si y
solo si para todo nodo v, dip(v) = doyt (V).

Proof. 1déntica a la anterior. O



Corolary 7. Un grafo conexo tiene un camino euleriano si y solo si todos sus
nodos salvo dos tienen grado par.

Proof. Sean v y w los nodos con grado impar, luego G U e con e = (v,w) tiene
todos sus nodos con grado par, por lo que hay un circuito euleriano e, ..., e, €.
Luego, €1, ..., €, €s un camino euleriano en G. O

Theorem 13. Sea G = (V, X) un grafo conezxo. Si existe W c G tal que GNW
tiene ¢ componentes conexas con ¢ >|W| entonces G no es hamiltoniano.

Proof. Primero es importante notar que, por definicién de componente conexa,
en todo camino que vaya de una componente conexa a otra, tiene que haber
un nodo de W. Supongamos que hay un ciclo hamiltoniano vy, ..., v,,v; Luego,
existen en el ciclo v;,,...,v;, que pertenecen a distintas componentes conexas
con v;; = v1. Luego, entre cada uno de ellos hay un w; € W distinto (¢ -1 en
total) entre cada uno de ellos. Pero ademds, la componente conexa de v;, es
distinta que la de vy, por lo que entre estos dos (al final del ciclo) hay otro w;
distinto. Pero entonces tiene que haber por lo menos ¢ -1+ 1 = ¢ miembros en
W, lo que es absurdo. O

Theorem 14. Sea G = (V,X) un grafo tal que n > 3 y d(v) > §Vv € V.
Entonces el grafo es hamiltoniano.

Proof. Sea C = (vy,...,v;) el camino més largo. Si vy es adyacente a un vértice
v que no estd en el camino entonces v,vy,...,v; es un camino mas largo, lo
que es absurdo. Lo mismo para v,, por lo que todos sus vecinos estan en el
camino. Veamos que existe ¢ < n tal que v; es adyacente a vy vy v;11 lo es a
v1. Supongamos que esto es falso, pero entonces vy tiene al menos % nodos
adyacentes en C' y ninguno de los que les sigue es adyacente a v1. Por ende, si
A = {v;41/v; es adyacente a vy} entonces viwAun(vy) €V pero [vyuwAun(vy)| =
L+ Al + [n(v)] = 1+ [n(op)| + In(v1) 2 1+ 5 + 5 = 1+n>n=[V] lo que es
absurdo. Por ende, hay un i tal que v; es adyacente a v y v;;1 lo es a v1. Esto
nos da un ciclo C’ = vy, ...,v;, Vg, ..., V;41. Supongamos que G ~ C’ es no vacio,

entonces hay un v € G~ C’, pero esto implica que hay algin v; € C' tal que v

es adyacente a v; ya que d(v) > 5 y [C'] > §. Luego, v,v;,vj:1,...,0j-1 €s un
camino més largo que C, lo que es imposible. Por ende, G~ C" = &, lo que
implica que C’ es un ciclo hamiltoniano. O

6 Planaridad

Theorem 15. Si un grafo contiene un grafo no planar, es no planar.

Proof. El contrarreciproco es trivial, si un grafo es planar, un subgrafo de él
va a ser planar porque al sacarle aristas y/o nodos en la representacién planar
original, las aristas no se van a intersecar y queda una representacién planar del
subgrafo. O



Theorem 16. Si G es un grafo conexo planar entonces cualquier representacion
planar de G determina f =m —n+ 2 regiones en el plano.

Proof. Induccién en m, trivial. O
Theorem 17. Si G es conexo, planar, con n >3 entonces m < 3n — 6.

Proof. Cada region esta encerrada por al menos tres aristas del plano, y cada
arista es adyacente a lo sumo a dos regiones. Por ende, f > %m. Luego, usando
el Teorema 16 tenemos m-n+2= f < %m: %mgn—Q:mS?m—G O
Corolary 8. K5 es no planar.

Theorem 18. Si G es conexo, planar, con n > 3 y libre de tridngulos entonces
m<2n—2.

Proof. Cada regién esta encerrada por al menos cuatro aristas del plano, y cada

arista es adyacente a lo sumo a dos regiones. Por ende, f > %m = %m. Luego,

usando el Teorema 16 tenemos m—-n+2 = f < %m = %m <n-2=>m<2n-4 O

Corolary 9. K33 es no planar.

7 Coloreo

Lemma 6. Si H es un subgrafo de G entonces x(G) > x(H)

Proof. Trivial, todo coloreo en G tiene que ser valido en H y el subcoloreo no
puede tener mas colores. O

Corolary 10. x(G) > w(G)
Theorem 19. x(G) <A(G)+1
Proof. Cualquier coloreo greedy devuelve a lo sumo A(G) +1 O

Theorem 20. Si G es conexo y no es un circuito impar ni es completo entonces

X(G) < A(G)
Theorem 21. Si G = (V,X) es planar, x(G) <5

Proof. Primero suponemos que d(v) > 6Yv € V. Pero por el teorema 17 m <

n
3n-6=2m <6n-12 = > d(v;) <6n-12 = 6n < 6n-12 = Abs!. Luego,
i=1
podemos suponer que existe un vértice de grado a lo sumo 5 que llamamos =x.
Si removemos x, por induccién G \ x queda 5-coloreable. Si entre sus nodos
adyacentes no se usan los 5 colores, entonces ponemos a x uno de los colores
sobrantes y ya estamos. Por ende, consideramos el caso en que z tiene 5 vecinos
Y1,Y2,Y3,Y4,ys en sentido horario en alguna representacion planar de G, con
colores 1,2,3,4,5 respectivamente. Consideramos ahora el subgrafo inducido



G1,3 compuesto por los nodos coloreados con los colores 1,3. Si en este grafo
no hay un camino entre y;,ys entonces invertimos el coloreo de la componente
conexa en G 3 de y;, cambiando el color de los nodos de 1 a3 y de 3 a 1. Luego,
x no tiene un nodo adyacente con el color 1 por lo que podemos usar este color
en él, 5-coloreando G. Anélogamente, podemos hacer lo mismo con y, € ¥4, por
lo que el caso restante es en el que existe un camino con colores 1 y 3 entre y1,ys
y uno con colores 2 y 4 entre yo e y4. Pero estos caminos forman ciclos con z y
porque los y; estan en sentido horario, estos ciclos se cruzan. Finalmente, como
estos ciclos tienen caminos distintos no pueden tener nodos en comun, por lo
que se cruzan las aristas, haciendo que la representacién elegida no sea planar,
lo que es absurdo por como fue elegida. O

Theorem 22. A(G) < x'(G) <A(G) +1

8 Matching

Lemma 7. S cV es un conjunto independiente si y solo si VNS es un cubrim-
iento de aristas.

Proof. =

Si V' N\ S no es un cubrimiento de aristas, entonces existe e = (v,w) una arista
tal que v,w ¢ V ~ S por lo que v,w € S y comparten una arista, lo que implica
que S no es independiente, absurdo.

P

Si S no es independiente, entonces existe e = (v, w) una arista tal que v,w € S
por lo que v,w ¢ V \ S y entonces e no esta cubierta por V \ S, lo que es
absurdo. O

Lemma 8. Sean My y M, dos matchings en G = (V,X) y sea G' = (V,X") con
X' = MgAM;. Entonces las componentes conexas de G' son de alguno de los
stguientes tipos:

e Nodo aislado.
e (Clircuito simple con aristas alternadas entre My y My
e Camino simple con aristas alternadas entre My y M

Proof. Sea C' una componente conexa de G. Si hay un nodov € C'y d(v) > 3
entonces hay tres aristas que comparten a v como extremo eq, es, e3. Pero esto
es imposible, ya que tienen que estar repartidas entre My y M; por lo que dos
de ellas tendrian que estar en el mismo matching y compartir una arista, lo que
es absurdo. Luego, C' es conexo y tiene sus nodos con grado menor o igual a
2. Esto implica trivialmente por induccién que C es un ciclo, un camino o un
nodo aislado. Por induccién también se prueba trivialmente que si C' es un ciclo
o camino tiene sus aristas alternadas. O



Theorem 23. M es un matching mdrimo si y solo st no hay un camino de
aumento en G con respecto a M.

Proof. =

Sea M méximo y C' un camino de aumento, entonces M’ = M~ (CnM)u(CnM*®)
es un matching con |M’| = M + 1, lo que es imposible.

<~

Probemos el contrarreciproco. M no es mdximo, por lo que existe M’ un match-
ing con |[M'| > |M|. Sea G’ = (V,X") con X' = MAM'. Luego, las componentes
conexas de G’ son descriptas como en el Lema 8. Como |M’| > [M| hay una
componente conexa C € G’ en donde |C'n M'| > |C n M| Como tiene aristas, C
no es un nodo aislado, y para ser un ciclo con aristas alternadas tendria que
tener la misma cantidad de aristas de M’ y de M, por lo que es un camino con
aristas alternadas. Luego, como tiene més aristas de M’ que de M, la arista
inicial y la final tienen que ser de M’, lo que hace que sea un camino de aumento
para M. O

Theorem 24. Dado un grafo G sin nodos aislados, si M es un matching
mazimo de G y R. un recubrimiento minimo de los nodos de G, entonces
M| +|Re| = n.

Proof. Sea M un matching maximo, y S el conjunto de nodos no cubiertos
por M. Obviamente, S es un conjunto independiente, ya que sino, existe una
arista e = (v,w) con v,w € Sy M Ue es un matching mas grande que M,

lo que es absurdo. Como no hay nodos aislados, cada nodo v; € S tiene una
5]
arista e; con borde en v;. Luego, |R| = M U U e; es un cubrimiento de nodos y

i=1
|Re| <|R| < |M[+]S| = M|+ (n-2[M|) =n—|M|=|Rs|+|M[<n
Anélogamente, sea R, un cubrimiento de nodos minimo. Entonces, R, no puede
tener caminos de tamano mayor o igual a 3 e, ea, e3 ya que entonce R, \ es seria

l
un cubrimiento de nodos més chico que R.. Luego, R, = U S;, donde S; son las
i=1
i !
aristas de estrellas con n; nodos cada una. Luego, |Re| = Y [S;| = > (n;-1) =n-I
i=1 i=1
1
yva que las estrellas son arboles y Z n; = n porque las S; cubren nodos. Notar
i=1
que se puede construir un matching M’ de tamano [ tomando una arista de
cada estrella, por lo que |Re| +|M| 2 |Re| +|M’'| =n—1+1=n. Luego, tenemos
que |Re|+|M|<n y |Re|+|M|>n, lo que implica que |R.| +|M| = n. O

Theorem 25. Dado un grafo G sin nodos aislados, si I es un conjunto inde-
pendiente mdzimo de G y R, un recubrimiento minimo de las aristas de G,
entonces |I| +|Ry,| = n.

Proof. Usando el Lema 7, si I es maximo entonces V \ I es un cubrimiento de
aristas minimo, por lo que |R,,| = |V \ I|. Entonces |I|+|R,| = |I|+|V NI|=|V]|=
n. O
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9 Flujo en Redes

Theorem 26. Sea [ un flujo determinado en una red N = (V,X) y sea S un

corte, entonces
F= % fle)= X f(e)

eSS eSS

Proof. Haciendo induccion top-down en la cantidad de nodos en el corte.
Caso base, S =V ~\ {t} B
En este caso, SS = In(t) y SS = Out(t), por lo que

> @)= X fley= X fle- ¥ fle)=F

eSS eSS eeln(t) ecOut(t)

En el caso general, sea S # V' \ {t} un corte. Seax ¢ Sconz#ty S =Su{zr},
entonces S'S” =SSN S{z}u{x}S~{z}{zx} y 5’5" =SS~ {z}SuS{x}~ {z}{z}

Luego, usando la hipdtesis inductiva

P= % 10)- % 1=

eeS’S’ eeS’'S!
2 fe)= X fler X fle)= X fle)
eeSS eeS{z} ee{z}S ee{z}{x}
-2 fle+ Y fley- X fle)+ X fle)=
eSS ee{x}S eeS{x} ee{z}{z}
2 fe)= X e+ > fle)- X fle)=
eeSS eeSS eeOut(x) eeln(z)
Y 1@ - Y )
eeSS eeSS
Donde usamos conservacion del flujo en = en la ultima igualdad. O

Lemma 9. Si f es una funcion de flujo con valor F' y S un corte entonces
F<ce(9)
Proof. Usanco el Teorema 26 y que 0< f(e) <c(e)Vee X

F=Y fe)- X )< X ele)- ¥ 0=c(8)

eSS ecSS ecSS eSS

O

Corolary 11. Si F es el valor de un flujo f y S un corte en N tal que F = ¢(S)
entonces f define un flujo mdzimo y S un corte de capacidad minima.

Theorem 27. El algoritmo de camino de aumento determina un camino de
aumento si existe, y si no llega a incorporart en S es porque no lo hay.

11



Proof. Trivial, por propiedades de BFS, DFS o el algoritmo que se quiera usar.
O

Theorem 28. Sea f un flujo definido sobre una red N = (V,X) con valor F' y
sea P un camino de aumento en R(N, f). Entonces el flujo f, definido por

fv—>w) si(vow)¢P
flo—w)=3f(v->w)+A(P) si(v->w)eP
flv>w)-A(P) si(w-v)eP

Es un flujo factible sobre N con valor F = F + A(P)

Proof. Por definicion de A(P), 0 < f(e) < c(e)Ve € X. Veamos que sigue
valiendo la conservacién del flujo. Sea v e V N {s,t}, si v ¢ P entonces vale por
conservacion de f. Si por el contrario, v € P con (z,v) € P A (v,y) € P entonces
hay cuatro casos.

e (z,v) e X A(v,y) € X. En este caso

INIOEEDY f(e)=( > f(e)+A(P))—( > f(e)+A(P))

eeln(t) ecOut(t) eeln(t) ecOut(t)

= 2 flo- X fo)

ecIn(t) ecOut(t)
o (r,v) e X A(y,v) € X. En este caso

INIOEEDY f(6)=( > f(e))—( > f(6)+A(P)—A(P))

ecIn(t) ecOut(t) ecIn(t) ecOut(t)

= ¥ fleo- X fle)

eeln(t) ecOut(t)

e (v,2) e X A(v,y) € X. En este caso

INIOEEDY f(e)=( > f(€)+A(P)—A(P))—( > f(e))

eeln(t) ecOut(t) eeln(t) ecOut(t)

= 2 flo- X fo

ecIn(t) ecOut(t)

e (v,2) € X A(y,v) € X. En este caso
ANIOEEDY f(€)=( 2. f(e)—A(P))—( > f(e)—A(P))
ecIn(t) ecOut(t) ecIn(t) ecOut(t)

= Y fleo- X fe)

eeln(t) ecOut(t)

12



Luego, el flujo se conserva. Finalmente, basta elegir un corte cualquiera S que
solo tome una parte conexa de P para ver que

F=3Y Fe)- S Fle)= 3 fle)= 3 fle) +A(P) = F+ A(P)

eSS eeSS eeSS eeSS
Ya sea porque se agregé A(P) a SS o ~A(P) a SS. O

Theorem 29. Sea f un flujo definido sobre una red N. Entonces f es un flujo
mdzimo <> no existe camino de aumento en R(N, f).

Proof. =

Sea f mdxmino con valor F'y P camino de aumento en R(N, f), entonces por
el Teorema 28 existe un flujo f con valor F = F + A(P), lo que es absurdo ya
que por definicién A(P) >0y f es méximo.

<~

Como no hay camino de aumento, tiene que haber un corte S tal que SS = @
en R(N, f), esto implica que (por definicién de red residual), para toda arista
(v —»>w)en SSen N, f(v—w)=c(v—>w) y para toda arista (w - v) en SS
en N, tiene que valer que f(w — v) =0. Luego, por el Teorema 26

F=3% fle)= 3 fle)= ) cle)- X 0=c(S5)

eeSS eeSS eeSS eSS

lo que marca que hay un corte S tal que ¢(S) = F. Esto, por el corolario 11
implica que f es un flujo maximo. O

10 Complejidad
Theorem 30. 3-SAT es NP-Completo

Proof. Vamos a reducir SAT a 3-SAT. Sea ¢ = C; A ... A C},. Vamos a reducir
cada C; a una conyuncion de disyunciones ¢; donde cada clausula tenga tres
literales y ¢ < ¢'.

e Si C; tiene tres literales entonces ¢ = C;.

e Si C; tiene dos literales, x1 y z2 agregamos una nueva variable y tal que
@i = (w1 vaavy) Az VeV -y)

e Si C; tiene k < 4 literales, entonces agregamos k — 3 variables tal que
&= (X1 VT2 VY1) A e A(=Yr2 VT V Yro1)eee A (53 V Tpm1 V Tk )

O
Theorem 31. Coloreo es NP-Completo
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Proof. Vamos a reducir SAT a coloreo. Para ello, a partir de una formula
¢ =Cqy A ... ANCy, armamos un grafo G = (V,X), con V =V uVo u V3 y donde
[Vi| = cantidad de literales en ¢, |Vo| = m y |V3] = la cantidad de variables en ¢.
Ademsds, V7 es completo, V5 tiene una arista a cada nodo de V; por cada literal
que aparece en la clausula correspondiente. También hay una arista de cada
nodo de V5 a cada variable de V3 por cada variable que aparece en la cldusula.
Finalmente, hay una arista entre cada nodo de V3 y todos los literales que no
correspondan a la variable correspondiente. Este grafo es |Vj|-coloreable si y
solo si ¢ es satisfacible. O

11 Problemas Conocidos

11.1 P

Los siguientes problemas pertenecen a la clase de complejidad P:
e Recorrido de grafos: DFS, BFS: O(n +m).
e Encontrar componentes conexas: DFS, BFS: O(n +m).
e Encontrar componentes fuertemente conexas: Tarjan: O(n +m).
e Arbol generador miimo. Prim, Kruskal: O(mlog(n)).

e Camino minimo, variante con dnico origen. Dijkstra (no puede haber
pesos negativos): O(mlog(n)). Bellman-Ford: O(mn).

e Camino minimo, variante con miiltiples origenes. Floyd, Dantzig. O(n?).

e Encontrar circuito o camino euleriano. Algoritmo de Hierholzer (DFS con
el truco del stack): O(n +m).

e Reconocer planaridad. Hopcroft-Tarjan en O(n +m)

e Flujo méximo. Edmonds-Karp: O(nm?)

e Matching maximo bipartito. Edmonds-Karp: O(nm?)

e Problema del cartero chino en grafos dirigidos o no dirigidos.
e Flujo minimo.

e Minimo cubrimiento de aristas.
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11.2 NP-C
Los siguientes problemas son NP-completos:
e Encontrar un camino hamiltoniano.
e Problema del cartero chino en grafos mixtos.

e Travelling salesman problem (encontrar circuito hamiltoniano de costo
minimo en un grafo completo).

e Coloreo de nodos.

e 3-Coloreo.

e SAT.

e 3-SAT.

e Coloreo de aristas (decidir si A(G) = X'(G) o X'(G) = A(G) +1).
e Homomorfismo de grafos.

e Camino maximo.

e Conjunto méximo independiente.
e Clique maximo.

e Decidir si H es menor de G.

e Cubrimiento de nodos.

o Knapsack

11.3 NP

Los siguientes problemas son NP pero no se sabe si estan en P, son NP-completos
o ninguno de los dos:

e Isomorfismo de grafos.

e Factorizacién de numeros naturales.
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