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1. Conceptos basicos de probabilidad

Definicién. Dado un experimento aleatorio (cualquier proceso o accién que genera observa-
ciones y que puede ser repetible), su espacio muestral asociado es el conjunto de todos sus
resultados posibles. Lo notaremos S.

Definiciéon. Se denomina suceso o evento a cualquier subconjunto del espacio muestral. Si S
es finito o infinito numerable, cualquier subconjunto es un evento. Si S es infinito, “casi todo”
subconjunto de S es un evento.

Un evento es elemental o simple si consiste de un tnico resultado individual y compuesto si
consiste de més de un evento elemental.

Definicion. Dado un experimento aleatorio y un espacio muestral asociado S, a cada evento A
se le asociard un nimero que notaremos P(A) y que llamaremos probabilidad del evento A.
Esta asignacién debe satisfacer los siguientes axiomas:

Al. P(A) > 0 para todo evento A.
A2. P(S) =1.

A3. a) Si A, As,..., A, es una coleccién finita de sucesos mutuamente excluyentes, es decir
que A;NA; = @V i# j, entonces:

(0a) - v

b) Si Ay, Ag,... es una coleccién infinita numerable de sucesos mutuamente excluyentes,
es decir que A; N A; = @ Vi # j, entonces:

P (fj A,) — 3 P(4)
=1 =1

Propiedades.
1. P(A%) =1 —P(A), para cualquier evento A.
2. P(o)=0.
3. SACB=P(A) <P(B)y P(B—A)=P(B)—P(A).
4. Dados dos sucesos cualesquiera Ay B, P(AU B) =P(A) +P(B) —P(ANB).
5. Dados dos sucesos cualesquiera A y B, P(AU B) < P(A4) + P(B).
Demostracion.

1. lA:QP(S):P(AUAC) I P(A) +P(A%) = P(A%) =1 - P(A).

2. P(@)=1-P(@°) =1-P(S)=1-1=0.

3.SiAC B= B=AU(B— A) y estos dos eventos son excluyentes. Por el axioma A3a,
P(B) = P(A)+P(B—A). Dado que, por el axioma Al, P(B—A) > 0, resulta P(B) > P(A),
y despejando, se obtiene la segunda afirmacién.



4. AUB=AU(B—-A)=AU(BnNAY), y estos dos eventos son excluyentes. Entonces, por
el axioma A3a,

P(AUB) =P(AU (BN A%)) =P(A) + P(BN AY) (1)
Por otra parte, B = (BN A) U (BN AY), y estos dos eventos son disjuntos, entonces
P(B)=P(BNA)+P(BNAY) = P(BNAY) =P(B) —P(BNA) (2)
De (1) y (2) resulta que P(AUB) = P(A)+P(B) —P(ANB), como queriamos demostrar.
5. Se deduce inmediatamente de la propiedad anterior y del axioma Al. O

Definicion. Sea un experimento aleatorio cuyo espacio muestral asociado S es finito y sea
n = #S§, el cardinal del conjunto. Diremos que el espacio es de equiprobabilidad si los n
sucesos elementales tienen igual probabilidad, es decir si

P(E) =pVi
Como 1=P(S) =Y, P(E) =Y p=np=p=1 =L

Dado cualquier suceso A, P(4) = Y pcaP(E) = Ypea = = i—é.

1.1. Probabilidad condicional

Definicién. Sean A y B eventos tales que P(B) > 0. La probabilidad del evento A condicional
a la ocurrencia del evento B es

_ P(AnDB)
P(A|B) = “P(B)
Propiedades.
1. P(A | B) > 0 para todo suceso A.
2. P(S|B)=1.
Demostracion. P(S | B) = % = % =1 O

3. Regla del producto: P(ANB) = P(A | B) P(B). Si ademés P(A) # 0, entonces P(ANB) =
P(B| A)P(A).

Definiciéon. Una coleccién de eventos Ai, Ao, ..., A constituye una particién del espacio
muestral S si

2. P(A;) >0V i.
3. UM A =8

Teorema (Probabilidad Total). Sea Ay, As, ..., Ax una particion del espacio muestral S y sea
B un suceso cualquiera, entonces

k
P(B) =) P(B| Ai)P(4)

=1



Demostracion. i i
B=BUS=BU (UAZ) = J(BNA)
i=1 i=1
Como (BN A;)N(BNA;) =@ Vi j, entonces:

P(B) =P <LkJ(B n A¢)> = Zk:P(B NA;) = Zk:P(B | Ai) P(4;)

i=1 i=1 i=1
U

Teorema (Bayes). Sea Ay, As, ..., Ax una particion del espacio muestral S y sea B un suceso
cualquiera tal que P(B) > 0, entonces

P(B | 4;) P(4))

P(A; | B) = K P(B|A)P(A)

Demostracion. P(A N B) P(B | A )P(A )
. p— j — j j
P(4; | B) = P(B) Sk P(B| A;)P(A)

En el numerador se aplicoé la regla del producto, y en el denominador el Teorema de la
Probabilidad Total. O

1.2. Independencia de eventos

Definicién. Los eventos A y B son independientes si P(AN B) = P(A) P(B). Si la igualdad
no se cumple, decimos que los eventos son dependientes.

Proposicién. Supongamos P(B) > 0, A y B son independientes si y sélo si P(A | B) = P(A).

Demostracion.

(=) SiP(B) >0= P(A| B) = Pg‘zg?) estd bien definida. Por ser A y B independientes,

P(ANB) =P(A)P(B), entonces

P(A|B) = —5=7— = P(4)

(<) Aplicando la regla del producto, si P(B) >0, P(ANB) =P(A | B)P(B) =P(A)P(B).
O

Observacion. Si P(B) = 0, como AN B C B, P(AN B) = 0, y por lo tanto la igualdad
P(AN B) =P(A)P(B) siempre se satisface.

Propiedades.

1. Si los sucesos A y B son excluyentes, es decir si AN B = @ y si P(A) > 0, P(B) > 0,
entonces A y B no son independientes.

Demostracion. 0 = P(AN B) # P(A)P(B). O
2. Si P(B) =0, entonces B es independiente de cualquier suceso A tal que P(A) > 0.

Demostracion. Como AN B C B, P(AN B) =0, y por lo tanto P(AN B) = P(A)P(B),
es decir, A y B son independientes. O



3. SACB,P(A) >0y P(B) <1, Ay B no son independientes.

Demostracion. Como A C B= ANB=A=P(ANB)=P(A) # P(A)P(B). Luego, A
y B no son independientes. O

4. Si Ay B son sucesos independientes, A y B¢ también lo son.

Demostracion. P(A) = P(ANB) + P(AN BY) = P(ANBY) = P(A) - P(ANB) =

P(A) —P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) P(B°). O
Definiciéon. Los eventos Aq, As, ..., A, son independientes si para todo kK = 2,...,n y para
todo conjunto de indices {i1,1i2,...,i;} tales que 1 <iy < i9 < ... <1 < n, se verifica

k k
P(() A;) = [[ P(4;)
j=1 j=1

n

Es decir, es necesario verificar > 1" o ("

l) = 2" — n — 1 condiciones.

Observacion. Silos sucesos Ay, As, ..., A, son independientes entonces son independientes de a
pares, pero la reciproca no es cierta.

2. Variables aleatorias

Definiciéon. Sea § un espacio muestral asociado con un experimento aleatorio. Una variable
aleatoria X es una funcién que asocia a cada elemento w € & un ntimero real X (w) = z, es decir

X:S—R

Como se observa, en general representaremos a las v.a. con letras mayusculas (X, Y, Z,
etc.), y a sus valores con letras minusculas, es decir, X (w) = x significa que z es el ntimero real
asociado al resultado w € S a través de X.

Indicaremos con Rx el rango de la v.a. X, es decir, el conjunto de sus valores posibles.

2.1. Variables aleatorias discretas

Definicion. Una variable aleatoria es discreta si toma un ntmero finito o infinito numerable
de valores.

Definicion. La funcién de probabilidad puntual o de masa de una v.a. discreta X se define
para todo z € R como

=
>
2
I
pact
»
I

z) =P({w e §/X(w) = z})
Propiedades.
1. p(x) >0V z.

2. >Ry pe(x) = 1.

Definicion. La funcién de distribucion acumulada de una v.a. discreta X, con funcién de
probabilidad puntual px(z), se define para todo x € R como

Fx(z)=P(X<z)= > px(y)
y<z,yERx



Propiedades.

1. Vz €R, Fx(z) € [0,1].

Demostracion. Fx(X)=P(X < ), es decir, Fx(x) es una probabilidad, y toda probabi-
lidad toma valores entre 0 y 1. 0

2. Fx(x) es monétona no decreciente, es decir, si 1 < x9 = Fx(x1) < Fx(x2).
Demostracion. Consideremos el suceso
A={w/X(w) <z} ={w/X(w) <z} U{w/z; < X(w) <z2} = A1 UA,
Como A1 N Az =@, P(A) = P(A;1) + P(A2), es decir
P(X <x9)=P(X <x1)+P(xr1 < X <x9) >P(X <17)

y, por lo tanto,
Fx(x2) > Fx(z1)

3. Fx(x) es continua a derecha, es decir, lim;_,o+ Fx(z + h) = Fx(x).

4. limy 00 Fix () =1y limy—s oo Fx(x) = 0.
Demostracion.

o limy o0 Fx(2) = limy 100 P(X < ) =1limy 4 oo P(w/X (w)
v lim, o Fx(z) =lim, oo P(X <) =1lim,; o P(w/X (w)

5. En cada punto z, el valor del salto es la probabilidad puntual, es decir
px(z) = Fx(z) — Fx(z7)
donde == = lim;,_,g+(x — h).
Demostracion. px(z) =P(X =2) =P(X <z)-P(X <z) = Fx(z) — Fx(z7). O

Proposicion. Sean a y b tales que a < b. Entonces

1. P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

2. P(a < X <b) = Fy(b) — Fx(a")
3. Pla< X <b)=Fx(b")— Fx(a)
4. Pla< X <b)=Fx(b~) - Fx(a")



2.1.1. Esperanza de una v.a. discreta

Definiciéon. Sea X una v.a. discreta que toma valores en Rx, con funcién de probabilidad
puntual px(x). La esperanza o valor esperado de X se define como

E(X)=px = ) zpx(@)

rERX

siempre que >_, g |7|px () < oo. Si la serie de los valores absolutos diverge, la esperanza no
puede definirse y decimos que no existe.

Proposicién. Si X es discreta y toma valores x1,xa, ..., entonces h(X) es discreta con valores
Y1,Y2,. .., siendo y; = h(x;) para al menos un valor de i.

Proposicién. Si la v.a. X tiene funcion de probabilidad puntual px(x) para todo © € Ry,
entonces la esperanza de cualquier funcion real h(X) estd dada por

E(h(X)) = Y h(z)px(z)

rERx
si la serie es absolutamente convergente, es decir, si Y ,cp. |h(7)|px(z) < co.

Demostracion. Sea Y = h(x). Entonces

E(Y) = Zyij(yj) = Zyj [ Z px(iﬁi)] = Z Z yij(xi) = Z h(zi)px (zi)
J J %

ilh(x;)=y; J ilh(z)=y;

Propiedades.

1. (Linealidad) Si a y b son constantes reales, E(aX +b) = a E(X) + 0.

Demostracion. Sea h(X) = aX + b. Entonces,

E(h(X)) = E(@X+b) = 3 (az+b)px(@)=a 3 apx(a)+b 3 px(r) = aBX)+b

rx€ERx r€ERX TERX
O
2. Si X es una v.a. tal que P(X = ¢) =1, entonces E(X) = c.
Demostracion. E(X) = epx(c) = c. O

2.1.2. Varianza de una v.a. discreta

Definicién. Sea X una v.a. discreta con funcién de probabilidad puntual px(z). La varianza

de X, que se denotard V(X), 0% o0 02, es

y el desvio estandar de X es

ox =4/ V(X)

V(X) = B(X?) - (B(X))

Proposicion.



Demostracion.

V(X) =E[(X —E(X)?] = 3 (2 - B(X)’px(2) = Y (#* = 2B(X)z + (B(X))))px () =

rERx zeRX
= > a?px(z) —2B(X) Y apx(z) + (E(X))? Y px(z) =
r€ERx r€ERx TERX

= E(X?) - 2E(X) E(X) + (E(X))* = E(X?) - (B(X))?

Propiedades.

1. V(aX +b) =a® V(X) y 0axis = |a|ox.
Demostracion. En general, V(h(X)) =Y ,cr, (h(X) — E(h(X)))?px (x). Entonces,

V(eX +b) = Z (az +b— BE(aX +b))*px(z) = Z (az 4+ b—aE(X) — b)*px(z)

TERXx ze€Rx
= Z (ax — aE(X))QpX(x) = q? Z (z —E(X))pr(a:) = aQV(X)
TERx TERX

y por lo tanto, o,x+p = |alox.

En particular, observemos que O'SX = CLQO'_%{ y ai = ag(, es decir, un cambio de escala

afecta a la varianza, pero una traslacién no la afecta. O
2. Si X es una v.a. tal que P(X = ¢) = 1, entonces V(X) = 0.
Demostracion. V(X) = E(X?) — (E(X))? = *px(c) — (epx(c))? =2 — 2 = 0. O

2.2. Variables aleatorias continuas

Definicién. Una variable aleatoria X es continua si existe una funcién fx : R — R, llamada
funcion de densidad de la v.a. X, tal que

P(XeA):[qu(x)dx VACR

En particular, si A = [a, b], entonces

P(agxgb):/bfx(x)dx

yP(X=a)=Pla<X <a)=0VacR.

Propiedad. Para que una funcién f(z) sea una funcién de densidad, debe satisfacer
» f(z)>0VzxeR.
o [ f(a)da = 1.

Definicion. La funcién de distribucion acumulada de una v.a. continua X con funcion de
densidad fx(z) se define, para todo = € R, como

Fx(X) = P(X < 2) = /_ Fx(t) dt

Propiedades. Sea X una v.a. continua.



1. Vz e R, Fx(z) € [0,1].
2. Fx(x) es monétona no decreciente, es decir, si 1 < 9 = Fx(x1) < Fx(x2).
3. Fx(x) es continua en todo punto.
4. limy 00 Fix () =1y limy—s oo Fx(x) = 0.
Proposicién. Sean a y b tales que a < b, entonces
Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X <b)=Fx(b)— Fx(a)
Demostracion. Se deduce inmediatamente del hecho de que, si X es continua, P(X =2) =0 O

Proposicién. Si X es una v.a. continua con funcion de densidad fx(z) y funcion de distribu-
cion acumulada Fx(x), entonces, en todo punto donde Fx(x) es derivable

0Fx (x)
F, = =
(2) = X2 = ()
Demostracion. Resulta del Teorema Fundamental del Calculo Integral y de la definiciéon de
Fx(X). O

Definicién. Sea X una v.a. continua con funcién de densidad fx(z) y funcién de distribucién
acumulada Fy(z), y sea 0 < p < 1. El percentil (100p)-ésimo de la distribucién de X es el
valor xp, tal que

Fx(e) = P(X <o) = [ syt =p

El 50-percentil de una distribucion se denomina mediana de la distribucion.

2.2.1. Esperanza de una v.a. continua

Definicién. Sea X una v.a. continua con funcién de densidad fx(z). La esperanza o valor
esperado de X se define como

E(X)=ux = /+ooscfx(x) dz

—00

siempre que [72°|z| fx(z)dx < cc. Si esta integral no converge, la esperanza no puede definirse
y decimos que no existe.

Proposicién. Sila v.a. continua X tiene funcion de densidad fx(x), entonces la esperanza de
cualquier funcion real h(X) estd dada por

B0 = [ ha) fxle)da

si [T |h(2)] fx(2) dx < oc.
Propiedad (Linealidad). Si a y b son constantes reales, E(aX 4+ b) = a E(X) + b.

Demostracion. Sea h(X) = aX + b, entonces

“+oo —+00

h(z) fx (2) do = / (az + b) fx () do =

—00 —00

+oo +oo
:a/ xfx(x)dx—l—b/_ fx(z)dr =aE(X)+b

—0o0

10



2.2.2. Varianza de una v.a. continua

Definicién. Sea X una v.a. continua con densidad fx(z). La varianza de X, que se denotara
V(X), 0% o o2, es
+oo

V) =% =E[(X ~B00?| = [ (@ BOO)? fx (o) do

—00

y el desvio estandar de X es ox = /V(X).

Proposicion.
V(X) = E(X?) - (B(X))?
Demostracion.
“+o0o
V) =E[(X —E0)?] = [ (@0 BX) fx(@) da =

= /+°°(;172 —2zE(X) + (E(X))Q)fx(x) do —

+00 +oo
_/ 22 fx(z)de — 2E(X) /_oo a:fX(x)dx+(E(X))2/_oo fx(z)dz =
— 2B(X) E(X) + (B(X))* = B(X?) - (B(X))?
O
Propiedad. Sea X una v.a. continua con densidad fx(x), entonces
V(@X +b)=a*V(X) vy oaxss = lalox
Demostracion. En general, V(h(X)) = [T2°(h(X) — E(h(X)))?fx (x) dz. Entonces,
V(X +b) = /+Oo(ax +b—F(aX + b)) fx(e)de = /+°°(aa; +b—aB(X) - b)2fx(x)dz
— /mm —aBE(X))?fx(z)dr = a® /+Oo(m —E(X))?fx(x)dr = a® V(X)
y por lo tanto, o,x4p = |alox. O

3. Distribuciones de variables aleatorias

3.1. Distribuciones de variables aleatorias discretas
3.1.1. Distribucién binomial

Un experimento binomial es un experimento aleatorio que satisface las siguientes condiciones
= Consta de n repeticiones, siendo n fijo.
= Las repeticiones son idénticas, y en cada una de ellas hay solo dos resultados posibles,

que denominaremos éxito (E) y fracaso (F) (a un experimento de este tipo se lo denomina
ensayo de Bernoulli).

= Las repeticiones son independientes, es decir, el resultado de una no influye sobre el de las
demas.
» La probabilidad de éxito p = P(E) se mantiene constante durante las repeticiones.

Definicién. Dado un experimento binomial que conste de n repeticiones, con P(FE) = p, consi-
deramos la v.a.
X : nimero de éxitos en las n repeticiones

Decimos que X tiene distribucién binomial con pardmetros n y p, vy lo notamos X ~
Bi(n, p).

11



Funcidén de probabilidad puntual. Si X ~ Bi(n,p), entonces
n _
p;dx)z()px(lp)"x Vreo,l,...,n
x

Funcién de distribucién acumulada. Si X ~ Bi(n,p), entonces

0 siz <0
[z]
Fx(z) = Z (Z)pk(l—p)"_k si0<z<n
k=0
1 six>n

donde |z] denota la parte entera de x.

Esperanza y varianza. Sea X ~ Bi(n,p).

EX)=np v  V(X)=np(l-p)

3.1.2. Distribucién geométrica

Definiciéon. Supongamos que se realizan repeticiones independientes de un ensayo de Bernoulli
con probabilidad de éxito P(E) = p constante. Definimos la v.a.

X : ntimero de repeticiones hasta obtener el primer éxito

Decimos que X tiene distribucién geométrica con pardmetro p, y lo notamos X ~ G(p).

Funcién de probabilidad puntual. Si X ~ G(p), entonces

px(z) = (1—p)* ! VzeN
Funcién de distribucién acumulada. Si X ~ G(p), entonces

0 siz <1
FX(ir)—{

1-(1-pl siz>1

donde |z] denota la parte entera de x.

Esperanza y varianza. Sea X ~ G(p).

Proposicién (Propiedad de falta de memoria). Sea X ~ G(p), y sean n y m nimeros naturales
cualesquiera.

PX>n+m|X>n)=PX >m)
3.1.3. Distribucién binomial negativa

Definiciéon. Supongamos que se realizan repeticiones independientes de un ensayo de Bernoulli
con probabilidad de éxito P(F) = p constante. Sea r > 1. Definimos la v.a.

X : nimero de repeticiones hasta obtener el r-ésimo éxito
Decimos que X tiene distribucién binomial negativa con parametros r y p, y lo notamos

X ~ BN(r,p).
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Funcién de probabilidad puntual. Si X ~ BN(r,p), entonces
px(z) = (T B 1>pT(1 —p)*" Vaze{rnr+l,r+2,...}

Funcién de distribucién acumulada. Si X ~ BN(r,p), entonces

0 siz<r

Fx(x) =3 (k - 1>pr(1 —p)kT sz >

Z r—1

k=r

donde |z] denota la parte entera de x.

Esperanza y varianza. Sea X ~ BN(r,p).

M=, 7

3.1.4. Distribucién hipergeométrica

Definiciéon. Consideremos una poblacion de N elementos, en la que cada elemento puede ser
clasificado como éxito o fracaso, y entre los cuales hay D éxitos. Supongamos que se extrae una
muestra de n elementos de la poblacién, de forma tal que cualquier subconjunto de n elementos
tiene igual probabilidad de ser elegido. Definimos la v.a.

X : numero de éxitos en la muestra de tamano n

Decimos que X tiene distribuciéon hipergeométrica con parametros n, N y D, y lo
notamos X ~ H(n, N, D).

Funcién de probabilidad puntual. Si X ~ H(n, N, D), entonces
D\(N-D
() Ge)
N
()
Esperanza y varianza. Sea X ~ H(n, N, D).
D N—n D D
O =ng v VIO =(3—1)my(1-7)

Observacion. Sin es pequeno en relacion a N, la distribucion hipergeométrica puede ser aproxi-
mada por una distribucién binomial de pardmetros ny p = %. Observemos que, en este caso, el

px(z) = VYV max(0,n — (N — D)) <z < min(n, D)

N—1
es aproximadamente 1.

factor (N _"> que aparece en la varianza (denominado factor de correccion por poblacion finita)

3.1.5. Distribuciéon Poisson

Definiciéon. Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson con parametro
A >0, y lo notamos X ~ P()\), si su funcién de probabilidad puntual estd dada por
e A\®

px(z) = = vV x e NU{0}

13



Esperanza y varianza. Sea X ~ P()).
E(X)=V(X)=A\
Proposiciéon (Aproximacién de la distribucién binomial por la distribucién Poisson). Sea X ~

Bi(n,p), y supongamos que n — oo y p — 0 de forma tal que el producto np = X se mantenga
constante. Entonces

e AN
z!

px(x) = (Z)pz(l —p)"fk — Ve NU{0}

Esto quiere decir que, para valores de n grandes y de p pequenos, la distribucion binomial es
bien aproximada por una distribucion Poisson de pardmetro A = np.
Algunos autores sugieren que la aprozimacion es buena para n > 100, p < 0,01 y A < 20.

e = (=gt (G (-3) -
_ nn—1)...(n—x+1) (1_)\>n (1_)\)—1/\1«:

n< n n z!

et ) )
S ln on T n n n !
Observemos que:

n—1 n—a:+1_

Demostracion.

= lim 1 . 1
n—00 n n
)\ n
= lim (1— ) =e
n—00 n
)\ —T
= lim (1 - ) =1
n—oo n
Entonces, px(z) — 67;)‘96, como queriamos demostrar. O

Procesos de Poisson.

Definiciéon. Supongamos que observamos la ocurrencia de un evento que se repite a lo largo
del tiempo, y que existe una cantidad 6 > 0, tal que:

1. Dado un intervalo pequeno de longitud At, la probabilidad de que ocurra exactamente un
evento es aproximadamente igual a §At, es decir,

P(ocurra un evento en At) = At + o(At)

donde o(h) es una funcién g(h) tal que limy_, th) :

2. La probabilidad de que ocurra més de un evento en un intervalo pequeno de longitud At
es pequena en comparacion con la probabilidad de que ocurra un evento, es decir,

P(ocurra mas de un evento en At) = o( At)
3. El ntimero de eventos que ocurren en un intervalo es independiente del niimero de eventos
que ocurren en otro intervalo disjunto.

Un experimento que cumple con estas caracteristicas se conoce como proceso de Poisson, con
tasa media de ocurrencia o intensidad 6. Se cumple que el nimero de ocurrencias del evento en
un periodo de longitud ¢ tiene distribucién de Poisson de pardmetro 6t, es decir, la v.a.

X, : nimero de ocurrencias del evento en el intervalo de longitud ¢

satisface X ~ P(6t).
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3.2. Distribuciones de variables aleatorias continuas
3.2.1. Distribucién uniforme

Definiciéon. Sea X una v.a. continua. Decimos que X tiene distribucién uniforme con para-
metros Ay B,y lo notamos X ~ U(A, B), si su funcién de densidad es

1
fx(@) = =5 Lap(z)

es decir, si su densidad es constante dentro del intervalo [A, B] y 0 fuera de él.

Funcién de distribucién acumulada. Sea X ~ U(A, B), entonces

0 siz <A
r— A )

Fx(x) = B4 siA<zxz<B
1 siz>DB

Esperanza y varianza. Sea X ~ U(A, B), entonces

_A+B
2

E(X)

3.2.2. Distribucién normal

Definicion. Sea X una v.a. continua. Decimos que X tiene distribucién normal con para-
metros p y 0 (1 € R,o > 0), y lo notamos X ~ N(u,0?), si su funcién de densidad es

fx(z) = L an)?
2mo

El grafico de la funciéon de densidad normal tiene forma de campana, con eje de simetria en
x = pu 'y puntos de inflexiéon en x = u + o.

La importancia de la distribucién normal radica no sélo en que frecuentemente en la practica
se hallan variables que tienen esta distribucion (por ejemplo, los errores de medicién) sino porque,
bajo ciertas condiciones, suele ser una buena aproximacion a la distribucion de otras variables
aleatorias.

Esperanza y varianza. Sea X ~ N(u,0?), entonces

B(X)=p vy V(X)=o

Distribucién normal estandar.

Definiciéon. Sea Z una v.a. continua con distribucién normal. Decimos que Z tiene distribu-
cién normal estandar si sus pardmetros son = 0y o2 = 1, es decir, Z ~ N(0, 1). Su funcién
de densidad es

M

fz(z) = L e~ T

§



Funcién de distribucién acumulada. Dada Z ~ N(0,1), su funcién de distribucién acu-
mulada se denota ®(z), y estd dada por

z 1 2
D(z) = / T dt

—00 2W

Esta funcién no tiene una expresion analitica conocida, por lo que esta tabulada.
Propiedades.
1. Si X ~N(u,0%) = Z = 22 ~ N(0, 1).
2.8 Z~N0,1)yo>0=X=0Z+ pu~N(u,oc?).
3. Sean X ~ N(u,0%) y Z ~ N(0,1). Si denotamos , y z, a los 100p-ésimos percentiles de
X y Z respectivamente, entonces x, = 0z, + p.

3.2.3. Distribucién gamma

Definiciéon. Dado a > 0, definimos la funcién gamma o funcién factorial como
+oo
INa) = / e dx
0

Propiedades.
1. Sia>1,T'(a)=(a—1I'(a—1).
2. SiaeN, Ta=(a—-1).
3. I'(3) = V.

Definiciéon. Sea X una v.a. continua. Decimos que X tiene distribucién gamma con para-
metros a y A, y lo notamos X ~ I'(a, A), si su funcién de densidad es

—Azr a—lAa
fx(z) = % 10, 400) (%)

Esperanza y varianza. Sea X ~ I'(a, \), entonces

Definicion. Sea X una v.a. continua con distribucién gamma. Decimos que X tiene distri-
bucién gamma estidndar con pardmetro « si su pardmetro A = 1, es decir, X ~ I'(a, 1). Su
funcién de densidad esta dada por

fx(x) = ) 10, 400) ()

Esta funcién de densidad es estrictamente decreciente si @ < 1, y si @ > 1 alcanza un maximo
y después decrece. La distribucién gamma estandar esta tabulada para diferentes valores de «.

Propiedad. Si X ~I'(a,\) y a >0, aX ~ I(a,2).

Esta propiedad permite obtener probabilidades para una v. a. con distribucién gamma a
partir de una distribucién gamma estdndar. Supongamos que X ~ I'(a, ), entonces A\ X ~
I'(a, 1) y, por ejemplo,

P(X <z)=P\X < Az) = F),(\z)
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3.2.4. Distribucién exponencial

Definiciéon. Sea X una v.a. continua. Decimos que X tiene distribucion exponencial con
pardmetro A, y lo notamos X ~ £()), si su funcién de densidad es

fx(z) = e A 10, 400)(T)

Observacion. Notemos que una distribucién exponencial es un caso particular de la distribucién
gamma con parametro o = 1.

Funcién de distribucién acumulada. Sea X ~ £()), entonces

Fx({L‘) =

0 sixzx <0
l—e ™ siz>0

Esperanza y varianza. Sea X ~ £(\), entonces

Proposicién (Propiedad de falta de memoria). Sea X ~ E(N), y sean s y t numeros reales
positivos cualesquiera.
PIX>s+t]| X >s)=P(X >1)

Proposicién (Relacién de la distribucién exponencial con los procesos de Poisson). Dado un
proceso de Poisson de intensidad v, si se define la v.a.

T : tiempo hasta la ocurrencia del primer evento
entonces T ~ E(v).
Demostracion. Sit <0, Fr(t) =0. Sea t > 0:
Fr(t)=P(T<t)=1-PT>t)=1-P(X; =0)

dado que el tiempo hasta la primera ocurrencia es mayor que t si y solo si no ha ocurrido ningtn
evento en el intervalo (0,%). Entonces,

—vt t 0
Fr(t)=1-P(X, =0) = 160(‘“) —1—e"
y, por lo tanto,
0 siz <0
Fr(z) = -
(@) {1—6_” siz>0
es decir, T ~ &(v). O

3.3. Funciones generadoras de momentos

Definicion. Sea X una variable aleatoria. El momento de orden k£ de X se define como E (X k),
siempre que la esperanza exista.

Definicion. La funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X es una funcién
a valores reales Mx (t), definida como

Z e px(x) si X es discreta
Mx(t) = E () = { 7eliy
/ e fx(x)dx si X es continua

—00
siempre que la esperanza exista para todo t € (—h,h),h > 0. Esta tltima es una condicién
técnica necesaria para que Mx () sea diferenciable en ¢ = 0.
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Enunciaremos, sin demostracién, el siguiente lema de calculo avanzado, a partir del cual
puede demostrarse un importante teorema acerca de la funciéon generadora de momentos de una
variable aleatoria.

Lema. Sila funcion g(t), definida por
+oo
=) o g = [ s

—00

converge para todo t € (—h,h) para algin h > 0, entonces existen las derivadas de orden n de
g(t) para todo t € (—h,h) y para todo n € N, y se obtienen como

8ng(t) 871 tx ang(t) - /+oo 8n6tx
T . T B A

Teorema. Sea X una v.a. para la cual existe la funcion generadora de momentos Mx(t). En-
tonces
O"Mx (t)

E(X") = 5n

t=0

Demostracion. Si la funcién generadora de momentos existe para todo ¢ € (—h, h) para algun
h > 0, aplicando el lema anterior

O Mx(t) = Ot O Mx(t)  [Foo et
g 2 g PO o ot _/m gen (@) d
123 7 —+o00

0 MX an tx o 0 ];f(t) :/ x”emf(x) dzx

Evaluando estas derivadas en 0,

O"Mx (t) n 0" Mx (t)
ot |, Zx pl) =E(X") o atn

—00

+o00
t:oz/ 2" f(x)de =E(X™)

O]

Propiedad. Sea X una v.a. con funcién generadora de momentos Mx (t). Entonces, si Y =
aX + b, My(t) = e?* Mx/(at).

Teorema (Unicidad de la funcién generadora de momentos). Si existe la funcion generadora
de momentos de una variable aleatoria, es unica. Ademds, la funcion generadora de momentos
determina a la funcion de probabilidad puntual o densidad de la v.a., salvo a lo sumo en un
conjunto de probabilidad 0.
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3.3.1. Funciones generadoras de momentos de algunas distribuciones

Distribucién Mx (t)
Bi(n, p) (e'p+1-p)
t
pe
+ s
pe
BN(r, p) (1_(1_11))615)
P(N) el(e! — 1)
etb _ eta
U(A, B) 7t(b ~a)
02t2
N(u,0?) T2t
)\ «
A
E(N) P

3.4. Generacién de ntimeros aleatorios

En diversas aplicaciones, es util disponer de niimeros elegidos al azar. Existen algoritmos que
permiten generar niimeros aleatorios que se comportan como si proviniesen de una distribucién
U(0,1). El siguiente teorema nos permite afirmar que esto es suficiente para obtener nimeros
aleatorios que respeten alguna otra distribuciéon determinada.

Teorema. Sean U una variable aleatoria tal que U ~ U(0,1), y G una funcion de distribu-
cion acumulada continua y estrictamente creciente. Si X = G=Y(U) , entonces la funcién de
distribucion acumulada de X es G, es decir Fx = G.

Demostracion. Recordemos que si U ~ U(0,1), entonces su funciéon de distribucién es de la
forma

0 siu<O
Fylu)=<u si0<u<l1
1 siu>1

Por lo tanto, como G es una funcién estrictamente creciente y su imagen pertenece al intervalo
(0,1), entonces

Fyx(z) = P(X < z) = P(G"Y(U) < 2) = P(U < G(2)) = Fy(G(X)) = G(X) O

Si la distribucion G tiene saltos o es constante de a trozos, no existira su inversa. Sin embargo,
se puede demostrar que existe una funcion H con las propiedades requeridas en el teorema
anterior, lo que permite enunciar siguiente resultado.

Teorema. Sean U una variable aleatoria tal que U ~ U(0,1), y G una funcion de distribucion
acumulada. Ezxiste una funcion H tal que H(U) tiene distribucion acumulada G.
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4. Vectores aleatorios

4.1. Vectores aleatorios en dos dimensiones

Definicion. Sean X e Y v.a. discretas definidas sobre un espacio muestral S. La funcion de
probabilidad conjunta del par (X,Y) se define como

pXY(x7y) = P(X = Z,Y = y)

El conjunto Rxy = {(z,y)/x € Rx,y € Ry} es el rango o recorrido del vector aleatorio
(X,Y).

Dado cualquier conjunto A C R?,

P(X,Y)eA) =Y pxy(z,y)

(z,y)eA
Una funcién de probabilidad conjunta satisface
» pxy(z,y) >0V (2,y) € R?
= >y pxy(z,y) =1

Definicién. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta
pxy(z,y). Las funciones de probabilidad marginal de X e Y estdn dadas por

px(z) = pxv(z,y)
)

py(z) =D pxy(z,y)

Definicién. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta
pxy(z,y). La funcién de distribucién acumulada conjunta de (X,Y) estd dada por

Fxy(z,y) = ZZpr(s,t) V (z,y) € R?

s<z tly

Definicién. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta
pxy(z,y) y marginales px(x) y py(y), y sea x tal que px(x) > 0. La funcién de proba-
bilidad condicional de Y dado X = x esta dada por

pY|X::c(y) = ZW

Andlogamente, si y es tal que py(y) > 0, la funcién de probabilidad condicional de X dado
Y = y esta dada por

_ pxy(z,y)
Pxy=(®) == 00

Definiciéon. Sean X e Y variables aleatorias continuas definidas sobre un espacio muestral S.

El vector aleatorio (X,Y") es continuo si existe una funcién, denominada funcién de densidad
conjunta, fxy : R? — Rx, tal que

P((X,Y) € A) = //A fxv(z,y)dedy ¥ ACR?
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En particular, si A = [a,b] X [¢,d],

b pd
P(xv)ed) = [ [ fevieydyds
Una funcién de densidad conjunta satisface
» fxy(z,y) >0V (z,y) € R%

= [T fxy(2,y) dady = 1.

Definicién. Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta fxy (z,y).
La funcién de distribucién acumulada conjunta de (X,Y) estd dada por

ny(iﬁ,y):/_x /_y fxy(s,t)dtds V (z,y) € R?

Definicién. Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta fxy (z,y).
Las funciones de densidad marginal de X e Y estan dadas por

fx(z) = _—:OfXY(x7y)dy
+oo
fy(z) = i fxy(z,y)dx

Definicién. Sea (X, Y') un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta fxy (x,y)
y marginales fx(z)y fy(y), y sea x tal que fx(z) > 0. La funcién de densidad condicional
de Y dado X = z estd dada por

Frix=a(y) = W

Anélogamente, si y es tal que fy(y) > 0, la funcién de densidad condicional de X dado
Y =y estd dada por

_ fxy(z,y)
xr=y(®) = fy(y)

4.1.1. Independencia de variables aleatorias

Definicion. Las variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si para todoa < by
¢ < d se satisface

Pla< X <b}n{ec<Y <d})=Pla< X <b)Plc<Y <d)
Si esta condicién no se satisface, diremos que X e Y son dependientes.

En el caso de un vector (X,Y) discreto, la condicién de independencia equivale a la siguiente:
pxy(7,y) = px(z)py (y) ¥V (z,9) € R2. En el caso continuo, X e Y son independientes si y solo
si fxv(@,y) = fx(@)fyr(y) V (z,y) € R%

4.1.2. Esperanza de una funcion de dos variables aleatorias

Proposicion. Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcion de probabilidad con-
junta pxy y sea h(z,y) : R? — R. Entonces h(X,Y) es una variable aleatoria, y

E(h(Xv Y)) = Z Z h(.’E, y)pXY(mv y)

sitempre que esta esperanza erista.
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Proposicion. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funcion de densidad conjunta
fxvy v sea h(z,y) : R? — R. Entonces h(X,Y) es una variable aleatoria, y

+oo +oo
EMXY) = [ [ " by fxv(a.y) dody
—0o0 —0o0
sitempre que esta esperanza erista.

Proposicion. Sean X e Y dos variables aleatorias discretas o continuas, y sean a y b nimeros
reales. Entonces
E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y)

Demostracién. Haremos la demostracién para el caso continuo (el caso discreto es similar). Sea
h(X,Y) =aX + bY. Entonces

E(h(X,Y)) = /_J:O /_J:O Mz, y) fxy(z,y) de dy = /_J:O /_J:O(aaf +by) fxy(x,y)dedy =
= a/ﬂo /+Ooxfxy($,y) dr dy + b/+oo /+OO yfxy(z,y)dzdy =

a/::ox(/joofxy(x y)dy> dz+b/+°° (/_J:OfXY(%y)M) dy =

+o0
—a [ " afxla) d“b/_oo yfy (y) dy = aB(X) + bE(Y)

—00

Proposicion. Si X e Y son dos variables aleatorias independientes, entonces

E(XY) = E(X)E(Y)

4.1.3. Covarianza y correlacién

Definicion. Sean X e Y dos variables aleatorias. La covarianza entre X e Y se define como
Z Z(x - EX)(y - EY))pxy(z,y)

m—&—og “+o00
|- BGO)w - B fxy dody

— 0 — 00
segin sean X e Y discretas o continuas, respectivamente.

Observacion. Cov(X, X) = V(X).
Proposicién. Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y).

Cov(X,Y) = E[(X ~ B(X))(Y ~ E(V))] =

Demostracion.

Cov(X,Y) =E[(X —EX))(Y —E(Y))] = g > (& —EX))(y — EXY))pxy (z,y) =
— Z Z(;ﬁy —zE(X) —yB(X) - E(yX) E(Y))pxy(z,y) =
—Zzwypxyxy szpxyxy
ZZypxy z,y) — Zpry(x,y) =
— B(X Z prya:y Zypryxy ) +E(X)E(Y) =
= E(XY) - zx:xpxx - zy:ypyy X)E(Y) =

= E(XY) - EX)E(Y)-EX)E(Y)+EX)E(Y)=EXY)-EX)EY) O
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Propiedad. Si X e Y son variables aleatorias independientes, Cov(X,Y’) = 0. La reciproca no
es cierta en general.

Demostracion. Es inmediato a partir del hecho de que si X e Y son independientes, E(XY) =
E(X)E(Y). O

Proposiciéon. Sean X e Y dos variables aleatorias discretas o continuas, y sean a y b nimeros
reales. Entonces

V(aX +bY) =a?V(X) +b*V(Y) + 2abCov(X,Y)
Demostracion.

V(aX +bY) [(aX +bY) = B(aX +bY)]?) =

DP)
[(aX — aB(X)) + (Y —bE(Y))P)

Il
tljtljtljtlj

=B
(aX+bY (@E(X) + bE(Y
(I

([a(X = BX)P) + B ([b(Y = B(Y))]2) + 2 Elab(X — B(X))(Y — B(Y))] =
=a?V(X) + b*V(Y) + 2ab Cov(X,Y)

O]

Definicion. Sean X e Y dos v.a. con varianza positiva. El coeficiente de correlacién entre

X e Y se define como
Cov(X,Y)

oX0y
siendo ox y oy los desvios estandar de X e Y, respectivamente.

p(X,Y) =

Proposicion.

1. Sean a, b, ¢ y d numeros reales, a #0, c#0, y X eY dos v.a. cualesquiera con varianza
posttiva. Entonces
p(aX +b,cY +d) = sg(ac)p(X,Y)

donde sg denota la funcion signo.
2. —1<p(X,Y) <1

3. p(X,Y)] =1 <Y = aX + b con probabilidad 1, para ciertos valores reales a # 0 y
b. Observemos que el coeficiente de correlacion mide relacion lineal entre las variables
aleatorias.

Demostracion.

1. Por un lado,

Cov(aX +b,cY +d) = E[(aX +b)(cY +d)] — E(aX +b)E(cY +d) =
= E[acXY 4 adX + bcY +bd] — (aE(X) +b)(cE(Y) +d) =
=acE(XY) + adE(X) + bcE(Y)
+bd — [acE(X)E(Y) + ad E(X) + bcE(Y) + bd] =
= ac[E(XY) - E(X)E(Y)] = acCov(X,Y)

Por otra parte, o4x+5 = |a|ox ¥ 0cx+d = |clox, y por lo tanto

C X +b,cY +d Cov(X,Y
p(aX +b,cY +d) = ov(aX +b,cV +d) = ov(X, V) = sg(ac)p(X,Y) O
OaX+b0cY +d |la|clox oy
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2. Consideremos la funcién real
q(t) = E[(Y = E(Y)) — t(X — E(X))]> = E[V —tW?
siendo V=Y —E(Y), W = X — E(X). Como
q(t) = B[V —tW]?2 = E(V?) — 2t E(VW) + 2 E(W?)

es una funcién cuadratica en ¢t que toma valores mayores o iguales que 0, o su grafico no
corta al eje t o lo hace en un solo punto. Es decir que la ecuacién ¢(t) = 0 tiene a lo
sumo una raiz, y por lo tato su discriminante es menor o igual que 0. En nuestro caso, el

discriminante es
4IE(VW)]? —4E(VHE(W?)

y, por lo tanto,
AE(VW)]2 —4E(VHEW? <0 &

[E(X - EX)(Y —EX))I
E[(Y — E(Y))?] E[(X - E(X))?]

<1lepX,Y)P<le -1<pX,Y)<1

3. (=) Si p?(X,Y) = 1, volviendo a la demostracién de la propiedad anterior, existe g tal
que q(to) = 0, es decir, que E[V —tgW]? = 0. Pero ademés, E(V —toW) = 0, pues V
yv W tienen esperanza igual a 0. Entonces, la v.a. V — tgW tiene varianza cero y por
lo tanto es constante con probabilidad 1, es decir

P(V — toW = E(V — tqW)) = P(V — t¢W = 0) = 1
P((Y —E(Y)) - (X ~E(X))=0) =1 P(Y = tcX + E(Y) -ty E(X)) = 1

Entonces, Y = aX + b con probabilidad 1, siendo a = t9 y b = E(Y) — to E(X).
Falta verificar que a = ty # 0. En efecto, si tg fuese igual a 0, esto implicaria que
E(V?) =V(Y)=0.

(<) Sea Y = aX + b para ciertos valores a # 0 y b. Entonces

p(X,Y) = p(X,aX +b) = SV X aX +b)  EX(eX +b)) — BX)BlaX +8) _

OXO0aX+b UX‘a|OX
~ aE(X?) +bE(X) — a[E(X)]? —bE(X))
a |alo% a
_a(B(X?) - [E(X)]*)  ack
T Ak el

4.2. Extensién a mas de dos dimensiones
4.2.1. Vectores aleatorios discretos

Definicién. Sean Xy, ..., X variables aleatorias discretas. La funcién de probabilidad con-
junta del vector aleatorio (X7, ..., X) se define como

le,...,Xk(xla N ,.T,'k) = P(Xl =T1y.-. ,Xk = .Tk)
y, dado cualquier conjunto A C R¥,

P((X1,...,Xp) €A) =D > pxx (@, ..., zp)

(z1,..-,TK)EA
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Esta funcién satisface las siguientes propiedades
] le,...,Xk(fUla ca ,l‘k) >0V (xl, e ,;Ek).

- Z:E1 e ka pX1,...7Xk(x1, ey .ka-) = 1.

En forma similar al caso bidimensional, pueden definirse las funciones de probabilidad mar-
ginal. Por ejemplo, la funcién de probabilidad marginal de X; estd dada por

bx, (xl) = Z"'prhm,Xk(xlv e ’xk) =1

y la funcién de probabilidad marginal de (X7, X2) estd dada por

Px1 X (21, m2) = ) > pxyxg (@1, mp) =1

T3 Tk

Distribuciéon multinomial.

Definicion. Un experimento multinomial es aquel en el que se repite n veces una experiencia,
de forma tal que en cada repeticiéon hay k > 2 resultados posibles, cada uno de los cuales ocurre
con probabilidad p; (1 < i < k) constante a lo largo de todas las repeticiones. Si definimos las
variables aleatorias

X, : nimero de veces que ocurre el resultado ¢

para 1 < ¢ < k, decimos que el vector aleatorio (Xi,...,Xx) tiene distribucién conjunta
multinomial con pardmetros n, p1,...,pk, y lo notamos (X1,...,X,) ~ M(n,p1,...,pk)-

Su funcién de probabilidad conjunta esta dada por

k
|
T s si0<a<nVi, Xh mi=n
PXi,.. Xy (ml? SO} xk) = Hizl x;! i—1

0 en otro caso

Observacion. La distribucién marginal de X; es binomial de pardmetros n y p; para todo 1 < ¢ <
k. En general, las marginales de una distribucién multinomial son binomiales o multinomiales.

4.2.2. Vectores aleatorios continuos

Definicién. El vector aleatorio (X7, ..., X}) es continuo si existe una funcién fx, . x, : RF —
R>0, denominada funcién de densidad conjunta, tal que

P((Xl, . ,Xk) € A) = / "/Afxl’“"X’“(xl’ . ,a:k)dxl . dmk VA - Rk
Esta funcién satisface las siguientes propiedades

] le,._.7Xk(x1, . ,.I‘k) >0V (xl,...,xk).

L fj—;ofj_;; th_”’Xk(a;l,...,xk) d(L‘l dl‘k =1.

En forma similar al caso bidimensional, pueden definirse las funciones de densidad marginal.
Por ejemplo, la funciéon de densidad marginal de X; esta dada por

+oo +oo
le(:L'l) :/ / fX17.."Xk(l'1,...,l‘k) dl’g dIL‘k

y la funcién de probabilidad marginal de (X3, X2) estd dada por

+oo +o0o
thXz({Bl,(L‘Q) :/ / fX17---7Xk($17"'7xk) dl’3 dxk
—00 —00
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4.2.3. Independencia de variables aleatorias

Definicion. X, ..., X} son variables aleatorias independientes si y solo si
k .
" pxyoxu (@, xk) = Tl px;, (@) Y (21, ..., ox) en el caso discreto.
w fxox (@, Tg) = Hi?“:l fx;(xi) ¥V (x1,...,2%), salvo a lo sumo en un conjunto de

probabilidad cero, en el caso continuo.

4.2.4. Distribucién de la suma de variables aleatorias independientes

Proposicion. Sean X e Y dos v.a. independientes. Entonces, la funcion generadora de mo-
mentos de la suma X +Y es el producto de las funciones generadoras de momentos de X e Y,
es decir

Mx 1y (t) = Mx(t) My (t)

Demostracion. En el caso continuo, tenemos que, si X e Y son v.a. independientes

oo —+oc0o
Mxyy(t) =E (6t(X+Y)) = / / ) ey (2, y) da dy =
teo Hoo tr t Feo tx Feo t
:/ / e eyfx(x)fy(y)da;dy:/ e fX(a:)da;/ eV fy(y)dy =
~E (etX) E (etY) = My (t)My (¢)
La demostracién en el caso discreto es similar. O

Observacion. Es inmediato verificar que, si Xq,..., X, son v.a. independientes,
n
Myt (8) = [[ Mo, (8)
i=1

A partir del resultado anterior, puede conocerse la distribucién de la suma o de combina-
ciones lineales de ciertas variables aleatorias independientes, dado que la funcién generadora de
momentos determina la distribucién de la v.a.

1. Si Xy,...,X, son v.a. independientes tales que X; ~ Bi(n;,p), entonces

n n
3%~ b1 (S
i=1 i=1
En particular, si X; ~ Bi(1,p) V ¢, entonces Y ;- ; X; ~ Bi(n,p).

2. Si Xi,..., X, son v.a. independientes tales que X; ~ P()\;), entonces
n n
> Xi~P <Z )\i>
i=1 i=1

3. Si Xi,...,X, son v.a. independientes tales que X; ~ G(p), entonces

n
i=1

4. Si X1,...,X, son v.a. independientes tales que X; ~ £()), entonces

=1
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5. Si X1,...,X, son v.a. independientes tales que X; ~ I'(n;, ), entonces
n n
i=1 i=1
6. Si Xi,...,X, son v.a. independientes tales que X; ~ N(u;,02), y ai,...,a, son niimeros

reales, entonces
n n n
X. ~ N iy 2.2
(079 Y Qg [y a; o;
i=1 i=1 i=1

En particular, si X1, ..., X, son v.a. independientes e idénticamente distribuidas tales que
X; ~ N(u,02) V i, entonces

' i=1 Xi o - 2
X = TNN o y T:ZXiNN(nu,na)
=1

4.2.5. Sumas y promedios de variables aleatorias

Proposicion. Sean Xi,..., X, variables aleatorias cualesquiera, y ai,...,a, nimeros reales.

FEntonces . .
E <Z aiXZ-> =Y a; E(X;)
i=1 i=1

A\ <Z CLZ‘XZ'> = Z CL? V(XZ) +2 Z a;a; COV(XZ‘, Xj)
=1 =1

1<J
Demostracion. La expresién para la esperanza puede ser probada mediante induccién en n. El

caso n = 2 ya fue demostrado anteriormente. Supongamos ahora que la expresién es cierta para
n = k y probémosla para n =k + 1.

k1 k
E (Z aiXi> =E (Z a; X; + ak+1Xk+1> =E(Y + apr1Xp41)
i=1

i=1

siendo Y = Zle a; X;. Como para n = 2 la igualdad se cumple, se obtiene

k+1
(Z a; X ) E(Y + ap1Xpq1) = E(Y) + ap 1 B(Xpq1) = (Z a; X, ) + ap1 E(Xp11)

y, utilizando la hipétesis inductiva,

k+1 k+1
E (Z ain') Z a; B(X;) + ap+1 E(Xp1) = Z a; E
=1

como queriamos demostrar.
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Probemos ahora la expresion correspondiente a la varianza.

v aixi) oo (3 XZX) _

i=1 j=1
—E (;;alajxx) (;aiE(Xi)> ;ajE(Xj)> =

i=1 =1

/—\

Z Z a;a; E(XZX])) - Z Z a;aj E(Xl) E(X]> =

—_
<.

> aia; (B(XiX;) — E(XG) E(X;) =Y asa; Cov(Xy, X;)
1j=1 i=1j=1

M:

7

Teniendo en cuenta que si ¢ = j, Cov(X;, X;) = V(X;) y que Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X5),

obtenemos el resultado que queriamos demostrar. O
Corolario. Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes, y ai,...,a, numeros reales.
Entonces
n n n n
E (Z aiXi> =Y aE@) y V <Z aiXZ-> =Y af V(X;)?
i=1 i=1 i=1 i=1
Corolario. Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
conB(X;)=pyV(X;)=02Vi=1,....,n, yai,...,a, nimeros reales. Entonces
n n n
E(ZaiXi>:uZai Y (Zaz z)za Zaf
i=1 i=1 i=1
Propiedad. Sean X;,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,

con E(X;) =puy V(X;)=0?Vi=1,...,n. Entonces
n
E(ZXi>:nu y (ZX)—TLU
i=1

n . n . 2
E (Y) —E (Ziﬂ X@) =u y V (Y) =V (Zz:l XZ) -7
n n n
4.3. Desigualdad de Chebyshev

Proposiciéon (Desigualdad de Markov). Sea X wuna v.a. cualquiera que solo toma valores no
negativos. Entonces,

E(X)
15

Ve>0, P(X >¢) <

Demostracion. Dado € > 0, sea la v.a.

[ 1 siX>¢
0 en otro caso

Notemos que, dado que X > 0,

<2
€
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Tomando esperanzas en la desigualdad anterior, resulta

B(X)
g

E(I) <

Teniendo en cuenta que E(I) = P(X > a), se obtiene el resultado que queriamos probar. []

Proposicién (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una v.a. con E(X) = p y V(X) = 02 < c0.

Entonces

0.2

Ve >0, P(|X—u!26)§8—2
Demostracién. Dado que (X — p)? es una v.a. no negativa, podemos aplicar la desigualdad de
Markov, obteniendo
E (X — p)?
PUX — w22 ) < TE 210D
€

lo cual, teniendo en cuenta que (X — u)? > &% & | X — u| > ¢, equivale a

2
g
P(’X—M’Zé‘)ﬁg

Demostracion alternativa. En el caso continuo,

“+o00

o =B((X =) = [ (w—p)Pfx (@) do =

—00

(x — p)* fx(z) de + z—p)?fx () de >

(
/{X/IX—M|<6}

(0 = 1w fx(a)de > [ 2 fx () de = 2 P(IX — u| > ¢)
{X/1X—pl>e}

a /{X/X—uze}

>

/{X/ | X —pl>e}
Entonces g—j > P(|X — p| > ¢€), como querfamos demostrar. O

Observacion. La desigualdad de Chebyshev provee una cota para la probabilidad de un evento
descripto en términos de una variable aleatoria que no depende de la distribucién, sino solo de
la esperanza y la varianza de la v.a.

Sin embargo, esta cota puede ser grosera, o incluso no informativa si, por ejemplo, 2 < o2.

Formas equivalentes de la desigualdad de Chebyshev.
= Ve>0, P(X—pu[<e)>1-%.

n VEk>1, P(|X—,u|>k‘o*)§k—12.

nVE>1, P(X—pl <ko)> *k:%'

Las ultimas dos formas muestran cémo el desvio estandar mide el grado de concentracién de la
distribucion alrededor de p = E(X).

4.4. Ley de los Grandes Niimeros

Definicién. Sea (X,), n > 1, una sucesion de variables aleatorias. Diremos que X,, converge
en probabilidad a la variable aleatoria X, y lo notaremos X, L. x , si

Tim P(IX, — X[ >)=0 Ve>0
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Ley de los Grandes Numeros. Sean X1, Xo,... variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas (muestra aleatoria), con E(X) = pu y V(X) = 02 < co. Entonces

X,

siendo X, = %Xl el promedio muestral.
Demostracién. Sabemos que E(X,) =py V(X,) = %2 Aplicando la desigualdad de Chebyshev

_ V(X, 2
P, — | > 2) < L >:L2 Ve>0
ne

y, por lo tanto
2

lim P X, —pu>e) < lim —5 =0  Ve>0

n—00 n—00 NE
~ P p
Luego, X,, — u, como queriamos demostrar. ]
Proposicién (Version Bernoulli de la Ley de los Grandes Ntmeros). Consideremos n repeticio-

nes independientes de un experimento aleatorio, y un suceso A con probabilidad p constante a lo

largo de las n repeticiones. Si llamamos na al total de veces que ocurre A en las n repeticiones,

n . .
y fa="2 ala frecuencia relativa de A, tenemos que

fa—2op

es decir
nlirgoP(\fA—p|>a):O Ve>0

Demostracion. Como ny ~ Bi(n,p) con p = P(A), entonces E(na) =npy V(na) = np(l —p).

Luego
E(fa)=E (73;4) —=p vy  V(fa)=V (”T;‘) _rl-p)

n
Aplicando la desigualdad de Chebyshev

V(fa 1-—
P(lfa—pl=¢) < (J;)zp( 2p) Ve>0
€ ne
Luego
) . p(l—p)
nh_)lgoP(]fA—p] >e) < lim 2 =0 Ve>0

como queriamos demostrar. O
4.5. Teorema Central del Limite
Teorema (Central del Limite). Sean X1, Xa,... v.a. independientes e idénticamente distribui-

das, con B(X;) = p y V(X;) = 0% < 0o YV i. Entonces, si n es suficientemente grande

T —np (a) V(X = p) (@)
N N(0,1) - N(0,1)

o0, dicho de otro modo

T—np 4 V(X —p) 4
Z ~ N(0,1 Z ~N(0,1
\/’EO’ — (7 ) o (?)

. . . . . d . Lo .
donde la convergencia en distribucion (— ) se interpreta en el siguiente sentido

P(T_”“<a>g<1>(a) P(‘/Mch)g@(a)

N o
es decir, que las funciones de distribucion convergen a la funcion de distribucion normal estdn-
dar.
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Demostracion. Lo demostraremos bajo la hipdtesis de que la funcién generadora de momentos
de X;, Mx,(t), existe y es finita.

Supongamos inicialmente que g = 0 y 02> = 1. En este caso, la funcién generadora de
momentos de % estd dada por

g )= ain () = s () = ons (77) = (o (G5))

por ser las X; independientes. Sea L(u) = In(Mx;,(u)), entonces

L(0) = In(Mx, (0)) = In(1) = 0

oy L O(My, (w) | My (w)| My, (0) p
L TR Pl o | b7 oy Rl Al
" o 0? ln(MXi(u)) _ MS&(U)MXZ (u) - [MS(Z (u)]2
PO=""5a2""| = M, ()P .
MY O0)M(0) - M OF
- M, O SRR =t

2
2 .
Ahora, para poder probar el teorema, demostraremos que M + — ez, o, equivalentemente,
/n

que nL (i) — % Aplicando la regla de L’Hospital dos veces

vn
Tt (l“tﬁ> - (“tﬁz;n_g o ) Qﬁl)t _
n—00 - n—00 —2n n—oo  9,—3%
_L" _t t2n—% " _t t2 2
-, RNy PR

por lo tanto, hemos probado el Teorema Central del Limite para u = 0y 02 = 1. El caso general
resulta considerando las v.a. estandarizadas, % =X/ O

Aplicaciones del Teorema Central del Limite

Aproximacién de la distribucién binomial por la normal. Sea X ~ Bi(n,p), entonces
X es el ntmero de éxitos en n repeticiones de un experimento binomial con probabilidad de
éxito igual a p, y % es la proporcién muestral de éxitos. Si definimos las variables aleatorias

X 1 si se obtuvo éxito en la i-ésima repeticiéon
0 si se obtuvo fracaso en la i-ésima repeticién

para i =1,...,n, estas v.a. son independientes, con X; ~ Bi(l,p) Viy >, X; = X.
Aplicando el Teorema Central del Limite, si n es suficientemente grande,

a X (a 1—
x W N(np,np(1 — p)) —~ YN (p,p(p)>

n

Se considera que la aproximacién es buena si np > 5y n(l —p) > 5.

Correcciéon por continuidad. Cuando se aproxima una distribucion discreta por una
continua, como es el caso de la aproximacién de la distribucién binomial por la normal, es
necesario efectuar una correcciéon. En general, cuando la v.a. es discreta y x; — x;—1 = 1, la
correccion se realiza en la forma:

IN

)=P(X <a+0,5)

P(X
X>a)=P(X>a-0,5)

P(

a
a

AV
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Aproximacién de la distribucién de Poisson por la normal. Sean Xi,..., X, v.a. inde-
pendientes e idénticamente distribuidas, con distribucién de Poisson de pardmetro (A). Entonces

=1

Por lo tanto, cualquier v.a. con distribucién de Poisson con parametro suficientemente grande
puede ser aproximada por la distribucién normal.

Aproximacién de la distribucién gamma por la normal. Sean Xi,..., X, v.a. indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, tales que X; ~ I'(n;, \). Entonces

> Xi~T (an)
i=1 =1

Por lo tanto, cualquier v.a. con distribucién I'(cr, A) con pardmetro asuficientemente grande
puede ser aproximada por la distribucién normal.

5. Inferencia estadistica

5.1. Conceptos basicos de una investigaciéon estadistica

Poblaciéon: Conjunto total de los sujetos o unidades de analisis de interés en el estudio
Muestra: Cualquier subconjunto de sujetos o unidades de analisis de la poblaciéon en estudio.

Unidad de analisis o de observacién: Objeto bajo estudio. Puede ser una persona, una fa-
milia, un pais, una institucién o, en general, cualquier objeto.

Variable: Cualquier caracteristica de la unidad de observacion que interese registrar y que en
el momento de ser registrada puede ser transformada en un nimero.

Valor de una variable, dato, observacién o medicién: Numero que describe a la caracte-
ristica de interés en una unidad de observacién particular.

Caso o registro: Conjunto de mediciones realizadas sobre una unidad de observacién.

5.1.1. Medidas de resumen
Son medidas de facil interpretacién que reflejan las caracteristicas mas relevantes de los datos

provenientes de variables numéricas.

Medidas de posicién o centrado. ;Cudl es el valor central o que mejor representa a los
datos?

Supongamos que disponemos de un conjunto de n datos, que representaremos por i, ..., Ty.
n
Promedio o media muestral. 7 = Q
n
Mediana muestral. Sean los estadisticos de orden muestrales z(1) < Z(2) < - < T(p)-
Z(k+1) sin=2k+1
Definimos como mediana & = ¢ z@y + 2 (p41)
— 5 sin =2k
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_ Enal+1) T Tn[na))

Media a-podada. =,
n — 2|[na]

Medidas de dispersion o variabilidad. ;Cuan dispersos estan los datos? ;Cuédn cercanos
son los datos al valor tipico?

Rango muestral. R(x) = max(z;) — min(z;).

82 — Z?:l('r’i B j)z

n—1

Varianza muestral.

Desvio estdndar muestral. S = v/ S2.

Distancia intercuartil. d; = cuartil superior — cuartil inferior = x 75 — 20,25, donde x4,
0 < a <1, es el 100a-ésimo percentil del la muestra, es decir, el valor por debajo del cual se
encuentra el 100 % de la muestra ordenada.

Distancia entre cuartos. d¢g = cuarto superior — cuarto inferior, donde los cuartos in-
ferior y superior son la mediana de la primera y la segunda mitad de la muestra ordenada,
respectivamente (en caso de que el tamano de la muestra sea impar, se extienden ambas mitades
con la mediana de la muestra completa).

Desvio absoluto mediano. M AD = mediana(|z; — Z|).

5.2. Estimacion puntual

La mayoria de las distribuciones de probabilidad dependen de cierto niimero de pardmetros.
El objetivo de la estimacion puntual es usar una muestra para obtener niimeros que representen
lo mejor posible a los verdaderos valores de los parametros de interés.

Supongamos que se selecciona una muestra de tamafio n de una poblacién. Antes de obtener
la muestra, la primera observacion puede ser considerada una v.a. X1, la segunda una v.a. Xo,
etc. Por lo tanto, antes de obtener la muestra denotaremos X, Xs,..., X, a las observaciones
y, una vez obtenida la muestra, denotaremos 1, x2, ..., T, a los valores observados.

Definicion. Dado un parametro 6, un estimador puntal del parametro es un valor que se
obtiene a partir de alguna funciéon de la muestra y que puede considerarse representativo del
parametro. Lo denotaremos 6.

5.2.1. Meétodo de estimacion por momentos

Definiciéon. Dada una muestra aleatoria Xi,...,X,, se denomina momento muestral de
orden k a
i XF
n

Definicion. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién cuya funcién de proba-
bilidad puntual o funcién de densidad depende de m parametros 64,...,0,,. Los estimadores
de momentos de estos parametros son los valores él, ey 0,0, que se obtienen igualando m mo-
mentos poblacionales (los correspondientes la distribucién cuyos pardmetros se busca estimar)
con los correspondientes momentos muestrales. Se obtienen, en general, resolviendo el sistema
de ecuaciones

w Xk

L = E(XK) k=1,...,m
n
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5.2.2. Meétodo de estimacién de maxima verosimilitud

Definicién. Sean X, ..., X,, v.a. con funcién de probabilidad conjunta px (z1, ..., zy) o funcién
de densidad conjunta fx(z1,...,z,) que depende de m pardmetros 01, ..., 60p,. Si (x1,...,2,) son
los valores observados, la funcién de verosimilitud de la muestra es la funciéon L : R™ — R
que se obtiene al considerar a la funcién de probabilidad o de densidad conjunta como funcién
de los parametros 01, ...,0,,, y se denota L(61,...,0,,).

Definicién. Los estimadores de maxima verosimilitud (EMV) de 6y, .. ., 6,, son los valores
01,...,0, que maximizan la funcién de verosimilitud, es decir

L(By,...,00) > L(01,....0,) YOi,.. . 00

La forma general de los EMV se obtiene reemplazando los valores observados z; por las
variables aleatorias Xj.

Propiedad (Invarianza de los EMV). Si 6 es el EMV de un parametro 6 y h es una funcién

A

inyectiva con dominio en el rango de valores posibles de 6, entonces el EMV de h(6) es h(6).

5.2.3. Propiedades de los estimadores

Definiciéon. Un estimador puntual 6 del parametro 0, es insesgado si
E¢(0)=0 V0

Si 0 1o es insesgado, se denomina sesgo de 6 a b(f) = Eg(d) — 6.

Definiciéon. Un estimador puntual 6 del parametro 6, basado en una muestra Xq,..., X, es
asintoticamente insesgado si

lim Eg() =60 V6

n—o0

Principio de estimaciéon insesgada de minima varianza. Entre todos los estimadores
insesgados de 6, conviene elegir el de menor varianza. Este estimador se denomina IMVU (in-
sesgado de minima varianza uniformemente).

Teorema. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion N(u,o?). Entonces X es
estimador IMVU de p.

Definicion. El error estandar de un estimador 6 es su desvio estandar, es decir
o5 =1/ Vo(0)

En caso de depender de parametros desconocidos, estos se reemplazan por un estimador y
se obtiene el error estandar estimado.

Definicién. Sea 6 un estimador de . Su error cuadratico medio es
ECMy () = Ey |(0 - 0)?]

Si el estimador 6 es insesgado, el error cuadratico medio es igual a la varianza del estimador.

Proposicion.
ECM,(0) = Vo(0) + [b(0)?]

siendo b(0) = Eg(0) — 0 el sesgo del estimador.
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Demostracion.

BOMy(0) = Ey [(0 —0)*] = B [(6 —Eq(0) + B (0) — 0)°] =
) :

0 [(0 = E(0)) + (Bo(d) — 0) + 2(0 — Eq(0))(Eg(0) - 0)] =

A

0|8~ E(8))*] +Eo |(Bo(6) — 0)°] + 2By [(6 —Eq(6)) (Eg(0) - 0)]

I
B3 o

Usando que la esperanza de una v.a. es una constante y la esperanza de una constante es
igual a esta, se obtiene

A

ECMy(0) = Eq (0 — Eg(9))?] + (Bo(6) — 0)* +2(Eg(d) — 0) (Eg(0) — Eo(0))

b
Vo () (b(9))? 0
y, por lo tanto, ECMy(0) = V() + [b(A)]?, como queriamos demostrar. O

Principio de estimacion de menor error cuadratico medio. Dados dos o méas estima-
dores del parametro 6, conviene elegir el de menor error cuadratico medio.

Definicion. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién que depende de un
pardametro 6, y sea 6, un estimador puntual de 6 basado en esa muestra. Diremos que {6,} es
una sucesién consistente, o mas brevemente, que #,, es un estimador consistente de 6, si

b, L0
es decir, si V & > 0,1im, 00 P(|6, — 0] > €) = 0.

Proposicion. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion que depende de un
pardmetro 0, y sea 0., un estimador de 0 basado en esta muestra. Si

1. Yimy oo Eg(0,) = 0 (es decir, si el estimador es asintdticamente insesgado), y

2. limy o0 Vo(0,) =0
entonces én es un estimador consistente de 0.
Demostracion. Si el estimador es insesgado, la demostracion es inmediata a partir de la de-
sigualdad de Chebyshev. No daremos la demostracién en el caso general. O
5.3. Intervalos de confianza

Definiciéon. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién que depende de un
parametro . Dadas dos funciones de la muestra a(Xy,...,X,) y b(X1,...,X,), tales que

Pla(Xy,...,X,) <0<b(Xy,....,Xp))=1—«
con « pequeiio, el intervalo [a(X7y, ..., X,),b(X1,...,X,)] se denomina intervalo de confianza
de nivel 1 - « para el parametro 6.
5.3.1. Intervalos de confianza para los parametros de una distribucién normal
Definicién. Sean dos v.a. Z ~N(0,1) y U ~x2 =T (%, %) independientes, entonces

A
T=—~%
U n

n

tiene distribucién t de Student con n grados de libertad.
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Esta distribucién esta tabulada para diferentes valores de n. Su distribucién es simétrica con
respecto al 0 y tiene forma de campana, pero con colas mas pesadas que la distribuciéon normal
estandar. Cuando n tiende a infinito, la distribucién t de Student tiende a la distribucién normal
estandar.

Proposicién. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N(u,o?). Entonces

2 X
1.X~N<M,il><:>\/ﬁ EoN(0,1).
g

(n—1)52

2.

~ Xi_l, donde S? es la varianza muestral.
o

3. X y S? son independientes.

4 JEX;“

Demostracion.

~tp1.

1. Ya hemos visto que cualquier combinacién lineal de v.a. normales independientes es normal,
y el promedio es una combinacién lineal particular.

2 y 3. Estén fuera del alcance de este curso.
4. Resulta de 1, 2 y 3, pues

X —pu n—1)5?
~ N(0,1) y % NX721—1

g

NG
son v.a. independientes. Entonces, por la definicién de la distribucion t de Student

N

- -
(n—1)s> vn S

o2(n—1)

K ~th—1 O

A partir de los resultados anteriores, podemos construir intervalos de confianza para los
parametros de una distribucién normal.

Media de una distribuciéon normal con varianza conocida. Sea Xi,..., X, una muestra
aleatoria de una distribucién N(u, o), con varianza o3 conocida. Entonces

X—p

a0

Vvn

M

X —
NN(O,l):>P<—z<§<\/ﬁ M<2a>:1—a
o0

de donde se deduce el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 — « para u

- g0 —— g0
[X—Zg\/ﬁ,X+Z‘;\/ﬁ:|

Media de una distribucién normal con varianza desconocida. Sea Xi,...,X, una
muestra aleatoria de una distribucién N(u, 0?). Entonces

X —
\/ﬁ S’U’Ntn_1:>P<—tn1’g§\/ﬁ Sﬂgtnl,(;):l_a

de donde se deduce el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 — « para
— S - S
{X —tho1,2 ﬁa X+ty a2 \/ﬁ]
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Varianza de una distribucién normal con media conocida. Sea Xi,...,X,, una muestra
aleatoria de una distribucién N(uo,0?), con media po conocida. Entonces

X — X, — 2
2R N(0,1) v1gign;»<l“0> NX§ZF<
g

g

11
,) Vi<i<n
2°2

Como ademés las variables aleatorias son independientes,

"X — o\ 11 (X — po)?
Z(Z/‘O) NX%:F<2,2>:>P<XT2%1&§211( i — Ho) <xa|=1-a

i=1 g

de donde se obtiene el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 — « para o

S (X — p0)? S (X — po)?
X721 a ’ Xi71—9

72 2

Varianza de una distribucién normal con media desconocida. Sea Xi,...,X, una
muestra aleatoria de una distribucién N(u, 02). Entonces

(n—1)52

n—1)5?
5 ~xaq =P (S Xn—l,l—%(i

3 SXn—l,S‘) =l-a

g g

de donde se deduce el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 — a para o>

l(n ~1)52 (n— 1)52]

b
Xn-1,%  Xn-1,1-%

5.3.2. Meétodo general para obtener intervalos de confianza

Definicion. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién que depende de un
pardmetro #. Una funcién pivote una funciéon T'(Xy, ..., X,,0), cuya distribucién no depende
de 6 ni de ningiin otro parametro desconocido. Si existe un pivote para 6, entonces existen dos
valores a y b tales que

Pla<T(Xy,...,X,,0)<b)=1-—«

de donde es posible obtener un intervalo de confianza de nivel 1 — « para 6.

5.3.3. Intervalos de confianza de nivel asintético

En muchos problemas no es posible encontrar intervalos de confianza de nivel exacto 1 — «,
o son de muy dificil construccién, ya sea porque no es posible encontrar una funcién pivote que
no dependa del parametro, o porque no se conoce la distribucién exacta de la funcién pivote.
En estos casos, cuando la muestra es grande, es posible obtener intervalos de confianza de nivel
aproximado.

Definiciéon. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién que depende de un
parametro 6. Dadas dos sucesiones {a,(X1,...,X,)} v {bn(X1,...,Xy)}, tales que

m Plan(X1,...,X,) <0< bo(X1,...,Xn)) =1—a

n—oo
la sucesién de intervalos [an(X1,...,Xn),bn(X1,...,X,)] es una sucesién de intervalos de
confianza de nivel asintético 1 — a para el pardmetro 6. También se dice que, si n es
suficientemente grande, el intervalo [a, (X1, ..., Xy),bn(X1,. .., Xy)] tiene nivel aproximado 1 —
a.
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Intervalo de confianza de nivel aproximado para la media de una distribucién cual-
quiera. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribuciéon con media u y varianza
o? < oo.

Sabemos que X es un estimador insesgado y consistente de p. Si bien no conocemos su
distribucién exacta, sabemos que

X —p

vn 45 N(0,1)

Si 02 es conocido, puede usarse esta funcién como pivote para obtener un intervalo de nivel
aproximado. Si o2 es desconocido, podemos aplicar la siguiente propiedad

Propiedad.

Yy, 4.y .
= U,Y, —aY

UnL>a

Como S es un estimador consistente de o, S 2 o, y por lo tanto g L1, Luego,

X—p 4 _
\/ﬁ —>N(071) X—/.L d
= n — N(0,1)
g _r 1 o
S

si n es lo suficientemente grande

X =1 @ N0, 1)

vn

A partir de este resultado, para n suficientemente grande

X —
P(—z;cg\/ﬁ M§z>§1—a

nn
w|R

Intervalo de confianza de nivel asintético para una proporciéon. Sea Xi,..., X, una
muestra aleatoria de una distribuciéon Bi(1,p). Entonces X = Y i' | X; ~ Bi(n,p). Queremos
construir un intervalo de confianza de nivel asintético 1 — a para p.

Por el Teorema Central del Limite, tenemos que

X * X 1-—
ﬁzzﬂlz@N@M m>
n n n
y, por lo tanto
X —p
Pl—= n <za | El-a
2 p(1-p) 2

Hay dos formas de obtener un intervalo de confianza para p a partir de esta expresion.
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, X .
1. Como, por la Ley de los Grandes Ntumeros, % = Z’% £, p, podemos aplicar la

propiedad enunciada antes, reemplazando p por su estimador % en el denominador del
pivote. Entonces

obteniendo un intervalo para p de nivel aproximado 1 — a.

2. Podemos reescribir la expresién de la forma

2
(: )
P, Pl <z | =
2

n 2 n
9 Za 2X Za X 2
o () () 4 (XY <o
n n n n

Buscando las raices de esta ecuaciéon de segundo grado, que llamaremos p; y P2, obtenemos
un intervalo para p de nivel aproximado 1 — o dado por

[p1, Pa]
5.4. Tests de hipétesis

Definicion. Un test de hipdtesis es una regla que permite decidir, basandose en una muestra,
entre dos hipotesis referidas a un pardmetro de una distribucién. A la hipétesis que implica que
no hay cambio con respecto a la situacién inicial se la denomina hipétesis nula y se designa Hy.
La segunda hipétesis se denomina hipédtesis alternativa y se designa Hi. El test se basa en un
estadistico, que es una funcién o funcién de la muestra, y en una zona de rechazo, que es un
conjunto de valores del estadistico para los cuales se rechaza la hipdtesis Hy en funcién de Hj.

Definiciéon. En un test que contrasta las hipotesis Hy y Hi, llamamos nivel de significaciéon
del test, y denotamos «, a la probabilidad de cometer un error de tipo I, es decir, de rechazar
Hy cuando es verdadera.

Por otra parte, denotamos [ a la probabilidad de cometer un error de tipo II, es decir, de
no rechazar Hg cuando es falsa.

Definicion. Dados un test de hipdtesis y una muestra aleatoria, llamamos p-valor de la muestra
a la probabilidad, bajo el supuesto de que Hy es verdadera, de obtener un valor del estadistico
al menos tan extremo como el que fue observado.

Definicién. La funcién de potencia de un test, w(u), es la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula cuando el verdadero valor del pardmetro es . Permite obtener una expresiéon
general para los dos tipos de errores, pues

() = {a(ﬂ) si € Ho
1= B(u) sipeH

donde a(p) y S(p) denotan las probabilidades de error de tipo I y II, respectivamente, cuando
el verdadero valor del pardmetro es p.
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Tipos de hipétesis a testear. La forma de la regién de rechazo dependera de la hipdtesis
alternativa a testear.

Hipétesis unilaterales.
H020=90(09§90) VS. Hy:0 >0

H0:0:90(06290) VS. Hy:0 <6

Hipétesis bilaterales.
H0:9:90 VS. H1:97é90

5.4.1. Test de hipd6tesis para los parametros de una distribucién normal

Media de una distribucién normal con varianza conocida. Supongamos que 0% = o3

es conocida, y consideremos la siguientes hipotesis
1. Ho:p=pp (0 p< po) VS. Hy:p > po.
2. Hy:p=ypo (0 p>po) vs.  Hi:p<po.

3. Hy:p=po Vs. Hy ;o # .

Estadistico del test.

Bajo Hy : = po, T ~ N(0,1).

Region de rechazo. Segun la hipotesis alternativa, estd dada en cada caso por
1. T > z,.
2. T < —z,.

3. ‘T’ 2 Za.
2

Funcién de potencia. Esta dada, en cada caso, por

1. W(u):l—i)(za—i—/mg;'u).

un
2. w(p)=o (—za—i— MO;”).
/n
3. w(u):1—¢<zg+“0m“>+c1><—z3+“000“).
v v

Media de una distribucién normal con varianza desconocida. Supongamos ahora que
la varianza es desconocida, y consideremos las mismas hipétesis sobre u

L Ho:p=po (op<po) vs.  Hyi:p>po.
2. Hy:p=ypo (0 p=>po) vs.  Hi:p<po.

3. Hy:p=po Vs. Hy ;o # .
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Estadistico del test.

Bajo Ho : pp= po, T~ tp—1.

Region de rechazo. Segun la hipotesis alternativa, estd dada en cada caso por
1. T >t 1,a-

2. T < ~th_1a-

3. T > tn—l,%-

Varianza de una distribucién normal con media desconocida. Consideremos las si-
guientes hipdtesis

1. Hy:0? =03 (0 0% <0d) VS. Hy:0? > 0d.
2. Hy:0? =03 (0 0% > 03) VS. Hy :0? < od.
3. Hy:0?=0o} VS. Hy : 02 # o}
Estadistico del test. )
U— (n— 21)5’
90

Bajo Hy: 02 =03, U ~ x2_,.

Region de rechazo. Segun la hipotesis alternativa, estd dada en cada caso por
.U > X%L*l,a'
2. U<Xp 11-a

3. U > Xiq,% oU < Xiﬂ’li%.

5.4.2. Tests de hipétesis de nivel aproximado

Test de nivel aproximado para la media de una distribucién cualquiera. Sea Xi,...,X,
una muestra aleatoria de una distribucién con media p y varianza o? < co. Como ya enunciamos

anteriormente, \/ﬁg 4, N(0,1).
Supongamos que se desea testear a nivel aproximado « alguna de las siguientes hip6tesis

1. Ho:p=po (0 p< po) VS. Hy:p> po.
2. Hy:p=po (0> pop) VS. Hy:p < po.
3. Hy:p=po VS. Hy oy # po.
y que n es suficientemente grande. Utilizando como estadistico
T=+vn

las siguientes regiones de rechazo proveen tests de nivel aproximado « para cada una de las

X — o

hipétesis

1. T > z,.
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Test de hipdtesis de nivel aproximado para una proporcién. Sea Xi,...,X,, una mues-
tra aleatoria de una distribucién Bi(1,p). Entonces X = Y I' | X; ~ Bi(n,p). Por el Teorema
Central del Limite, tenemos que, si n es suficientemente grande

X _
2P 47 N, 1)
p(1—p)

n

siendo X la proporciéon muestral o frecuencia relativa de éxitos.
Un test de nivel aproximado « para las hipdtesis

1. Hy:p=po VS. Hi:p>po
2. Hy:p=npo Vs. Hy:p<po
3. Hy:p=po  vs. Hy:p#po

se basa en el estadistico .
X —po

Po(1—po)
n

que, bajo Hy, tiene distribuciéon aproximada N(0,1).
Las regiones de rechazo estan dadas por

Y—100

—_— > Z,.
[po(i=po) —
n

5.4.3. Relacion entre tests de hipdtesis bilaterales e intervalos de confianza

Proposicién. Sea IC(X1,...,X,) un intervalo de confianza de nivel 1 — o para un pardmetro
0, obtenido a partir de una muestra aleatoria X1, ..., X,. Consideremos el problema de testear
las hipdtesis

H0:0:00 vSs. H1:07é¢90

El test que rechaza Hy cuando 0y ¢ IC(X1,...,X,) tiene nivel c.

6. Cadenas de Markov!

Definiciéon. Consideremos una secuencia de variables aleatorias Xg, X1,..., que toman valores
en un conjunto S finito o infinito numerable. Si interpretamos X, como el estado de un sis-
tema en el momento n, asumiendo que el sistema se encuentra en el estado ¢ en el momento
n si X,, = i, dicha sucesiéon es un proceso estocdstico. Decimos que la secuencia de variables
aleatorias es una cadena de Markov si, cada vez que el sistema se encuentra en el estado ¢,

!Esta seccién es un breve resumen del capitulo sobre cadenas de Markov del libro A First Course in Probability,
de Sheldon Ross, que aparece en la bibliografia sugerida por la catedra. Lo inclui dado que en el tema se ensefié
en la cursada del segundo cuatrimestre de 2014, aunque no puedo asegurar que los contenidos se correspondan
exactamente con los del programa de la materia.
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existe una probabilidad fija p;; de que el siguiente estado del sistema sea j. Es decir, para todo
7’0 Z’n 1 Z: .7

P Xpy1=7|Xn=0Xn1=tn-1,...,X1 =11,X0 =1) =P(Xpt1 =7 | Xon =1) = pij

Los valores p;;, i,j € S se denominan probabilidades de transicion de la cadena de Mérkov.
Las probabilidades de transicién satisfacen

pij >0 VijesS vy Y py=1 VieS
JjES

Poo Po1
y conforman una matriz de transicion, P = | P10 P11

Proposicién (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). En general, definimos las probabilidades
de transicién en n pasos de la cadena de Mdrkov como

P = P(Xm = j | X = 1)

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov muestran como estas probabilidades pueden ser cal-
culadas

le szkpnr VOo<r<n
keS

Demostracion.
P =P(X, =j| Xo =)
:ZP( n—j, —k‘Xo—Z)
k

=Y P(Xp =3 | X, =k, Xo =) P(X, = k| Xo =)

- :
k

(n)

Aunque las Dij denotan probabilidades condicionales, podemos usarlas para derivar expre-

siones para probabilidades incondicionales, condicionando el estado inicial. Por ejemplo
=Y P(X,=j| Xo=i)P(Xog=i) =Y pi}) P(Xo =)
i i

Proposicion. Las probabilidades de transicion en n pasos de una cadena de Mdrkov conforman

una matriz de transicién en n pasos, P, que es igual a la n-ésima potencia de la matriz de

transicion. Es decir, P(") = P,

Demostracion. Lo probaremos por induccién en n. Si n = 1, no hay nada que probar, puesto
V. . ., .

que como p;; = pl(j) Vijg, P= JZON Supongamos ahora que la expresion es cierta para n = m,

y probemos que también vale para n = m + 1. Los elementos de P11 son las probabilidades
(m—+1)

i . Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, con r = 1

{P(m+1 }zg = m+1) szkp
keS
Utilizando la hipétesis inductiva
{P (m+1) }w Pf;nH Z{P}zk{Pm}kj ={P - P} = {Pm+1}”
keS

Luego, los elementos de P+ y Pm+1 gon los mismos, es decir, P11 = pmtl o cual
completa la demostracion. ]
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Para un gran nimero de cadenas de Markov, si n — oo, la probabilidad Pl-(jn) converge a
un valor 7; que depende solo de j. Es decir, para valores grandes de n, la probabilidad de que
el sistema se encuentre en el estado j luego de n transiciones es aproximadamente igual a 7,
independientemente del estado inicial.

Puede demostrarse que es condicion suficiente para que esto suceda que, para algin n > 0,

ng) >0V i,j€S. Las cadenas de Markov que satisfacen esta condicién se denominan ergddicas.

Dado que
(n+1) _ (n)
i =2 Py Py
keS
resulta que, para una cadena ergddica, si n — oo

T = Y kDK (1)

keS

y, como 1 = Zje s Pi(f), obtenemos que si n — 0o

Z’/szl (2)

jes

De hecho, puede probarse que las tnicas soluciones no negativas de las ecuaciones (1) y (2) son
los 7j, j € S. Al vector m = (m,m2,...) se lo denomina medida invariante de la cadena de
Miérkov.

La cantidad 7; también es igual a la proporcién de tiempo que pasa el sistema, a largo plazo,
en el estado j. En efecto, sea P; esta proporcién. Entonces, como la proporcién de tiempo que
el sistema pasa en el estado k es Py, y la cadena pasa del estado k al estado j con probabilidad
Pkj, tenemos que la proporciéon de tiempo que la cadena de Markov pasa entrando al estado j
desde el estado k es igual a Pypy;. Sumando sobre k, tenemos que P; =}, Pypy;. Como es claro

que
> p=1
J

y dado que los 7; son solucién tnica de la ecuacién anterior, deducimos que P; =m; V j € S.
Esta interpretacion de los valores 7; es valida en general, incluso para cadenas no ergddicas.
De la ecuacién (1), podemos deducir que la medida invariante de la cadena es un autovector

a la izquierda de la matriz de transicién con autovalor 1, es decir, 7P = w. Esto quiere decir que

ZWiP(Xl :j ’ X[):Z) :7Tj
7

y en general, para todo n € N, 7P =

ZTQP(XH :j ‘ XO :Z) =Ty
i

Es decir, si la distribucién de X es 7, la distribucién de X, es 7 V n > 0.

44



	Conceptos básicos de probabilidad
	Probabilidad condicional
	Independencia de eventos

	Variables aleatorias
	Variables aleatorias discretas
	Esperanza de una v.a. discreta
	Varianza de una v.a. discreta

	Variables aleatorias continuas
	Esperanza de una v.a. continua
	Varianza de una v.a. continua


	Distribuciones de variables aleatorias
	Distribuciones de variables aleatorias discretas
	Distribución binomial
	Distribución geométrica
	Distribución binomial negativa
	Distribución hipergeométrica
	Distribución Poisson

	Distribuciones de variables aleatorias continuas
	Distribución uniforme
	Distribución normal
	Distribución gamma
	Distribución exponencial

	Funciones generadoras de momentos
	Funciones generadoras de momentos de algunas distribuciones

	Generación de números aleatorios

	Vectores aleatorios
	Vectores aleatorios en dos dimensiones
	Independencia de variables aleatorias
	Esperanza de una función de dos variables aleatorias
	Covarianza y correlación

	Extensión a más de dos dimensiones
	Vectores aleatorios discretos
	Vectores aleatorios continuos
	Independencia de variables aleatorias
	Distribución de la suma de variables aleatorias independientes
	Sumas y promedios de variables aleatorias

	Desigualdad de Chebyshev
	Ley de los Grandes Números
	Teorema Central del Límite

	Inferencia estadística
	Conceptos básicos de una investigación estadística
	Medidas de resumen

	Estimación puntual
	Método de estimación por momentos
	Método de estimación de máxima verosimilitud
	Propiedades de los estimadores

	Intervalos de confianza
	Intervalos de confianza para los parámetros de una distribución normal
	Método general para obtener intervalos de confianza
	Intervalos de confianza de nivel asintótico

	Tests de hipótesis
	Test de hipótesis para los parámetros de una distribución normal
	Tests de hipótesis de nivel aproximado
	Relación entre tests de hipótesis bilaterales e intervalos de confianza


	Cadenas de Márkov

