1) Un mazo de 50 cartas espafiolas, posee 10 eapasiales que sonlos 8y 9
de cada palo, mas los dos comodines. Ademas deldstartas especiales,
vienen las 40 cartas clasicas. Un fabrica de cddesle empaquetar

sus cartas poniendo las 40 cartas comunes ordepadadmero y palo
(viniendo primero los oros, luego las copas, luegcespadas y por ultimo

los bastos) y colocando las otras 10 cartas esee@an cualquier orden,
intercaladas entre las 40 cartas comunes. ¢ Deasudaineras puede

venir el mazo?

+ —
n+k-1 _ 50 Ell()!—ﬂ
n 10 40

2) El objetivo de este ejercicio es demostrar gliltado conocido de la conmutatividad
del producto de nimeros naturales (con lo cuabnuuede usar esta propiedad). Para ello
definimos una funciérp: NxN - N dada por:

pm,n):m n=1
p(mn)=p(mn-1)+m nz1

Probar que para todo par de naturdfas) vale que:
p(m.n)= p(n,m)

Cason=1:
Quiero ver quedmON, p(1,m) = p(my)
Hago induccion em
Si m=1 nos quedap(11) = p(11) (trivial)
Induccién emm: si p(1,m) = p(my), quiero ver quep(l,m+1)= p(m+11)
Por definicion de la funcién tenemos que:
p(Lm+1)=p(Lm)+1
p(m+11)=m+1
1

p{1.m) = p(m1)=m(Hi)

p(L,m+1)= p(m1)+1=m+1= p(m+11)

Induccion em:

Hin: p(m,n) = p(n,m),

quiero ver quep(m n+1)= p(n+1,m)

Induccion emm.

Si m=1 tenemos que probar qu¥1n+1)= p(n+11), sabiendo que(L,n)= p(n.1)



p{tn+1)=p(Ln)+1

p(n+11)=n+1

p(.n)= p(n1)=n

p(Ln+1)=p(n1)+1=n+1=p(n+11)

Paso inductivo:

Him: p(mn+1)=p(n+1m)

quiero ver quep(n+1,m+1)= p(m+1,n+1)

p(n+1m+1)= p(n+],m)+nH|: p(mn+1)+n=p(mn)+m+n

p(m+1n+1)=p(m+1,n) = p(h,m+1)+m=p(n,m)+n+m=p(n+1L,m+1), como

HI.m

queriamos probar.

Entonces vale qu@(n+1,m)= p(m,n+1)OmON , entonces vale la induccién en
entonces vale el resultado que queriamos probar.

3)

a) Encontrar un nimero prinpoy un nimero prima, tales que la ecuacioxr +1= O(p)
sea resoluble pero la ecuacigh+1= O(q) no tenga solucion.

x* = p-1(p)

x>=kp+p-1

Supongamos la solucion c&n0

x=p-1

Tabla de restos:

p=2
M (x) 01
r (xz) 01

rp(x2+1) 10
Tiene solucionx =2k +1
p=3

012
r(xz) 011
rp(x2+1) 12 2
No tiene solucion

b) Encontrar un nimero naturalque sea producto de 3 primos, y ademas la ecuacion
x? +1=0(m) tenga exactamente 4 soluciones moauilo



m = pgk

x* = p-1(p)
x* =q-1(q)
x? =k -1(k)

Tomandop=2, g=5 (con 3 no hay solucién)
X’ =12)

x=12)

x* = 4(5)

x = 2(5)0x = 35)

x* =k —1(k)

Para cada combinacién de ecuaciones hay una soligiéa médulan por TCR. Luego,
x? =k —1(k) debe tener dos soluciones.

x? = 6(7) No tiene solucion

x? =10(11) No tiene solucion

x*=12(13) . x=g13)0x= 713

m=130

c¢) Encontrar un nimero natural m que sea prodie®mtimos, y ademas la ecuacion
x? +1=0(m) tenga exactamente 8 soluciones modulo

Reemplacemoks por un nimero que tenga 2 soluciones.

X? = 16(17) o XE 4(17)D = 1417) Xt E_%(llz)) El inverso multiplicativo debe ser = al inversotiai.

x=-x"(k
x+x*=0(k)

m=1105

4) Consideremos un polinomio ctbigx) = x* +ax? + bx + ¢, dondea,b,c0C y
supongamos qugx) tenga al menos dos raices racionales.

a) Probar que saJQ entoncequQ(x) y todas sus raices son racionales.

a:—[r3+&+&j p,,q,0Z rdC
G

2
r,0Q
Porque la suma entre racionales es cerrada
0Q
= qUQIx
CDQ} a0Q(x)
Porque la multiplicacién también

b) ¢ Es cierto que si[1Q entoncey) DQ(X) y todas sus raices son racionales? (dar una
demostracion o un contraejemplo)



c=—(r3&&j p,.q,0Z rdcC

2
Sic=0, y una de las otras raices es,(uede ser irracional.

=2

, I
Ejemplo:

N

q= x3—(1+\/§)x2 —/2x

C) ¢ Es cierto que $0Q entoncesq DQ(X) y todas sus raices son racionales? (dar una
demostracion o un contraejemplo).

b=r3&+&&+r3& p,,q,00Z rdcC

& G G %
Puede no darse, ises irracional perafS& + rS& es racional:
2 O
=2
_ r,=-1
Ejemplo:

1

q=x—/2x* = x+4/2

5)
Recordar que si n es un numero naturat;@&imo numero de Fermat se
define como

F =27 +1
Probar las siguientes afirmaciones:
a) El nimeroF, es divisible por 5 siy solo sin = 1.

b) EI nUmeroF, nunca es divisible por 7.



2 =47)

2% =1(7)

23k+1 = 2(7)

232 = (7)

2 6(7)

c¢) El nimeroF, nunca es divisible por 11.
2% =10(11)

2'% = 111)

2% =1011) -~ a=5
2" = §10)

2"#£0(a) - 2]a



