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Introduccion

En este documento te ofrezco algunos finales tomados en cuatrimestres anteriores en la materia de: Algebra Lineal,
para las carreras de: Matemadtica y Computacién. Esta materia se dicta en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
de la Universidad de Buenos Aires.

También te muestro los temas que entran para el final y la bibliografia recomendada por los docentes. Si buscas mas
info de la materia como fechas de exdmenes, cursos y turnos disponibles, guias de ejercicios, etc. visitd la pagina oficial
desde: http://cms.dm.uba.ar/academico/materias/

Podés encontrar mas parciales en la fotocopiadora del Pabellén | (de ahi los saqué).
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http://www.facebook.com/FDXMATHS
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Programa de la materia

http://cms.dm.uba.ar/academico/programas/algebra lineal

Repaso 1:

(se supone conocido) Kn. Dependencia lineal. Sistemas de ecuaciones lineales. Notacidon Matricial. Método de eliminacion de Gauss. Dependencia lineal
de filas y columnas. Resultados basicos: Sistemas homogéneo con mas incognitas que ecuaciones tiene solucién no trivial.

Capitulo I:

a) Determinantes de 2x2 y 3x3. Permutaciones. El Grupo Simétrico (Ciclos, Ciclos Disjuntos, Transposiciones. Paridad) Determinante de orden n.
Propiedades fundamentales. Teorema: Determinante es la Unica forma multilineal alternada (salvo constante). Determinantes como volumen. Célculo
determinantes, menores, cofactores. Teorema de Laplace, desarrollo por filas y columnas.

b) Matrices, suma, producto. Anillo de Matrices. Determinante del producto. Matriz adjunta. Matriz inversa. Regla de Cramer. Operaciones
Elementales de filas y columnas. Matrices elementales. El Grupo General lineal. Equivalencia de matrices. Rango por determinantes (invariante para la
equivalencia).

Capitulo II:

a) Espacios Vectoriales Abstractos. Dependencia lineal. Generadores. Cardinalidad de Conjuntos Linealmente Independientes < Cardinalidad de
Conjuntos de Generadores. Bases. Existencia de Base en dimensidn finita. Coordenadas Isomorfismo con K". Subespacios, Subespacios transladados
(variedades lineales). Interseccion, Suma. Teorema de la Dimensidon Suma Directa. Formas Lineales. Dual. Base dual. Anuladores.

b) Transformaciones Lineales u Operadores. Suma, composicion. Matriz asociada (con respecto a una base). Matriz de la composicién, isomorfismo con
el anillo de matrices. Matriz de Cambio de Base y Cambio de Coordenadas. Efecto de un cambio de coordenadas en la matriz del Operador. Semejanza
de matrices. Nucleo, Imagen, Teorema de la Dimensidn. Valores y vectores propios, Polinomios Caracteristico. Subespacios de vectores propios.
Diagonalizacidn si y sélo si existe base formada por vectores propios.

Capitulo lll:

Formas Bilineales. Matriz asociada (con respecto a una base). Notacion Matricial. Efecto de un cambio de coordenadas en la matriz de una forma
bilineal. Congruencia de matrices. Formas Bilineales Simétricas. Formas Cuadraticas. Férmula Polar. Diagonalizacion con respecto a la congruencia
(operaciones elementales simultaneas en filas y columnas). Caso especifico del Cuerpo Real: Ley de Inercia de Sylvester. Signatura (invariante para la
congruencia). Formas definidas positivas. Caracterizacion (si y sélo si todos los menores principales son positivos). Caso especifico del Cuerpo
Complejo: Formas Hermitianas, resultados correspondientes.

Capitulo IV:

a) Producto escalar en R?, R3, dngulo, coseno, proyeccion de un vector sobre otro, ortogonalidad, etc. Distancia entre variedades lineales (rectas y
planos). Productos escalar en espacios abstractos. Caso real y caso complejo. (espacios euclideos y espacios unitarios). Cauchy-Schwartz. Angulo,
Distancia, Norma, Ortogonalidad. Gram-Schmidt, Bases ortonormales, (formula para las coordenadas).

b) Isomorfismo con el Dual. Transformacidn adjunta. Trasformaciones y Matrices Ortogonales. Rotacidn en R, R3, R". Existencia del eje de rotacion.
Estructura de una transformacién Ortogonal. Transformaciones y Matrices Simétricas. Diagonzalizacién por medio de una transformacién ortogonal
(reduccion de una forma cuadrética a sus ejes principales). Clasificacion de Cuadricas con Centro. Relacién con la signatura. Clasificacién por signatura.
c) Descomposicidn polar. Caso Real. Raiz Cuadrada. Descomposicion de una transformacion Arbitraria en una Simétrica y una Ortogonal.

Repaso II:

(se supone conocido) Polinomios. Algoritmo de Divisién, “Todo ideal es principal”. Mdxima Comun Divisor. Algoritmo de Euclides. Polinomios Coprimos.
Descomposicion en producto de factores irreducibles. Raices, Enunciado del Teorema Fundamental del Algebra. Descomposicion de Factores Lineales.
Capitulo VI:

Estructura de una Transformacion Lineal, Estudio de la Semejanza de Matrices. Operadores Nilpotentes. Base y Forma Candnica de Jordan de
Operadores Nilpotentes. Evaluacién de un polinomio en un Operador y en una matriz. Polinomio Minimal. Subespacios Invariantes. Forma Triangular.
Factorizacion del Polinomio Caracteristico en Factores Coprimos y la correspondiente Descomposicion del espacio en Suma Directa de Subespacios
Invariantes. Subespacios Principales asociado a los valores propios. Descomposicion Primaria. Teorema de Cayley-Hamilton. Base y Forma de Jordan.

Régimen de Aprobacion

Se deben aprobar los dos examenes parciales. Para los alumnos que desaprueben alguno o ambos exdmenes, habra dos fechas de recuperacion
al finalizar el cuatrimestre. Se podra rendir un solo parcial por fecha de recuperatorio, pudiendo los alumnos elegir cual examen recuperar en
cada fecha.

Bibliografia

La bibliografia oficial recomendada para la materia es:

» Notas de Algebra Lineal, por Jerénimo G., Sabia J. y Tesauri S. - PDF

» V. Voieydine, Algebra Lineal, Editorial MIR

> A.Kurosh, Curso de Algebra Superior, Editorial MIR

> S. Lipschutz, Algebra Lineal, Serie Schaum
Correlatividades

Segln el régimen de correlatividades vigente desde 2008 para cursar la materia es necesario haber aprobado los trabajos practicos de "Algebra
1"


http://cms.dm.uba.ar/academico/programas/algebra_lineal
http://cms.dm.uba.ar/depto/public/Cursos%20de%20grado/fascgrado2.pdf

Final de Algebra Lineal

1. Sea T : V — W una transformacién k-lineal. Probar que si dimV <

o0 entonces
dimV =dimKerT + dimImT.

2. Sean V un k-espacio vectorial de dimensién finita, T : V — V una
transformacion k-lineal nilpotente. Probar que existe una base B de V
tal que [T]p esta en forma de Jordan.

3. Sean (V, <,>) un C-espacio vectorial de dimensién finita con pro-
ducto interno, T' : V — V lineal normal, B base ortonormal de V y
M = [T]p. Probar que si M es triangular superior entonces es diagonal.

4. Sea T : R? — R3 una transformacién lineal ortogonal para el pro-
ducto interno canénico. Probar que existen una base ortonormal B,
e € {1,—1} y 0 € [0,27) tales que

€ 0 0
[T)]p = |0 cosf® —senb
0 sen@ cos@

5. Sean M, N € C?*? tales que Tr(M) = Tr(N) y det(M) = det(N).
Probar que si MN # NM entonces M y N son semejantes. Dar un
ejemplo de dos matrices M y N de 2 x 2 que conmuten, tengan la
misma traza y el mismo determinante, pero que no sean semejantes.

JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS



282 de Marzo 2003

ALGEBRA LINEAL - PREFINAL

Ejercicio 1:
Hallar todos los valores a,b € C tales que la matriz:

1+4+a 0 1
A={-1—-a+b b -1
—a 0 0

no sca diagonalizable. Para tales valores de a y 0, hallar P € €©**3 inversible tal que PAP™! esté

en forma de Jordamn.

Ejercicio 2:
5 a5 . . - - . .
Sea f:C° — C® una transformacion lineal que verifica las siguientes condiciones:

o dimNu(f) =1

e 1 es autovalor de f

e tr(f)=-3

o f3 es diagonalizable pero f* no.

Encontrar todas las posibles formas de Jordan de f.

Ejercicio 3:
Sea S = {p€ RP[X] / pil) = p(-1) = 0} C Rg[X] Encontrar, si es posible una transformacion
lineal f:R*[X] — R31X] tal que:

I
o [H(S°) = (eo + €1 €2) (donde ea(p) = p(e))-

Ejercicio 4:
Sean V un k-espacio vectorial de dimension i, T :V — V lineal con n autovalores distintos.
Probar que si [/ : V =V es lineal y UT = TU entonces U es diagonalizable.

Ejercicio 5:
Sean

fz+2y =0 :
= = (1,2 -2),(2,0
i [ 3y +w 0 y T2 (( y g Uy )7( ) 7071)>

Hallar T : C* — C* unitaria para el producto interno usual y tal que T'(m)Nme = ((3,2,0,-1)).

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS



ALGEBRA LINEAL - Exame:: Final - 4/4/2003

Ejercicio 1. Sean A € K™*™ y B € K™*". Probar que

min{rg(A),rg(B)} > 1g(AB) 2 rg(4) + rg(B) — n.

Ejercicio 2. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean S y T subespacios
de V.

i) Probar que dimV = dim S + dim S°.

ii} Probar que (SNT)° = S°+T°.

r

Ejercicio 3. Sea f : K™ — K™ una transformacién lineal tal que Xy = H(X - A)* y,
i=1
para cada 1 <z < r, sea E), el subespacio de autovectores de autovalor A;. Probar que f

es diagonalizable si y sélo si dimE), = o; (1< < 7).

Ejercicio 4. Sea (V, <, >) un espacio con producto interno de dimensiénnysea f : V = V
una transformacién lineal nilpotente tal que fo f* = f*o f. Probar que f = 0. (Sugerencia:

probar primero que f o f* = 0).

Ejercicio 5. Decidir si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones.
Justificar.

i) A € C*** tal que m4 = X,4. Entonces si ) es autovalor de 4, dim E) = 1.

ii) Sean A y B matrices en €°*° tales que X4 = X5 = (X —2)".(X — 3)%, con 7 y 5 no
nulos. Simg =mp y dim (Nu (4 —2.J)) = dim (Nu (B — 2.I)), entonces A y B son

semejantes.

ili) Sea A € €*" tal que m4 = X". Entonces no existe B € C**" tal que B?> = A.(n22)

iv) Sean A, B € K™*". Si A es nilpotente, B es diagonalizable y A es un autovalor de B,
A es un autovalor de A + B.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS



ALGEBRA LINEAL - Examen Final - 14/5/03

Ejercicio 1. Sea A € K "*",
1) Probar que A. adj(A) = det A.T,.
ii) Calcular rg(adj(A4)) en funcién del rg(A).

Ejercicio 2. Sca V un N-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V. — V una
transformacién lineal tal que su polinomio minimal es 1y = p.q con p y ¢ coprimos.
Probar que existen subespacios Sy T de V invariantes para f tal que Myle =P, Mgl =q

ySeT=YV.
Ejercicio 3. Sea A € GL(3, ). Probar que existe B € GL(3, C) tal que B? = A.

Ejercicio 4. Sca A € €"*". Probar que rg(A) es la multiplicidad del 0 como rafz del

polinomio caracteristico de la matriz A*A. (Sugerencia: probar que rg(A) = rg(AYA4).)
Ejercicio 5. Decidir si son verdaderas o falsas cada una de Ias siguientes afirmaciones.
Justificar.

i) Sea A € R una matriz tal que si se cambia cualguicr cohmmua de A por cunlanier
rector de la base ¢ mica v se calcula el determis s prevensy Voien: e T LTI S, O
vector de la base canonica y se caleula el determunante, vesilia siompre distinto de coro,

Entonces A4 es inversible.

i1) Sea A € K™ inversible y sea S el subespacio de K777, 0§ =« A4 4% A7
Entonces Id € S.

iii) f: €* — €* una transformacién lincal. Entonces existe v € R? tal que My =y

iv) Sea A € R**? inversible tal que A? es diagonalizable sobre IR. Entonces A es diago-

nalizable sobre IR .

v) Sea V un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita ysean f,qg:V — ¥V
dos proyecciones ortogonales tales que fog = go f. Entonces f o g os una proveceion

ortogonal.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS



FINAL ALGEBRA LINEAL VERANO 2004

Este examen esta dirigido a los alumnos del curso de verano 2004, y para
poder rendir es necesario tener aprobados los trabajos practicos de ese curso,
o poder acreditar con el profesor o los ayudantes haber asistido a las teoricas
y/o a las practicas. Se aclara que tambien se toma otro examen para los
alumnos libres o con T.P.’s firmados en todo otro cuatrimestre.

El examen consiste en desarrollar tres de los temas listados abajo, y
un ejercicio de tipo teorico.

(1)

(2)

(6)

(7)

Demostrar:
a) Toda permutacion se descompone como producto de ciclos disjuntos.

b) Todo ciclo se descompone como producto de transposiciones.

Definir el polinomio de Vandermonde (no el determinante de Vander-

monde).

a) Demostrar que es antisimetrico.

b) Utilizar a) para demostrar la invarianza de la paridad en el numero
de transposiciones en que se descompone una permutacion.

Escribir la formula de definicion del determinante y la definicion de forma
multilineal alternada. Demostrar:

a) Si ¢ es una forma multilineal alternada, entonces ¢(A) = det(A)p(7),
donde I es la matriz identidad.

b) Utilizar a) para demostrar la formula det(AB) = det(A)det(B).

Sean {hy, ha, ... hn} y {vi, v2, ... vi} dos conjuntos finitos de vec-
tores en un espacio vectorial. Demostrar: Si hy, hs, ... h, son Li. y
S(hy, ha, ... hy) C S(vy, va, ... vg), entonces n < k. Argumentar como

de este hecho se deduce que dos bases finitas cualesquiera tienen el mismo
numero de elementos.

Sean H y W dos subespacios de un espacio vectorial. Demostrar la formula:
dim(W + H) + dim(W N H) = dim(W) + dim(H).

Sea V un espacio vectorial de dimension n, ¢ : V — V una transfor-
macion lineal, F una base de V, y A = [¢]g la matriz de ¢ en la base
E. Explicar (sin demostrar) cual es la relacion entre el rango de A y
la imagen de ¢, y la relacion entre el rango de A y la dimension del
espacio de soluciones del sistema AX = 0. En base a ello demostrar
dimImagen(yp) + dimNucleo(p) = n.

Sea V un espacio vectorial de dimension n, y ¢ : V — V una trans-
formacion lineal. Demostrar directamente (sin usar matrices) la formula
dimImagen(yp) + dimNucleo(p) = n.



ALGEBRA LINEAL - Examen Final - 17/8/04

Ejercicio 1. Sea K un cuerpo y sea A € K™*™. Probar que el rango fila de A coincide
con el rango columna de A.

Ejercicio 2. Enunciar y demostrar el Teorema de Hamilton-Cayley.

Ejercicio 3. Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y
sea f:V — V una transformacién lineal. Probar que son equivalentes:

i) Para toda base ortonormal B de V, f{B) es una base ortonormal de V.
ii) (f(v), f(w)) = (v,w) Vo,w e V.
i) f*of=fof* =idy.

Ejercicio 4. Sea A € C*** y sea m 4 su polinomio minimal.

i) Probar que gr (m4) < rg (A) + 1.

ii) Probar que, si rg (A) = 1. entonces m 4 divide al polinomio X2 tr(A4).X.

Ejercicio 5. Decidir si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones.
Justificar.

i) Sean A, B € K™*" tales que A. adj(B) = A, con A # 0. Entonces {A, B} es un
conjunto linealmente dependiente en KX,

ii) Sea A € IR?*? inversible tal que A? es diagonalizable sobre IR. Entonces A es diago-
nalizable sobre IR.

iii) Sea A € IR™*™ una matriz simétrica. Entonces existe B € IR**" simétrica tal que
B® = A4,
iv) Sea A € C"*" tal que m4 = X". Entonces no existe B € C"*" tal que B2 = A.

v) Sean M, y M, dos variedades lineales alabeadas en IR". Entonces dim M 1+dim M, <
n — 1.

Los ejercicios 1, 2 y 3 requieren una demostracién teérica completa.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS



ALGEBRA LINEAL - Examen Final - 9/9/04
Ejercicio 1. Sean A y B matrices en K™*™. Probar que det(A.B) = det A.det B .

Ejercicio 2. Sea A € K™*™ y sean Aq,..., A, todos los autovalores de A en K, con A; # A;
sii# j. Paracada \; sea Ey, = {z € K" [A.x = \z}.

Probar que son equivalentes:

i) A es diagonalizable en K™*™.

i) @ E», = K"
=1

i) Xa=X-A\)®...(X=X)%ya;=dimF), paracadal <1 <.

Ejercicio 3. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V' — V una
transformacion lineal tal que su polinomio minimal es my = p.g con p y ¢ coprimos.
Probar que existen subespacios S 'y T de V invariantes para f tal que my, = p, myg, = ¢
ysSeT=V.

Ejercicio 4. Sea A € IR™*" inversible.

o\ T . y P i Bogecl © 5 .

i) Probar que existe C' € IR™*" simétrica tal que C* = A*.A. (Sugerencia: notar que At.A
es simétrica.)

ii) Para la matriz C' hallada en el item anterior, probar que A.C~! es ortogonal.

Ejercicio 5. Decidir si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones.
Justificar.

i) Sean Ay B matrices en K™*" tales que rg(A) = n—1. Entonces rg( A.B) > rg(B) 1.

ii) Sea f.g,h transformaciones lineales de IR* en IR? tales que Nu(f) € Nu (g) € Nu (h).
Entonces h € < f,g >.

iii) Sea A € IR®*® tal que my = (X +1)3(X — 1) y dim (Nu (A + Id)?) < 4. Entonces
det A = —1.

iv) Sea f:€? — €? una transformacién lineal. Entonces existe v € €* tal que m, = my.
Los ejercicios 1, 2 y 3 requieren una demostracién tedrica completa.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS



APELLIDO Y NOMBRE:
LIBRETA: CARRERA:

Algebra Lineal - 2do Cuatrimestre 2012
Final (22/2/2013)

1. Producto de espacios vectoriales
Sean V., W K-espacios vectoriales. Se define

VxW={vuw),YveVVwe W}.
Este conjunto resulta un K-espacio vectorial con las operaciones
(v1,21) + (v2, w2) = (v1 + vo, w1 +y w2) ¥ k(v,w) = (k- v,k - w).

Exhibir una base de V' x W en funcién de una base de V' y una base de W (demostrar).
. Cudl es la dimension de V' x W si V y W tienen dimensién finita?

2. Sean A, B € K™*".
(a) Probar que rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}.
(b) Probar que si A B =0, entonces rg(A) +rg(B) < n.

c) Probar que si rg(A) + rg(B) < n, entonces existe un vector columna z € K™ que satisface
q 2 g q

Ar =0y Bx = 0.

3. Sean L1, Lo dos rectas en K™, con n > 2. Probar que existe un plano IT que contiene a L1 y Lo si
y solo s1 Ly v L9 no son alabeadas.

4. Sea (V, (, )) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea f € End(V'). Probar
que si f admite una base ortonormal de autovectores, entonces f es normal, i.e. fo f*= f*o f.

5. Sea A € C™" tal que tr(A*) = 0 para todo 1 < k < n. Probar que A es nilpotente.

|JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS




APELLIDO Y NOMBRE:
LIBRETA;: CARRERA:

Algebra Lineal - 2do Cuatrimestre 2012
Final (1/3/2013)

. Sea V un K-espacio vectorial, y sean S, T, R subespacios de V. Definir lo que significa que

V=SaoToR

en términos de bases de S,T v R v en términos de sumas e intersecciones de S, T v R, v probar la
equivalencia de las dos formulaciones.

. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n.

(a) Sea {©1,...,9n} una base de V* y sean z1,...,z, € K. Probar que existe v € V tal que
w1(v) = z1,...,n(v) = Tn.
(b) Sean ¥q,...,,¥, € V' nonulos. Probar que

{t1,...,¢,} es base de V* <= ONU(T.!'"«;) = {0}.
i=1

(Para la vuelta, se puede por ejemplo intentar probar que la matriz que se obtiene de escribir
U1, ...,y en funcién de la base (p1,...,¢n) es inversible, y justificar cuidadosamente todas
las afirmaciones. )

Sea A € C™""™. Probar que tr(A*A) =0 <= A*A =0.

A 0

Sean A e Cm*™M v B e C"*" vy gea (' = ( 0 B

) = C(m+n)x(m+n)

(a) Calcular el minimal de C' en funcién del minimal de A y el minimal de B.

(b) Probar que C' se diagonaliza si y solo si A y B se diagonalizan.

. Sea X :={A e C"": rg(A) = 1}. Determinar un representante para cada clase de equivalencia,

para la relacion de equivalencia “semejanza” en X.

JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS




APELLIDO Y NOMBRE;:
LIBRETA;: CARRERA: E-MAIL:

Algebra Lineal - 2do Cuatrimestre 2012
Final (8/3/2013)

1. Sea A € C™*™ con m > n, de rango exactamente n. Probar que existe B € C"*™ de rango n
también tal que BA = Id,,.

2. Sea (V. (,)) un C-espacio vectorial con producto interno, y sea {eq, ..., €5} un conjunto ortonormal

de vectores de V.

(a) Dadov € V, sea vs =3 i (v,ei)e;. Calcular ||vs?, (vs,v) ¥y (v,vs).
(b) Calcular ||[v — vs|? v probar la Desigualdad de Bessel: para todo v € V,

5
3 (e < o]
i=1

3. Sean A, B € C™*", Probar que X4(B) € C™™" es inversible si y solo si A y B no tienen autovalores
en comun.

4. Sea (V,(, )) un espacio vectorial con producto interno de dimension finita, y sean f,g € End(V)
dos transformaciones autoadjuntas.
(a) Probar que si f y g conmutan, entonces, para todo autovalor A de f, se tiene que:
¢ el autoespacio E\ = {v € V : f(v) = Av} es g-invariante también,
. E/% es f-invariante y g-invariante.

(b) Probar que f v g conmutan si y sélo si existe una base ortonormal de V' formada por autovec-
tores comunes de f y g.

5. Sea V un C-espacio vectorial. Se dice que f € End(V) es idempotente si f*> = idy. Para V de
dimensién finita, probar que f es idempotente si y solo si existe una base B de V' tal que [f]5 es
diagonal, con los elementos de la diagonal iguales a 1 o —1.

‘JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS




APELLIDO ¥ NOMBRE:
LIBRETA: CARRERA: E-MAIL:

Algebra Lineal - 2do Cuatrimestre 2012
Final (9/4/2013)

1. Sean los endomorfimos D, [ de K[X] definidos en la base canénica de K[X] por D(1) =0, [1= X,
y D(X") = nX" 1 X" = );L:ll para todo n € N.
(a) Calcular Do [,y luego D™ o [ "™ ¥YmeN

Deducir que [ ™ oD™ es un proyector, para todo m € N.

(b) Para cada m € N, determinar Nu([™ oD™) e Im([™ cD™).

2. Sea A € K™ ", Probar que A tiene rango 1 si y solo si existen dos vectores columna =, y € K"
tales que A = z ¢.

3. Sea el R- espacio vectorial C'([—1,1]) = {f: [-1,1] — R : f es continua } con el producto interno
(f,g9) = f_ll f(t)g(t)dt. Determinar el complemento ortogonal del subespacio de las funciones pares.

4. (a) Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita n, y sea {vi,...,vx} C V un conjunto
linealmente independiente. Probar que si W es un subespacio de V' de dimensién estrictamente
mayor que n — k, entonces existe w € W no nulo tal que w € (v, ..., ).

(b) Sea A € R™ ™ simétrica. Probar que si v'Av > 0 para todo vector v # 0 en un subespacio
S C R" de dimensiéon m, entonces A tiene al menos m autovalores positivos (contando multi-
plicidad). (Sug: suponer que la cantidad &k de autovalores positivos es menor que m y llegar a
una contradiccion. )

5. Sea A € C™™ con todos sus autovalores iguales a 1. Probar que A es semejante a A

‘JUSTIF‘ICAR TODAS LAS RESPUESTAS




APELLIDO Y NOMBRE:
LIBRETA; CARRERA;: E-MAIL:

Algebra Lineal - 2do Cuatrimestre 2012
Final (25/6/2013)

1. Producto de espacios vectoriales:
Sean V. W K-espacios vectoriales (no necesariamente de dimension finita). Se define el producto
cartesiano de V por W:

VxW={(v,w): veV,we W}
Este producto cartesiano resulta ser un K -espacio vectorial con las operaciones
(vi,w1) + (vo,wa) = (v1 + vo, w1+ wa) v k- (v,w) = (k- v, k- w)

(no hace falta probarlo).

Exhibir una base de V' x W en funcion de una base de V' y una base de W (demostrar).
;Cual es la dimension de V' x W s1 V' y W tienen dimension finita?

2. (a) Sea (uy,...,u,) una base ortogonal de R, y sea U = (uy]---|u,) € R"™" la matriz cuyas
= [Jutll - - [unll

columnas son los vectores (columna) wuq, ..., u,. Probar que |det(U)
(Sugerencia: calcular UtU.)

(b) Sea B := (v1,...,v,) una base de R" y sea (uq,..., uy) la base ortogonal de R que se obtiene

aplicando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a B. Probar que para 1 <7 < n se
tiene ||v;||2 > ||lui|?, ¥ que det(vy|-- - |vn) = det(ug] - - - |un).

(¢) Desigualdad de Hadamard (por el matematico francés Jacques Hadamard, 1865-1963):
Probar que para todo V' := (vy|---|v,) € R™™" donde vy, ..., v, € R" son vectores columna

cualesquiera, se tiene

| det(V) | < [Jog]| -+~ [Jonl-

3. Sea A € C™*™ la matriz que tiene todos los coeficientes iguales a 1.

(a) Probar que A es diagonalizable, y determinar D diagonal y P inversible tal que D = P~1AP.

0 A
(b) Sea.B—(A )

inversible tal que D = P~ !BP.

) e C?™2" Probar que B es diagonalizable, y determinar D diagonal y P

4. Sea A € C™", Probar que det(e?) = e'"(4),

‘JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS
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APELLIDO ¥ NOMBRE: WENT®
LIBRETA: CARRERA:

Algebra Lineal - ler Cuatrimestre 2014
Final (29/07/2014)

1. Sean A, B € K"*".

(a) Probar que: rg(AB) =rg(B) <= N(AB)= N(B).
(b} Probar que: rg(AB) =r1g(B) < N(A)nE.(B)={0}.

]

. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f € Endg (V).
Se recuerda que f* € Endg(V*) es el endomorfismo definido por fi(y) = o f, Yo e V*.
(a) Probar que (Im(f))° = Nu(f*) y que Im(f*) = (Nu(f))®.
(b) Probar que si V' = Nu(f) @ Im(f), entonces V* = Nu(f*) @ Im( f*).

3. Lema de Schur: Sea A € C"*™, Probar que A es unitariamente semejante a una matriz triangular
superior, es decir existe una matriz unitaria 7 € C**" tal que U~! AU es una matriz triangular
superior.

o

(a) Sea A € C**? con my = A* 4 1. Probar que A es semejante a ( ? _Dl )

(b) Sea k€ My A € B?*? con my = A? + 1 (ojo, A tiene coeficientes reales). Probar que A es

semejante (sobre C) a ( Ig _:;j k )
E

(En realidad es semejante sobre R pero no se pide probar eso.)

JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS
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Algebra Lineal - ler Cuatrimestre 2014
Final (05/08/2014)

1. Sean U, V,W K-espacios vectoriales de dimension finita, y f € Homg (U, V), g € Homg (V, W).

Probar que dim(Nu(g o f)) < dim(Nu( f)) + dim(Nu(g)).

2. Sea V un K-espacio vectorial de dimension infinita, v sea B una base de V. Para cada v € B, sea

wy € V* dada por gy(v) =1 ¥ wo(w) =0, para todo w € B distinto de v.
Probar que V* # (py;v € B).

3. Sea (V,{,)) un K-espacio vectorial con producto interno de dimension finita. Deados u,v e V, se

define el endomorfismo f, . de V' por f,.(w) = (w,v)u, Yw € V. Probar que

(a) fiv= fou
(h} fﬂ.i: o fh.'.: = fﬂ,-:ll;;:::'
(c) tr(fun) = (u.v).

4, Probar que si 4 = (a;j)1<ij<n € B™*" es una matriz simétrica, y Aq,..., A, son sus autovalores

(eventualmente repetidos), entonces

Y- Y e
i=1 1

“ijum

5. Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién finita ¥ f € Endg (V) tal que my = p- g con p. g

polinomios irreducibles distintos en KA.

(a) Probar que existen v,w €V conm, ; =py m, ;= q.

(b) Caleular m, ., ;.

|JUSTIF'[C.-‘I;R TODAS LAS RESPUESTAS
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Algebra Lineal - ler Cuatrimestre 2014
Final (04/09/2014)

1. Sean A v B € B™*", Probar que &i rg(Ad) = n — 1, entonees rg(d - B) = rg(B) — L.

2. Sean 1, a2 € (B v f: B* — B? la transformacién lineal definida por fiz) = (@1(x), ge(z)), ¥z
R*. Probar que f es un epimorfismo si y solo si {1, @2} es un conjunto linealmente independiente
en (R3)*.

3. Seaen C""" gl producto interno candnico {4, B) = tr(A-B*). Sea P € GL(n,C)y f € Endg(C""")
definida por f{4)=P~!-A-P.

(a) Caleular f* y deducir que si F es una matriz hermitiana (i.e. autoadjunta), entonces f es
autoadjunta.

(b) Para PP hermitiana, probar que si v, w € C™ son vectores eolumna antovectores de P, entonees
v w* & C"*" a5 un antovector de f. ;Con qué antovalor?

4. Sea A € K™*n,

Id. 0
0o o0
en la diagonal, entonces Xap = Apa.

(b) Probar que si P € GL{n, K}, entonces Xy p = Xpy.

(¢) Probar que paratodo B & K™ se tiene que Aqp = Xpa (sug: usar equivalencia de matrices).

(a) Probar que sl D = ( ) e K™*"™ es una matriz diagonal con v unos v luego n — r ceros

5 SeanecMysea A e K™ una matriz de rango 1.

(a) Probar que el polinomio caracteristico de A es X4 = (A — tr(A)) A", v deducir que
det(Id, — A) =1 — tr(A4).

(b) Determinar todas las formas de Jordan posibles de A semin el valor de tr{A4).

|1]T_'ST]F]C.-‘LH TODAS LAS RESPUESTAS




1 2 3 4 5 Calificacién

APELLIDO Y NOMBRE /NO. DE LIBRETA:

Algebra lineal
Examen final — 20/02/2015

(1) Sean A, B € C™*", Demuestre que si AB = I entonces BA = I.
(2) Enuncie y demuestre el teorema de la dimensién del anulador.

(3) Defina el polinomio minimal de una matriz y demuestre que el minimal divide al polinomio
caracteristico.

(4) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y sean f,g € V*. Demuestre que ker f = ker g si
y s6lo si existe un escalar A # 0 tal que f = Ag.

(5) Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y sea p: V — V un proyector ortogonal.
Demuestre que valen las siguientes afirmaciones:
(a) (imp)* = kerp.
(b) (kerp)* = imp.

Justifique todas sus respuestas.




