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1 Final Métodos Numéricos

1.1 Eliminacion Gaussiana
Motivacién: Resolver sistemas de ecuaciones matriciales de la forma Ax = b.

Algoritmo Eliminacion Gaussiana, complejidad @(n®). La idea es ir poniendo 0 en las
columnas hasta triangular la matriz. Condicién necesaria: al;' #0Vi=1..n

7471 o s .
Pero se puede arreglar en caso de que aj; " =0V j=i+1...n ya que podemos saltear este
. . /L_l .
paso. Si existe a’;~ # 0, permutamos las filas y seguimos.
+ Pivoteo parcial: En cada paso utilizar el a;;, con mayor valor absoluto para minimizar
el error numérico (dividir por nimero més grande).

o Pivoteo completo: Lo mismo que parcial, pero buscando el mayor también en la fila.
Es mas costoso y requiere memorizar permutacion de columnas.

Utiliza fuertemente que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes <= 1. Sumar/restar
ecuaciones 2. Multiplicar ecuaciones por un escalar no nulo 3. Permutar ecuaciones

Utilizando esto, se busca un sistema equivalente pero donde la matriz sea triangular superior,
luego utilizando backward substitution se encuentra la soluciéon reemplazando.

o Si la matriz ya estd triangulada = ©(n?)
 Sila matriz es diagonal = O(n)

1.2 Factorizacion LU

Motivacién: Resolver sistemas de ecuaciones de manera mas eficiente. Reducir el costo de
O(n3) a O(n?)

Para resolver Ax = b, si conozco L triangular inferior, U triangular superior tal que A = LU,
entonces puedo resolver:

Ar=b < LUz =b < Uzx=y N Ly=5»



Resolviendo asf dos sistema de orden O(n?).
« No toda matriz tiene factorizacion LU.

La factorizacién se encuentra utilizando el algoritmo de Eliminacion Gaussiana, escribiendo
los pasos de triangulacién como ecuaciones matriciales:

Mn—an—2 MlA =U

donde M* es la matriz que al multiplicar a A a izquierda pone 0 en la columna i.

100 .
M= —-m,, 1 O con m,;; = -2
= 21 ) i T
_m31 0 1 11

Si el algoritmo de EG no funciona (a,;; = 0), no podremos encontrar estas matrices. Ademéas
las matrices M" son triangulares inferiores e inversibles (y la inversa es triangular inferior)
= M"™!... M! = L es triangular inferior e inversible.

JA=U = A=L"U << A=1LU

Propiedades:

« En esta factorizacién LU se cumple: [, =1V ¢

o Si A es inversible y tiene LU, entonces es unica

o Si A tiene todas sus submatrices principales inversibles, entonces tiene factorizaciéon LU
o Si A es edd, entonces tiene factorizacion LU

Toda matriz A tiene factorizacién PLU, que proviene del algoritmo de Eliminacion Gaussiana
al permutar filas para evitar a;,; = 0. En este caso se obtiene PA = LU, donde P es la
permutacién de filas realizadas al triangular.

e Toda matriz tiene factorizacién PLU.

Ar=b < PAxr=Pb < LUx=Pb <= Uz =y N Ly=Pb

Y calcular Pb es “facil” por ser una matriz de permutacién. ## Normas y ntmero de
condicion
f(z) : R — R es una norma vectorial <

1. flx)>0sixz#0

2. fl)=0 < =0

3. flaz) =|a|f(z) VaeR

4 fle+y) < flx)+ f(y)
F(A): R™"™ — R es una norma matricial <=

1. F(A)>0si A#0
2. FIA)=0 < A=0



3. F(aA) =|a|F(A) YV a €R
4. F(AB) < F(A)F(B), si es norma sub-multiplicativa

Sean fi, f, normas vectoriales, se define F'(A) : R™*™ — R norma matricial inducida si:

f1(Az)
F(A) = max = max Ax
P =0 @ el 1A
Por ejemplo se define || - || matricial como:
1Al = max [[Az],
i |z][;=1

Y asi con cualquier norma vectorial.

1Ay = max;([[e;(A)]l,)
[1Al]oe = max;([[£;(A)[1)

Sea A inversible y || - || norma matricial, se define niimero de condicién de A como:
K(A) = ||A[l[[A7H]
e Si||-|| es norma inducida = k() =1
o Si||-|| es norma sub-multiplicativa = k(A) > 1
Intuicién: Da una idea de qué tan bien o mal condicionado esta el sistema de ecuaciones.

k(A) grande = pequerios cambios en el vector imagen (b) pueden causar grandes cambios
en el vector origen (z).

Sea Z solucién aproximada de Ax =b,b#0yr=Axr— Ax =b— b:

b —b]]
10|

[lz — x|

= < yagppay 2l

Entonces, si k(A) podemos asegurar que pequenos cambios en b resultan en pequenios cambios
en la solucion x.

1.3 Matrices SDP

A es una matriz sdp (Simétrica Definida Positiva) <= 1. A es simétrica: A = A' 2. A es
definida positiva: ztAz >0V x #0

Equivalencias:

e Asdp < A tiene factorizacién Cholesky (A = LL*, L triangular inferior)
o A sdp < A tiene todas sus submatrices principales con determinante positivo

Propiedades:

e A es inversible



a; >0V

Toda submatriz principal es sdp

Tiene factorizacion LU y se puede hacer EG sin intercambiar filas
La submatriz [2 : n,2 : n] luego del primer paso de EG es sdp

A sdp <= B'AB sdp con B inversible

Factorizacién de Cholesky: A = LL' con L triangular inferior.

Utilizando que A es sdp, podemos construir esta factorizacion (sabiendo que A tiene factor-
izacién LU):

A= LU < A= LDL' (utilizando simetria) <= A = Lv/DvDL' (utilizando definida
positivay d;; > 0) <= A= (L\/E)(L\/E)t — LIt

El algoritmo para obtener la factorizacién cholesky tiene complejidad @ (n?)

1.4 Factorizacion QR
Motivacién: Resolver sistemas de ecuaciones mas eficientemente.

Q € R™ ™ es otrogonal <= QQ'=Q'Q =1

Propieadades:
« Colunas/filas ortonormales
- lQlls =1
e ko(Q) =1, es una matriz estable
e ||Qz]|, = ||z||5, preserva la norma 2
o Producto de ortogonales es ortogonal
o |det(Q)] =1

Si conocemos @ ortogonal R triangular superior, tal que A = QR, entonces:
Az =b < Rx = Q%
Y podemos resolver ese sistema en ((n?)
Algoritmos para encontrar factorizacion QR:
« Método de givens (rotaciones)

Utilizando la matriz ortogonal que rota a todo vector del plano en angulo 8 en sentido horario

vty o)

Buscamos la W tal que dados z,y = (H%Hz) se cumpla Wz =g

Por cada elemento de la matriz A que este debajo de la diagonal, usamos una W,;; que ponga
un 0, “metiendo” la W es una matriz identidad.

W, W, —2,n " W1,n "'W1,2A =R

n—1ln'"n
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A= (Wi W, e Wy W,

nfl,n)R
A=QR

Costo total del algoritmo: O(n?)
« Método de Householder (reflexiones)

Utilizando la matriz que refleja a todo vector respecto a un plano dado por u,v. H ortogonal
tal que:

Hx =1y
Hu=—u
Hy=wv

u, v forman una base, entonces = au + fvy y = au — fv
La matriz H que buscamos es H = I — 2uu?

e H es simétrica y ortogonal
Sean z,y,Z # U, ||Z||s = ||y]|, existe una H tal que Hz =y

Llamamos v =2+ 7y u = I\;:;\

l2
Ahora en cada paso vamos a tomar  como una columna de A (desde la diagonal) e
[1z]]

0
0
De nuevo “metiendo” la H en una identidad, ya que en cada paso es de una dimensiéon menor.

H —1HTL—2 "'HlA - R

A= (H{--H )R
A=QR

Costo total del algoritmo: @(n?)
Propiedades:

e Sea A no singular, existen tnicas ) ortogonal y R triangular superior con r;; > 0 tal
que A=QR
o Toda matriz tiene factorizacion QR



1.5 Autovalores

Sea A € R™"™ se dice A € R autovalor si existe v € R™, v # 0 tal que
Av = v

Radio espectral: p(A) = max [}

A autovalor

A — M es no inversible

Polinomio caracteristico: P(A) = det(A — A\I) se cumple que: X autovalor <= A\ raiz
de P(\)

A tiene n autovalores contados con multiplicidad

v autovector —> «v autovector

Propiedades:

e \autovalor de A =— )\ — « autovalor de A — ol

A autovalor de A con v asociado = AF autovalor de A* con v asociado
Q) ortogonal = autovalores reales son 1 o —1

Si Ay, Ay, o+ A, autovalores distintos = vy, v,, ..., v, son L.I.

Ay A?! tienen mismos autovalores

Discos de Gershgorin Sea A € C"*" yr, ="

k=1,k+i |azk|

D;={zeC:lz—ayl <r}
- Si A autovalor de A = A € D, paraalgini-Si M = D;; UD,;, U---D, . es disjunto del
resto de los D; = hay exactamente m autovalores en M contados con multiplicidad.

Definicién: A, B son semejantes si existe P inversible tal que:
A=P'BP

- Ay B tienen los mismos autovalores

A es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal:

A diagonalizable <= tiene base de autovectores

Sea A € R™™ vale:

e Si A simétrica = tiene autovalores reales

o Si A tiene autovalor real = existe autovector asociado real

o A simétrica y A, Ay distintos = v; L v,

s Q ortogonal, \ autovalor de A <= ) autovalor de Q*AQ (semejantes)

¢ Si A tiene autovalores reales = 3 @ ortogonal tall que Q*AQ = T con T triangular
superior

o Si A essimétrica = T es diagonal y elementos de T"son autovalores de A y columnas
de () autovectores

o Si A es simétrica = tiene base de autovectores



Esto ultimo implica que si A es simétrica, entonces es diagonalizable.

Método de la potencia Sea A € R™™ |\ | > [Xy| > > |\, | v ¢°,]|¢°|]s = 1. Se define
la siguiente sucesion:
qk _ Aqk—l
|| Ag~ 1]
Siqy = Z?:o a,;v; con ay # 0 (utiliza vy en la C.L.), esta sucesién converge al autovector vy,
v A, = (¢¥)! Ag¥ converge a ).

Este método nos da el autovalor y autovector dominante. Se lo puede combinar con deflaciéon
para obtener los siguientes autovalores:

Sea H matriz ortogonal tal que Hv; = e; (asumiendo [|vq||y = 1):

A dl
t_ (M
= (3 %)
Como Ay HAH! tienen los mismos autovalores, los otros autovalores de A corresponden a
la matriz B (Ay, ..., A\,).

1.6 Factorizacion SV D

Motivacion: Tener una factorizacion que sirva para cualquier matriz para resolver diferentes
problemas. Por ej: para resolver cuadrados minimos. No se necesita que la matriz sea
cuadrada.

Vamos a escribir a una matriz A € R™*" como A = UXV? donde U € R™*™, V € R™ " son
ortogonales y ¥ € R™*" es “diagonal”.

Sea r = rg(A), la matriz ¥ tiene r valores o, > 0 en la diagonal, ordenados de mayor a
menor. Y luego completa con 0.

0, 2>2092>--20,.>0

Estos son los wvalores singulares de la matriz A. Se cumple

e vy,...,v, autovectores de A*A son las columnas de V/

e Uy,...,u,, autovectores de AA" son las columnas de U

e 0, =4/, con )\, iésimo autovalor de A*A (A\; > \y > - > \)

Entonces también debe valer:

e Av, =o0;u; coni=1,...,r
e Av;,=0coni=r+1,...,n
o Alu,=ov,coni=1,..,r
o Alu,=0coni=r+1,..,n

AA! y A A son matrices simétricas y semi-definidas positivas, por lo que sus autovalores son
mayores o iguales a 0. Tienen exactamente r autovalores positivos.

Propiedades:



||A||2 = 00_1
o Ky(A) =2+

On

A||p = ol + 03+ + 02

Para conseguirla: Calcular AA* (6 A*A), calcular sus autovalores y autovectores con eso
tendremos U (6 V) y los valores singulares. Luego armar V (6 U) utilizando las ecuaciones.

1.7 Meétodos Iterativos

Motivacién: armar una sucesion que converge a la solucion del sistema con el objetivo de
que sea mas eficiente que los métodos exactos (como EG).

Esquema basico: dado z° € R” se define ¢! = T2% + C.

A es una matriz convergente (converge V ¥ inicial) <= 1. lim, ,__ Ai-“j =02 p(A)<13.
200 | APz =0V zeR"

Propiedad: - Si p(4) <1 = I — A es no singular y Z;io Ak = (T —A)!

lim |A¥|| = 0 para toda norma inducida 4. lim,_,__

Vamos a separar A = D — L — U, D tiene los elementos de la diagonal, L, U tienen los
elementos de arriba y abajo de la diagonal cambiados de signo.

Ar=b < (D—L—-U)x =10

2 =
E: TR J

J=1,5#1
Que se puede escribir matricialmente de la siguiente manera:

xk—&-l — D_l(L+U)$k —|—D_1b

Asumiendo a;; # 0 V i, ya que D tiene que ser inversible. Utilizando la ecuacién
anterior, se puede ver que si converge lo hace para la soluciéon del sistema.

e Método de Gauss-Seidel

k+1l k+1
Ly _<bi_2293 Zawj

7j=1 J=t+1

e Método de Jacobi

k:+1)

La idea seria aprovechar los coeficientes ya calculados (los x intuyendo que puede

ayudar a la convergencia.
" =(D— L) 'Us*+(D—L)"b
Asumiendo a,; # 0 V i, ya que D — L tiene que ser inversible.

Matrices particulares: - Si A es edd = método de Jacobi converge - Si A es edd —
método de Gauss-Seidel converge - Si A es sdp = método de Gauss-Seidel converge

Cota del error: Sea T tal que ||T'|| < 1 para alguna norma inducida: - T"es convergente:
p(T) < ||T|| para toda norma inducida. - ||z — zF|| < ||T||*||lz° — z|| - ||z — 2%|| <

Al O||

il — =



1.8 Cuadrados Minimos

Motivacion: encontrar una funcién que aproxime a un conjunto de datos.

Tenemos (z;,y;) con i = 1,...,m. Vamos a buscar f € & tal que:

min( max |f(z;) — 3;]) (minimax)

?é%l(g( f(x;) —y,;)?) (cuadrados minimos)

El problema de minimaz es que un dato “malo” puede afectar mucho. Se utiliza cuadrados
minimos por derivabilidad.

Dado un conjunto de funciones {¢;,...,¢,} LI = F = {f(x) = Z;;l c;¢;(x)} El
problema de CML se puede escribir:

min(Z(f(mi) —y;)?) = cmi% (i(z c;0i(z;) — yi)?)

fe7 = Lesn 57 52

Y esto lo podemos escribir matricialmente de la siguiente manera, A € R™*" b € R™,z € R™:

¢1(z1)  Po(zy) - Pp(xq) Y1 €1
A= ¢1(:372> o3 (:x2) ¢n (x2) h— 3/:2 o= C:2
gbl (xm) ¢2 (xm> d)n(‘xm) Ym, Cp

Y el problema de CML Se formula COIMO:
xeﬁ?” | | b| |2

Utilizando la siguiente propiedad: Im(A) P Nu(A') = R™, podemos escribir b = by + by con
by € Im(A),by, € Nu(A?) Y podemos reescribir CML:

min ||Az —b||3 = min ||y —b,||3 +]||by]|? (utilizando b, L b,)
xeR™ yelm(A)

El segundo término no depende de y, entonces la solucién al problema es y = b;, que siempre
existe porque b; € Im(A). - La solucién es unica <= columnas de A son LI

Ecuaciones normales: Para hallar la soluciéon de cuadrados minimos alcanza con resolver:
AtAx = Alb
Y sirg(A) =n = A'A inversible =
r=(A'A)"TA%
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Maneras de resolver el problema de CML: - Utilizando Q R Vamos a separar en 2 casos:

1. rg(A) = n En este caso, A = @ (?) y 1;; # 0 ya que rg(A) = n, entonces R inversible.

min ||Az — b[[3 = min ||Q"Az — Q'b|[5 = min ||Rz — b"[5 + |[b" |3

Llamamos Qb = (b™,b(™~™)) por lo tanto la solucién es: = R~1b™ 2. rg(A) =r <n

En este caso, A= Q( 1 ]?)2

permutacion de la matriz para que queden elementos no nulos en los primeros r lugares.

), R, € R™" triangular superior de rango r y A= APuna

Llamamos Pz = x:

min || Az — b3 = min [|APE — |3 = min |Q"AP7 — Qb3
me n ’VL n

HelgHleU + Ry — b I3 + (b3

Qb = (), "), por lo tanto la solucién es: R,z b( ") — Ryz2™=7) Notar que hay que
volver a obtener x = Pz, y que tenemos libertad para R,T (m—r)

« Utilizando SV D Utilizando A = UXV! < U'A = XV!
min ||Az — b||3 = min || U Az — U?b||2 = min ||ZViz — U'||3
zeR™ zeR™ reR™
Sea y = Viz:
mln Xy — Uth||2 = mln Z (o9, — (Uh),;)? + Z (U),)?

La solucién a esto sera:

(U*D),

0;

yZ: Vizl,...,’l“

Y puede tener cualquier valor para ¢ = r+1,...,n. Luego la soluciéon a CML es x = Vy
e Sise busca z de minima norma 2 = y, =0Vi=r+1,...,n

1.9 Interpolacion
Motivacion: encontrar una funcién que pase exactamente por un conjunto de puntos.

Al igual que en CML, vamos a tener un conjunto de puntos (x,,y,), pero buscamos una
funcién (en particular un polinomio) que los interpole, es decir que pase exactamente por
€s0s puntos.

Buscamos P(x) polinomio de grado < n tal que P(z;) =y, Yi.

Vamos a utilizar los siguientes polinomios L:

_ 3
Lnk -

Este polinomio cumple:

10



o Es de gradon
* Lnk<xk) =1

Con esto construimos el polinomio que queremos de la siguiente manera:

P(z) = ZykLnk
k=0

o P(x) es de grado <n
« Plz;)=y; Vi
« Este polinomio es tinico

Error: Sea f(z) € C"1[a,b], P(z) polinomio interpolante, Z € [a, b]

frHEE) .

3EE) ¢ S@) = PE) + TR 6w (E ) - (E )

Utilizando esta formula del error, se puede demostrar la unicidad del polinomio interpolante.
Asumiendo que hay P;, P, polinomios interpolantes y viendo que P, = P.

Otras maneras de construir el polinomio:
« Diferencias divididas Dados (z;, f(x;)):

1. Orden 0: f[z,] = f(z;)

2. Orden 1: flr;,z,,,] = W

Fliirso®ig=Fl2s T ippa]
Titk— T4

3. Orden k: flz,,z;,q,..., %, 1) =
Con estas definiciones podemos construir el polinomio de la siguiente manera:
P(z) = flzo] + flro, v )(x — o) + flg, 21, 2] (2 — 20 (2 — 21) + -
o flzg, (@ — o) o (@ = xpy) + oo -z (@ —xg) o (@ — 2 y)

La ventaja de esta escritura es que podemos agregar puntos sin tener que calcular todo el
polinomio de cero.

« Polinomios @Q,; (de Neville)

Dados z, ..., x;, el polinomio interpolante F,; , puede expresarse:
p . (z — xj)POI...jfljJrl...k — (z — "L)i)POI...ifliJrl...k
01..k — —
T, —T;
Sea @,; polinomio interpolador de grado < j en los puntos x;_j;,x; ;.q,...,;
Qij = Pzej...z‘
Q. = (z — mi—j)Qij—l —(z— xi)Qi—lj—l
ij =

11



De esta manera representamos al polinomio en funcién de dos polinomios que interpolan un
punto menos, y al momento de agregarse un punto nuevo podemos construirlo, ya que el
polinomio se construye de manera incremental.

<'CC — xO)an—l (aj> — ('I — xn)Qn—ln—l(x)

Ly — 2o

Esto permite establecer una recursion = @,,,, depende de Q,,_1,,_1 ¥ Q1
Interpolacion segmentaria:

La idea es no interpolar todos los puntos con una funcién, sino tomar de a 2 puntos e
interpolarlos intentando evitar polinomios de grado alto que pueden tener muchas oscilaciones.

Sean (z;,y;) para ¢ =0,...,n con z; < x,,,: 1. Lineal: interpolacién lineal entre cada par
de puntos: Tenemos n polinomios de la pinta L,(z) = a; +b,(x — z;): - 2 incdgnitas por cada
uno = 2n incégnitas - 2 ecuaciones por cada uno (para interpolar) = 2n ecuaciones -
L,(z;) =vy; - Ly(x;,1) = y;.; Cada L; queda univocamente determinado. El problema es
que nos da una funcién continua pero no derivable, por eso muchas veces es deseado utilizar
un grado mayor.

2. Cuadratica: interpolacion cuadratica entre cada par de puntos Tenemos n polinomios
Q;(x) = a; + bj(x — ;) + ¢;(v — x;)?

e 3 incodgnitas por cada uno = 3n incognitas
e 2 ecuaciones por cada uno => 2n ecuaciones
- Qi(z;) =y
= Qi(®ip1) = ¥in
Y podemos pedir también: Q;(x,;, ;) = Qi (1) = n—1 ecuaciones (derivabilidad)
Tenemos 3n incognitas y 3n — 1 ecuaciones. Se le puede agregar una condiciéon en la derivada
de alguno de los extremos, pero se pierde simetria.

3. Cubica Tenemos n polinomios S;(z) = a; + b;(x — z;) + ¢;(z — x;)? + d; (v — z;)?

e 4 incognitas por cada uno = 4n incognitas
» 2 ecuaciones por cada uno = 2n ecuaciones
— Si(@;) =y,
= Si(@i1) =Y
o Para derivabilidad pedimos:
- S{(x;41) = 8] 1(x; ;) = n—1 ecuaciones
" _an .
- 87 (x;1) =S/ 1(x;41) = n—1 ecuaciones

Tenemos 4n incognitas y 4n—2 ecuaciones. Hay dos alternativas para las ecuaciones restantes:
- Que la derivada segunda en los extremos se anule: Sg(z,) =S, _;(x,,) = 0 - Que la derivada
primera en los extremos coincida con la del polinomio interpolante: S)(z,) = f'(xy) ¥

/ _pr
nfl(xn) - f (xn)
En ambos casos el sistema es edd, por lo que la solucion siempre existe y es tnica. Esto se

demuestra dando la solucién univoca del sistema.
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1.10 Aritmética de la computadora

Motivaciéon: analizar la manera en la que se representan los niimeros reales en la computa-
dora.

En una computadora solo podemos representar niimeros con una cantidad de digitos fija y
finita, por lo que se diferencias de los nimeros reales. Esto genera que al hacer calculos en
una computadora, esta puede generar error numérico.

o Float: estandar de la IFEE para representar ntimeros con decimales. Utiliza signo,
mantisa y exponente.

Se dice underflow cuando un resultado es menor que el minimo representable, y overflow
cuando sucede con el maximo. Depende de la cantidad de bits utilizados (single, double, etc.)

Los ntimeros representados no estan uniformemente distribuidos sobre la recta real, cuanto
mas nos alejemos del 0, mas espacio habra entre dos ntimeros.

Sea x* el valor que pretende aproximar a x:

o Error real: v —z*
o Error absoluto: |x — z*|

je—a|

e Error relativo: 2]

Esto se extiende a vectores cuando se trabaja en R"

Se puede definir un € en la maquina tal que: - € = % B~ donde B es la base y t es la precisién
|z—=*|

7] < € Es decir € es una cota para el error relativo.

- = VYV x dz* tal que

Problemas en los célculos:

1. Cancelacién: Al restar dos niimeros cercanos entre si, el resultado serd cercano al
0 por lo que se pueden perder digitos significativos. Esto se puede esperar cuando
la —b| << |a| + |b]

2. Producto con ntimeros grandes/Divisién con nimeros pequeios: En este caso
se observa una amplificacién del error cometido. Al dividir a z* por 107", el error
absoluto cometido se multiplica por un factor 10™.

3. Suma: Al sumar muchos términos, el error cometido total va a variar dependiendo
del orden de los sumandos. Para esto hay dos propuestas: ordenar ascendentemente
o descendentemente los niimeros antes de sumar. También existe el algoritmo suma
Kahan, que intenta minimizar el error cometido al sumar muchos niimeros.
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