FINAL DE ALGEBRA 1
(25-10-22)

N. L
(nibanez123@gmail.com)

“...hacia donde el crepisculo corre borrando estatuas.”
Pablo Neruda

Ejercicio 1
Sea X = {1,2,...,13}. En P(X) se define la relacién:

AR B <= existena € Ay be B tales que a | b.

(a) Decidir si la relaciéon R es reflexiva, simétrica, antisimétrica y/o tran-
sitiva.

(b) ;Cudntos conjuntos B € P(X) satisfacen que {2,3} R B?

Resolucion:

(a) ® R no reflexiva: si A = & entonces A K A, pues no existen a,b € A
tales que a | b, ya que en A no hay ningtn elemento.

e 1 no simétrica: si A = {1} y B = {2} se tiene que A R B pues 1 | 2,
pero B ¥ A pues 21 1.

e R no antisimétrica: si A = {1,4} y B = {2} se tiene que A R B pues
1|2y BR Apues 2|4, pero A+# B.

e R no transitiva: si A = {2}, B = {2,3} y C' = {3} se tiene que A R B
pues 2 | 2y B R C pues 3 | 3, pero A X C pues 21 3.
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(b) Notar que
{2,3} R B<= existebe Btalque2|b o 3|b.
Luego,

{2,3} X B<= paratodobe B, 2¢b y 31b
— BC{1,57,11,13).

Por lo tanto, la cantidad de conjuntos B € P(X) tales que {2,3} ® B
es 213 — 2° = 8192 — 32 = 8160.

Ejercicio 2

Para n € N sean

Ay =

T =
s
o
3
I

Probar que para todo n € N,

b, < 3a,,.

Resolucion:

Usamos induccion. Sea, para cada n € N, la afirmacién dada por
P(n) : b, < 3a,.

Veamos que vale P(n) ¥V n € N.
Sin=1resultab; =1<3=3-1=3q.
Sea n € N. Supongamos verdadera P(n) y veamos que lo es P(n+1). La

afirmacién P(n + 1) es verdadera si y sélo si Z(n+1 <3 Zzg %
Tenemos que

n+1 n? n+1)
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por H. 1., y por lo tanto basta ver que

nt1)2
(n+1) 1

1
Z Eggn—i-l

k=n2+1

, pues 3Y 0 ¢+ 325 = 3an 1.

2
En Z(nH) 1 tenemos 2n + 1 términos, cada uno de ellos menor o igual

k=n2+1 k
al primero, es decir, a n+4—1 Entonces,
(n+1)?
1 1 2n+1
— < (2 1 = )
Z k_(n+ )n2+1 n?+1
k=n2+1
Luego,
2 1 1
ntlog o M2 43n+1<3n+3 ©3n<n?i2

n?2+1~ n+1

que vale para todo n > 2.
Resta ver entonces el caso n = 1. Tenemos que

(141)2

13
=—<
12 —

DN W

| =
| =

4
k=12+1 k=2

Probados el caso base y el paso inductivo, se concluye que P(n) es ver-

dadera V n € N.

Ejercicio 3
Hallar todos los pares (a,b) € N x N tales que (a:b) =1y

a 6b 7
-4+ =+ - cZ.
b+7+a€



Resolucion:

Tenemos que

6b 7
%+7+—ez = Tab | 7a® + 6ab® + 49b.
a

Luego, si 7Tab | Ta®+6ab*+49b entonces 7 | Ta®+6ab*+49b, a | Ta*+6ab*+49b
y b | 7Ta* + 6ab* + 490.
En primer lugar,

7| 7a* 4 6ab® +49b & T|6ab® & T|ab® < T|laoT|b,

donde la primer equivalencia vale pues 7 | 7a* + 49b, la segunda pues (6 :
7) =1y la tercera pues 7 es primo.
En segundo lugar,

a|7a®+ 6ab®> +49b < a|49b & a | 49,

donde la primer equivalencia vale pues a | 7a* + 6ab® y la segunda pues
(a:b)=1.
En tercer lugar,

b|7a*+6ab®> +49b < b|7a® & b7,

donde la primer equivalencia vale pues b | 6ab® + 49b y la segunda pues
(a:b)=1.

Entonces, Tab | Ta®+6ab®+49b implica 7 |ao 7 | b,a |49y b | 7,y por lo
tanto tenemos que hallar todos los pares (a,b) € N x N con (a : b) = 1 para
los cuales valen esas tres condiciones (y después probar si para cada uno de
ellos resulta 7ab | 7a® + 6ab* + 49D, pues las tres condiciones son necesarias,
pero no sabemos si suficientes, pues las obtuvimos a partir de una implicacién
y no de una equivalencia).

Los pares (a,b) € Nx N con (a:b) =1 tales que 7 |a,a |49y b| 7 son
(7,1) y (49,1).

El tnico par (a,b) e Nx Ncon (a:b)=1talque 7|b, a |49y b| 7 es
(1,7).

Luego:
» (a,b) = (7,1):
Tab | Ta® + 6ab® + 49b <= 49 | 434,
que no vale.



» (a,b) = (49,1):
7ab | Ta? 4 6ab® + 49b <= 343 | 17150,
que vale.
» (a,b) = (1,7):
Tab | Ta® + 6ab* + 49b <= 49 | 644,
que no vale.

Concluimos entonces que el tnico par (a,b) € N x N con (a : b) = 1 tal
que 7ab | Ta® + 6ab® + 49 es (49,1).

Ejercicio 4
Hallar el resto en la divisién por 55 del niimero

1000

k%,

Resolucioén:
Sea S = 3,20 k%, Como (5: 11) = 1, resulta
S=r (médbs) & S=r (médb) y S=r (mdd 11)

< r5(S)=r (médb) y ri(S)=r (mdd 11),

donde r = r55(9).
Calculamos 75(.5). Tenemos que



pues, para cada 1 < j < 4, hay 200 nimeros entre 1 y 1000 con resto j en la
divisién por 5, que son los de la forma 5k + 7 con 0 < k£ < 199. Entonces,

4
$=200) =0 (mdd5)
j=1
porel P. T. F.
Ahora calculamos r11(.S), procediendo como antes. Tenemos que
10 1000 10 1000
S = kY = 420 (mod 11).
=0 k=1 =0 k=1
’ r11(k)=j ’ r11(k)=j
Luego,
10 1000 10 1000 10 10
S DD MRS SR 3
J=0 k=1 j=1 k=1 j=1 j=1

r11(k)=j r11(k)=j

pues, para cada 1 < j < 10, hay 91 nimeros entre 1 y 1000 con resto j en la
divisién por 11, que son los de la forma 11k + j con 0 < k£ < 90. Entonces,

10 10 10
S=91) =3 =3 "j"=3.10=8 (méd 11)
j=1 j=1 j=1
porel P. T. F.
Finalmente,
S=r (médbhs) < 0=r (médb) y 8=r (mdd 11),

y por lo tanto r = 30.
Se concluye asf que r55(z,1€()zof k20) = 30.



