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1 Introduccion

Proposicién 1 (Principio de Arquimedianeidad). Si x es un nimero real, entonces existe n € N tal que
n>ux.

Demostracion. Seanxz € Ry X = {k € N: k < z}. Si X = (), entonces el principio vale pues 1 > x y se puede
considerar n = 1. Si z # (}, como estd acotado superiormente (por z), tiene un supremo s = supX € R.
Necesariamente debe existir kg € X € N tal que s — 1 < ky (pues s — 1 no es cota superior). Tomando
n==ky+1setienen e Nyn>s. Osean¢ X loque implica que n > z. O

Proposicién 2 (Equivalencia de Supremo). s es el supremo de A si y sélo si:
s> a para todo a € A
w dado € >0 existea € A tal que s —e < a

Demostracion.
=) El primer item es trivial. Por otro lado, dado € > 0, se tienen s — & < s, por lo que s — e no es cota
superior de A. O sea, existe a € A tal que s — ¢ < a, lo que prueba el segundo item.

<) Es necesario probar que s es la cota superior mds chica. Sea s’ una cota superior mds chica que s
(O sea s’ < s) yseae =s—s > 0. Esto es absurdo porque contradice la hipétesis de que para cualquier
€ > 0, existe a € A tal que s — e < a. O



2 Swucesiones

Proposicién 3. Si s = sup A entonces existe una sucesion creciente a,, € A tal que a,, = s. Si s € A, se
puede elegir a, estrictamente decreciente.

Demostracion. Si s € A, basta tomar a,, = s la sucesién constante (que, por definicién es creciente). Si no,
tomamos algin elemento a; € A, y ponemos aj := a7.

Ahora consideremos a; = ‘“TJ“S Vale que a3 < s. Entonces existe as € A tal que a3 < as < s. Si no
existiera, as seria cota superior de A, lo cual es imposible pues a3 < s. Asi vamos definiendo @, como el
promedio G"’Tﬁs, y tomamos como a,, cualquier elemento de A que esta entre @,, y s. La sucesién a,, verifica
ser creciente (pues a, > a, > a, — 1) y vale que

O<ar<ay<az<...<ap

S—an_1

0<s—a, < —5—<...< 37zH

O sea que lim a, = s. O
n—oo

Proposicién 4. Toda sucesion {a,} C R tiene una subsucesion {an, } mondtona.

Demostracion. Se dice que un término a; es dominante si verifica que Vk > i vale que a; < a;. Ahora se
deben considerar dos casos: que haya finitos o infinitos términos dominantes:
» Infinitos términos dominantes: Sean n; < n2 < ng,... los indices tales que a,, es un término
dominante. La subsucesién {ay, }, por tener todos términos dominantes, verifica que:
Ap, = Apy = Apg = - -
Con lo que hemos construido una subsucesion decreciente y, por ende, mondtona.

» Finitos términos dominantes: Sea a, el ultimo término dominante. Consideremos a,,, := ay+1 0
sea, el primer término después del dltimo término dominante (si no hay ningtin término dominante
tomamos n; = 1). Como a,, no es dominante, sabemos que existe ny tal que an, > an,. A su vez,
como a,, tampoco es dominante (pues ns > u y u era el diltimo término dominante), tiene que existir
un ng tal que an, > an, > an,. De esa forma, siempre podemos hallar ny tal que

Unp > Qpy_y > o2 > Apy > Gp,y
Con esto, hemos construido una subsucesién creciente y, por ende, mondtona.

O

Proposicién 5 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion {a,} C R acotada tiene una subsucesion {an,} con-
vergente.

Demostracion. Sea {an, } una subsucesién monétona de {a,} (que se puede extraer por la proposicién ante-

rior). Como {ay, } es una subsucesién mondtona y acotada (por ser {a,} acotada), contiene una subsucesién

{an,. } = {an,, } convergente. O
J

n
Proposicién 6 (Cauchy). Sea ai una sucesion de nimeros reales y sea S, = E ay la sucesion de sumas

k=0
parciales. Entonces

1. a, = 0 no implica que la serie converge.
2. Si la serie converge, entonces ar — 0.

3. Una serie de términos positivos ay > 10 es convergente si y sélo si sus sumas parciales estan acotadas
)
pues en este caso, Sy, es una sucesion creciente de niumeros reales.



3 Conjuntos

Proposiciéon 7. Un conjunto C' C R™ es cerrado si y solo si su complemento C¢ es abierto.

Demostracion.

=) Veamos que C° es abierto, o sea, que Vp € C°, p es interior. Sea p € C° no interior. Entonces, Vk € N
se tiene B%(P) ¢ C°, o sea, existe P, € C¢ = C tal que Py € B%(P). Observemos que P, — P (pues
[|Px — P|| < %) Hemos llegado a una contradiccion pues P, € C, P € C'y, por hipétesis, C' es cerrado.

<) Consideremos {Py} C C una sucesién de puntos de C' con limite P € R"™. Queremos ver que P € C o,
equivalentemente, P ¢ C¢. Si se diera lo segundo, existiria r > 0 tal que B,.(P) C C¢. Counsideremos k € N
tal que || Py — P|| < r. Entonces, tendriamos que Py, € B,.(P) C C¢, lo que es imposible pues Py € C. Luego,
P € C, lo que demuestra que C' es cerrado. O

Proposiciéon 8. La clausura C' es un conjunto cerrado.

Demostracién. Sea P € C° un punto cualquiera. Entonces afirmo que existe r > 0 tal que B.(P)(C =0
(de lo contrario, uno podria fabricar una sucesién X de puntos de C tal que Xy — P, lo que dirfa que
P € C, contradiciendo que P € C°).

Esto 1mphca que P es un punto interior de C’ y, como no impusimos ninguna restricciéon sobre P, vale
que VP € C°, P es interior. Esto implica que C* es un conjunto abierto, demostrando que C es un conjunto
cerrado. O



4 Funciones

Proposicién 9. Sea F: A CR® = R™. Sean P € A y L € R™. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

- 1) Jim F(X)=L.

s 2) Para toda sucesion de puntos Py — P, se tiene que lim F(Py) = L.

n—oo

Demostracion.
(1) = (2) Sea Py una sucesién de puntos de A que tiende a P. Entonces por la definicién del limite de
funcién, dado € > 0 existe § > 0 tal que

0<||X-P|l<dyXeA=||F(X)-L||<e.

Si tomamos kg € N tal que k > ko implique || P, — P|| < J, lo anterior nos garantiza que ||F(Py) — L|| < e.
O sea F(P;) — L de acuerdo a la definicién de limite de sucesiones, aplicado a la sucesién Qy, = F'(Py).

(1) < (2) Negar que )}imp F(X) = L equivale a decir que existe £ > 0 tal que para todo § > 0 existe X € A
—

con 0 < |[[X —P|[ <0y |[F(X)—L|| >e. Tomemos § = 1, con k € N, y sea Py el punto correspondiente.
Vemos que P, — P pero, por otro lado, ||F(Py) — L|| > &, con lo cual F(P;) - L, contradiciendo la
hipdtesis. O

Proposicién 10 (Bolzano). Si f : [a,b] — R es continua y f(a).f(b) < 0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(e)=o.

Demostracidn. Supongamos f(a) >0y f(b) < 0. Sea A= {x € [a,b] : f(x) >0} #0 (pues a € A). A tiene
supremo por estar acotado superiormente (pues A C [a,b]) y sea s = sup A. Afirmo entonces que f(s) = 0.
Si no fuera asi, deberfa ser f(s) > 0o f(s) <0.

= f(s) > 0. Deberfa existir un entorno (s —¢,s + ¢) al rededor de s tal que para todo z en el entorno
f(z) > 0. Sea un punto z¢ € (s,s + ¢). Este x¢ verifica que z9 € A (porque f(xo) >0y zo < b) y
ro > s lo cual es absurdo pues s es el supremo de A.

= f(s) < 0. Se demuestra en forma andloga al caso anterior que es absurdo.
Ergo, la tinica opcién que queda es que f(s) =0, que es lo que querfamos demostrar. O

Demostracion alternativa. Supongamos f(a) > 0y f(b) < 0. Sea A = {z € [a,b] : f(xz) > 0} # O (pues
a € A). A tiene supremo por estar acotado superiormente (pues A C [a,b]) y sea s = sup A. Entonces existe
una sucesion creciente {a,} de puntos de A que tiende a s € [a, b].

Como f(ay) > 0 (pues a, € A) entonces f(s) > 0. Afirmo entonces que f(s) = 0. Si no fuera asi, deberia
ser f(s) > 0 y eso es imposible porque deberia existir un entorno (s — €,s + ) al rededor de s tal que
f(z) > 0. Pero, como s < b, podemos tomar zg € [a,b] tal que z¢ € (s,s +¢). Este g € A y es mayor que
el supremo, lo que es absurdo. O sea f(s) = 0. O

Proposicién 11 (Weiestrass). Sean A C R™ compacto y f : A — R continua en A. Entonces vale que:
v 1) Existen m, M € R tales que m < f(X) < M para todo X € A.

» 2) Existen Py, Py € A tales que f(Pp) = min{f(X): X € A} y f(Py) = maz{f(X): X € A}. O
sea, f alcanza su mdximo y minimo en A.

Demostracion.

1) Supongamos que f no es acotada, o sea, que no existe M € R tal que f(X) < M. Entonces debe existir
una sucesiéon de puntos {X3} € A tal que f(Xg) > k para todo k € N. Como A es cerrado y acotado,
{Xk} necesariamente tiene una subsucesion {Xy,} que converge a P € A. (Esto es porque toda sucesién en
un conjunto acotado tiene limite en la clausura del conjunto. Como, en este caso A es cerrado, su clausura



coincide consigo mismo).
Sin embargo, como f(X}) > ky f es continua, es imposible que exista { X4, } convergente a P.

2) Por lo anterior, vale que I'm(f) C [m, M], o sea, es un conjunto acotado de R. Sea s = sup(Im(f)).
Queremos ver que en realidad s es un méximo, o sea, que existe Py; € A tal que f(Pys) = s. Consideremos
la sucesién {X;} € A que, aplicdndole la funcién f, tienda al supremo. Tenemos entonces una sucesién
{Xi} € A tal que klgl(r)lo f(Xgk) =s.

Ahora, de {Xy} extraemos una subsucesién {Xj;} convergente y llamamos a su limite Pys (que, por ser
{X}} una sucesién de A y este ser cerrado, Pys € A). Como f es continua f(Pyr) = kh’m f(Xg) =s. O
—00

Proposicién 12 (Heine-Cantor). Continua en un compacto implica uniformemente continua. O sea, sea
F:ACR"— R™ continua con A compacto. Entonces, vale que F es uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos que f es continua pero no uniformemente continua. Entonces, debe existir
g0 > 0 tal que para todo § > 0, existan z,y € A que verifiquen que ||F(z) — F(y)|| > €o.

Consideremos dos sucesiones {X;},{Y;} € A tales que |[X; — Y|| < . Por lo anteriormente dicho,
debe valer que ||F(Xy) — F(Y)|| > 0. Como A es compacto, deben existir dos subsucesiones {Xp, }, {V%, }
convergentes a X e Yj respectivamente. Consideremos entonces

1Y, = Xoll = I¥i, — X, + X, — Xol| < [[Ve, — Xy || + || Xn, = Xoll < 75 + || Xx, — Xol]
O sea que ambas sucesiones convergen al mismo valor Xg = Yj. Sin embargo, esto no es posible pues
contradice que ||F(X%) — F(Yz)|| > ¢o. O

Proposicién 13. Sea G : [a,b) — R una funcién creciente (b puede ser +00). Entonces existe el limite
h’r?+ G(zx). Ademds, este limite es finito si y sdlo si G es acotada superiormente.
z—

Demostracion. Sea | = sup{G(z) : x € [a,b)}. Por definicién de supremo, dado € > 0, existe xg € [a,b) tal
que l —G(zg) <e.Si|b—z|=b—x < J=b—uz, entonces z < 9 y G es creciente G(x) < G(x(). Entonces

I —G(x) <l—G(zo) <e¢

lo que prueba que el limite existe y coincide con el supremo. En particular el limite es finito si y s6lo si G es

acotada. Entonces, [ = lim G(z) O
z—bt



5 Diferenciacion

Proposicién 14 (Diferenciable = Continua). Sea f: A CR"™ — R, P € A°. Si f es diferenciable en P,
entonces [ es continua en P.

Demostracion. Consideremos
[f(X) = f(P)] < |f(X) = f(P) = Dfp(X = P)+ Dfp(X — P)|
< |f(X) = f(P) = Dfp(X = P)| + [Dfp(X — P)|
< [f(X) = f(P) = Dfp(X = P)| + [[Vfpl] [|(X = P)]]
El dltimo término sale por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
DS (X1 = [V o, X} < NIV Sl X
Dividiendo y multiplicando por ||X — P|| el primer sumando obtenemos:

[f(X) = f(P) = Dfp(X — P)
|X —PJ|

El primer sumando de la derecha tiende a cero cuando X — P por ser f diferenciable en P. El segundo

trivialmente también tiende a cero, con lo cual obtenemos que }}finp f(X) = f(P) o, equivalentemente, f es

F(X) — F(P)] < L lix = Pl 4 195, 11X — Pl <0

continua en P. O

Proposicién 15 (Unicidad del Diferencial). Sea f : A C R™ — R, P € A°. Si existe una transformacion
lineal T,, : R™ — R tal que
[f(X) = f(P) = T,(X — P)|

i = 1
x5p [|X — P 0 (1)
Entonces
1) Existen todas las derivadas direccionales de f en P y vale que
of

5‘V(P) =T,(V) para todo V € R", ||[V]| =1

2) En particular, existen todas las derivadas parciales de f, se tiene fr,(P) = Tp(E;) y la transformacion
Tp es unica.

3) Se tiene Tp(X) = Dfp(X) = (Vfp,X) para todo X € R", y [ es diferenciable en P. En particular, si
Vil =1,

of
== (P)=«(Vfp,V)=Dfp(V
L (P)= (V4. V) = Dfo(V)
Demostracion.
1) Sea V € R”™ tal que ||V|| = 1. Como asumimos que existe el limite (1), también existe compuesto con

cualquier curva que tenga limite P. En particular, si ponemos X = P+ ¢V (con t suficientemente chico para
que X € A), vale que X — P = tV. Tomando médulo, ||X — P|| = |¢|, lo que implica que

0t V) = F(P) ~To(P etV = P)| _\ F(P4V) — f(P)

t—0 |t‘ t—0 t
Esto prueba que fy(P) = lim

—Tp(V)|

f(P+1tV) = f(P)
t—0

que existen todas las derivadas parciales.

= Tp(V). Como V puede ser igual a E;, también prueba

Ademés, como Tp(E;) = f,,(P) vale para toda E; y una transformacién lineal queda determinada por
su valor en una base de R", se deduce que Tp(X) = (Vfp, X).



Supongamos que existe otra transformacién T que verifique la condicién del limite. Entonces, también
debe cumplir que Th(X) = (Vfp, X) = Tp(X).

O

Proposicién 16. Sea f: ACR™ - R y P € A. El gradiente (V fp) es la direccidn de mayor crecimiento
de f en P.

Demostracion. Sea V' de norma unitaria.
fv(P)=(Vfp, V) <(Vfp, VI < [IVIeIl VI = IV fpl

Esto demuestra que la derivada direccional a lo sumo vale ||V fp||. Por otro lado, si consideramos la direccién
del gradiente normalizada poniendo Vp = %, se tiene:

fvr = (Vfp, Vo) = (Ve, oden) = IV /e
[

Teorema 17 (Fermat). Si f : [a,b] — R es derivable en ¢ € (a,b) y c es un extremo local de f, entonces
f'(e)=0.

Demostracion. Supongamos que ¢ es maximo local de f. Por definicién, esto significa que existe € > 0 tal
que si x € (¢ —e,c+¢) entonces f(z) < f(c). Calculemos f/(c¢) por definicién, usando limites laterales:
et =),

f'(c) = lim

z—0~

Esto se debe a que h < 0 (pues tiende a 0 por izquierda) y f(c+ h) — f(¢) < 0 (pues ¢ es maximo local por
hipétesis).

Andlogamente considerando el limite por derecha tenemos que:

fle+h) = [l

") = 1i <0
f10 = Jim == s
Juntando ambas ecuaciones, debe valer que 0 < f’(¢) < 0, lo que implica f'(¢) =0 O

Teorema 18 (Rolle). Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y derivable en (a,b) y ademds f(a) = f(b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Si f es continua en [a, b] y este tltimo conjunto es compacto, f alcanza su mdximo y minimo
en [a, b]. Separemos en dos casos:

» max = min. Si este es el caso, la funcién es la funcién constante y tomando cualquier ¢ € (a,b) vale
que f'(¢) = 0.

= maz # min. Como f(a) = f(b), puede ser que f(a) = f(b) = max o f(a) = f(b) = min (o ninguna de
las dos). Pero necesariamente va a existir ¢ € (a, b) tal que ¢ es méximo o minimo; o sea ¢ es extremo
local. Por el teorema de Fermat, f'(c) =0

O

Teorema 19 (Lagrange). Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces existe ¢ € (a,b)
tal que

f(b) = f(a)

O

Demostracion. Sea la funcién L(z) la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). O sea,



b) — f(a)
b—a
Consideremos la funcién auxiliar g(z) = f(z) — L(z). Dado que L(a) = f(a) y L(b) = f(b), vale que
g(a) = g(b) = 0. Ademds, por dlgebra de funciones continuas y derivables, vale que g es continua en [a, b]
y derivable en (a,b). Entonces g cumple las hipdtesis del teorema de Rolle, lo que nos permite afirmar que

existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0.

+ f(a)

Sea m la pendiente de la recta L. Entonces, tenemos que
f(b) — f(a
0=(e) = f'(e) ~ () = /(o) - LU
b) —
Reagrupando apropiadamente, tenemos que f'(c) = M O
—a

Teorema 20 (Cauchy). Si f,g : [a,b] = R son continuas en [a,b] y derivables en (a,b), entonces existe
¢ € (a,b) tal que

Demostracion. Consideremos la funcion auxiliar

W) = (f(z) = f(a))(g(b) — g(a)) — (9(z) = g(a))(f(b) — f(a))

Dado que h(a) = h(b) = 0y, por construccién, es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Consecuentemente
h cumple las hipétesis del teorema de Rolle. O sea existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0. Pero, por otra parte,
vale que

0= "h'(c) = f'(e)(g(b) — g(a)) = g'()(f(b) = f(a))

Despejando apropiadamente se obtiene la tesis del teorema. O

Observacién 21. Sea F(u,v) = (fi(u,v), f2(u,v), fs(u,v)). Entonces, la formula de la derivada parcial
respecto a la primer coordenada de la composicion queda escrita de la siguiente manera:

OlgoF) _ 09 0f | 99 0fs 0o 0f;
ou  Ofi Ou  Ofy Ou  Ofs Ou

Teorema 22 (Lagrange en R™). Sea f : A CR"™ — R diferenciable con A convexo (o sea, para todo par de
puntos del conjunto el segmento que los une estd totalmente contenido en el conjunto). Entonces, para todo
Q, R € A, existe Py en el segmento que une QQ con R tal que

Q) = f(R) = (Ds(R), @ — R)

Demostracion. Consideremos la parametrizacién del segmento que une @ con R, a(t) = R+ t(Q — R).
Entonces, h(t) = f o a(t) estd definida y es continua en [0,1] y es derivable en (0,1) (por ser composicién
de continuas/diferenciables). Entonces, por el teorema de Lagrange en una variable, existe ¢ € (0,1) tal que
h(1)—h(0) = h'(c). Pero, por regla de la cadena, h'(c) = D fo(c)a'(¢)" = D fy(0)(Q—R)" = (Dg(a(c)),Q—R).
Llamando Py a «(c) obtenemos la tesis. O

Proposicién 23. Si G : B.(P) C R* — R" es diferenciable y ||DgQllc < M para todo Q € B,.(P),
entonces se tiene que ||G(X) — G(Y)|| < M||X —Y|| para todo X,Y € B,.(P)

Demostracion. Si G(X) = G(Y), entonces 0 < M||X — Y| es trivial. Supongamos G(X) # G(Y). Con-
sideremos el segmento que une X con Y, o sea el segmento g(t) = Y + ¢t(X — Y). Pongamos la funcién
auxiliar:

h(t) = (G og(t), G(X) = G(Y))



W (t) = (DGyng' (1), G(X) = G(Y))
1 (t) verifica las hipGtesis del teorema de Lagrange, lo que nos permite afirmar que existe ¢ € (0, 1) tal que
h(1) = h(0) = A'(c)(1 —0)
Reemplazando por la definicién de h, esto nos lleva a la expresién:

(G(X) —G(Y),G(X) - G(Y)) = <DGY+C(X—Y)(X—Y)7 G(X) - G(Y))
IG(X) = GY)I]? < [[DGy e(x—v)(X = Y)||]|G(X) = GY)|| < M||X - Y| |G(X) - G(Y)]|

Como supusimos G(X) # G(Y), entonces ||G(X) —G(Y)|| # 0, con lo cual podemos dividir ambos miembros
por ese término, demostrando la afirmacién buscada. O



6 Implicita e Inversa

Observacion 24. Si F es diferenciable e inversible, y su inversa también es diferenciable, entonces por
regla de la cadena aplicada a F~*(F(X)) vale que

-1
DFply DFx = Id

Donde Id es la transformacion identidad de R™. De aqui se deduce que la diferencial de la inversa es la
inversa de la diferencial de F', o sea:

DFply) = (DFx)™!

Proposicién 25. Sea T : R" — R" una transformacion lineal tal que ||I — Tl||oo < 1. Entonces T es
inversible.

Demostracion. Para ver que es inversible alcanza con ver que ker(T) = {O}. Supongamos que no lo es. O
sea, que existe V # O tal que TV = O. Pero entonces,

(VI =1V =0l =V -TV|| =0 -T)VI < [|(1 = T)[|es VI < H[V]l = [[V]]

Concluimos que ||[V|| < [|[V]|] que es claramente un absurdo. O sea, necesariamente ket(T) = {O} lo que
implica que T es inversible. O

Teorema 26 (Funcién Inversa). Sean F : A C R™ — R" con A abierto y P € A. Si F es C' en A y
DFp : R" — R"™ es una transformacion lineal inversible, entonces existen entornos abiertos V,W de P y
F(P) respectivamente tales que F : V. — W es biyectiva, la inversa F~' es diferenciable y la ademds vale
que, para todo Q € V

DFz'(Q) = (DFq) ™
Con lo cual, en particular, la diferencial de F es inversible en V.

Demostracion.

O
Teorema 27 (Funcién Implicita en R?). Sea f: A C R?2 — R una funcion C* y S = {(z,y) € R? : f(z,y) =

0
¢} una curva de nivel ¢ de f. Supongamos que ——(P) # 0 para algin P € S. Entonces:

dy

w 1. Ezisten un intervalo abierto I C R, una funcion derivable ¢ : I — R y una bola B al rededor de P
tales que S B = Gr(y)

. 2 g—f(x, y) # 0 para todo (x,y) € S(\B y V f(a,) es perpendicular a S en S B.
Y
= 3. Para todo x € I se tiene que
of
/ _ ox
¢'(x) = =37 (z,0(x))
Jy

10



Demostracion.

NOTHING TO
DO HERE

CQ"’%

O

Observacién 28. Sea S = {(z,y) : f(z,y) = k} y sea a(t) una parametrizacion de la curva S. Entonces,
(foa)(t) =k para todo t en el dominio de a. Si asumimos que todas las funciones son derivables, por la

regla de la cadena, vale que
(foa)'(t) = Vf(a(t))((t) =0
O sea que V f(, ) es la direccion de la recta normal a la curva de nivel en el punto (z,y) € S

Teorema 29. Sea f: A C R? — R una funcion C* y S = {(z,y) € R?: f(x,y) = 0} una curva de nivel de
f- Supongamos que %J;(P) # 0 para algin P € S. Entonces

» 1) Ezisten un intervalo abierto I C R, una funcidn derivable o(x),¢ : I — R y una bola B al rededor
de P tales que S(\B = Gr(p)
" 2) g—g(a:,y) # 0 para todo (x,y) € S(\B. Ademds V f(, ) es perpendicular a S en S B.

v 3) Para todo x € I se tiene que

11



7 Taylor, extremos y Lagrange

Proposicién 30. Sea I un intervalo abierto en R y sea f € C™(I). El polinomio de Taylor de grado n
de f en el punto a € I° es el unico polinomio P(x) de grado n que, para todo k € {0,1,...,n}, verifica

PO (a) = £ (a)

La expresion de P es la siguiente:

Ademds, para todo x € I vale que:

f(z) = P(z) + R(x)

donde R(x) = f(x) — P(x) es el resto, que verifica que l{m _R@)
T—a (;r — a)”

=0.

Teorema 31 (Taylor con resto de Lagrange). Sea I un intervalo abierto en R y sea f : I — R una funcidn
n + 1 veces derivable. Entonces, dados x,a € I, existe c estrictamente entre x y a tal que
f"(a) Fr D (e) o1

x

5 ( (x—a)" + (n+71)! (x—a

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + —a)?+...+

Demostracion. Fijados x, a € I, consideremos la siguiente funcién auxiliar dada por g : I — R:
9(t) = f(z) = f(O) = FO@ —t) = 3/ W)@ = t)* — ... = Hf (O (@ = )" = gy (@ — )"

Siendo K una constante apropiada tal que g(a) = 0. Intentemos ver cuénto vale dicha constante. Observemos
que g(t) = f(x) — Py(t) (siendo Py(¢) el polinomio de Taylor de f centrado en t). En consecuencia, g es
una funcién derivable de la variable ¢ y continua en el intervalo cerrado entre x y a. Ademads, se tiene que
g(x) = g(a) = 0, con lo cual, por el teorema de Rolle, existe ¢ entre z y a tal que ¢g'(c) = 0. Pero, se tiene
que

K = {0 (o)

7 _ 5\
0=4¢( ()
= K = f(r+(¢)
Lo tnico restante es evaluar g en el punto a y despejar el valor de f(x). O

Teorema 32 (Clairaut-Schwarz). Sea f: A CR™ — R con A abierto. Si f € C?(A) entonces las derivadas

cruzadas coinciden. Es decir, para todos i, j € {1,2,...,n} se tiene que
0? 02
oy P
8:171' a’Ej (%cj 8;102

Demostracion. Para simplificar la demostracién, consideremos una funcién f : R2 — R y un punto P =
(a,b) € A. A su vez, consideremos las funciones auxiliares

g(t) = fla+t,b4+1t) = fla+1t,b) — f(a,b+1t) + f(a,b)

p(x) = f(z,b+1t) - f(z,0)

Dado que la funcién ¢ es dos veces derivable, podemos plantear el polinomio de Taylor de p(a + t) de la
siguiente forma:

pla+t)=p(a) +¢' (@)t +¢"(c)y

12



donde ¢’ ’(c)% es el resto de Lagrange (lo que permite poner la igualdad). Restando a ambos miembros ¢(a),
obtenemos que

Pa)t+¢" ()Y = pla+1t) —p(a) = ¢'(t)

Reemplazando por la definicién de ¢, obtenemos
F(a,b+t)t+ f'(c,b+ )5 =
2 2 2
= (Y(ab+t) = Y@n) t+ (525 b+ 1) - 525 (eh) &
Si dividimos por ¢? y hacemos tender ¢ a 0, obtenemos

(8f(a b+t) — 2(a, b)) p’ (822gx(c,b+t) -2 (e, b)) s
= 7 + 7

2
Como ég (‘];ac es continua, el dltimo término tiende a cero. O sea

o _ (%L(a.b+1) - 3(ab))

t2 t—0 t

Por definicion, esto es la derivada con respecto a y de la funcién derivada con respecto a z. O sea:

g(t) _ 9°f
150 2 dy 8x(a’ )

Ahora podemos repetir el argumento considerando ¥(y) = f(a +t,y) — f(a,y). Se tiene entonces que
9(t) = (b +1t) —(b) = ' (b)t +¢"(c)5
para algin otro c entre b y b+ t. Escribiendo las derivadas y razonando como antes, vale que

g(t) _ 0*f
50 2 Oz 8y(a’ )

O

Teorema 33 (Taylor en R?). Sea f: A CR"™ — R con A abierto convexo. Supongamos que f es C3 en A.
Entonces, dado P = (pg,p1,-..,0n) € A, para todo X = (x1,xa,...,2,) € A se tiene que

FX) = 1)+ 30 5 =) Yy 5 g, (P~ i) ) 4 Ro(X )

7,1]

Donde la expresion del resto de Lagrange es:

Bp ZZZM 8% 5 () = po)(j — )i — i)

=1 j=1k
con C algin punto en el segmento entre X y P y verifica que:

X-P
lim Rp( )

T
x-pP || X — P|?

Demostracion. Consideremos X, P € A y consideremos la funcién auxiliar

9(t) = f(P+1(X = P))
que es C3 en un entorno del intervalo [0, 1]. Derivando, obtenemos

n

Z

)i = pi)

13



Derivando nuevamente, obtenemos

Derivamos una vez mas y obtenemos

n n 2 !/
00 =5 (Gt (P X = P)) ay~)as )

i=1 j=1

n n n 3
= YN G (P HX = P = pi)ay =)~

i=1 j=1 k=1

Ahora utilizamos la férmula de Taylor de orden dos, en una variable g en el intervalo [0, 1], que nos dice que

9(1) = 9(0) +9'(0) + 39"(0) + 54" (c)

donde ¢ € (0,1). Observemos que C = P 4 ¢(X — P) es, en efecto, un punto en el segmento que une X con
P. Reemplazando en esta féormula la definicién de g y sus derivadas se tiene la férmula del enunciado del
teorema.

Sin embargo es necesario ver que el limite da cero. Para eso, debemos observar que, dado que las derivadas
terceras son funciones continuas (pues la funcién es C?), tomando algin compacto al rededor de P, son
funciones acotadas. Por esto, si X estd cerca de P, se tiene que

O3f
Z 4

) <M
‘= Oxy, 0z Ox;

»

=1y

A su vez, como |z — pillz; — pil|lzi — pi| < ||X — P|[?, se deduce que
1
[Rp(X = P)| < cM||IX = PI?

si X estd suficientemente cerca de P. Dividiendo por ||X — P||? y tomando limite X — P se tiene la
desigualdad buscada. O

También es posible escribir esta misma demostracion con notacion vectorial

Demostracion con notacion vectorial. Consideremos la misma funcién auxiliar g(t) = f(P+t(X — P)) y sus
respectivas derivadas:

g ) =(Vipyx-p),X —P)
g'#) = ((Vipyex—p)), X = P)=(Hfpyyx—p) (X —P),X - P)
g"(t) = (D?fpiyx-p)- (X —-P)- (X —-P),X - P)

Nuevamente, consideramos la férmula de Taylor en una variable para la funcién g:

9(1) = 9(0) +¢'(0) + 39"(0) + £4"(c)

con ¢ algin punto en el intervalo (0,1). Entonces
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1
(Hfp(X = P),X = P)+ 6<D3fP+c(X—P) (X =P)-(X=P),X-P)
donde ¢ € (0,1) con lo cual C = P + ¢(X — P) estd efectivamente en el segmento que une P con X.
Observemos ademas que:

(D3fo(X — P)- (X — P),X — P)| < ||D3fc(X — P)||so||X — P|?

1
2\ 2
OO)

Notemos que H % involucra, para cada i, las derivadas de orden 3 de f. Como cada una de ellas es una
i

funcién continua por hipétesis, para un entorno de P, es también, una funcién acotada. Entonces, si X

esté cerca de P, vale que

N |

f(X)=f(P)+(Vfp, X = P)+

y, por el lema previo,

IDYelX = Pl <3 (HHa g

af 3
HHﬁxz"C N < n- max Doy 0wy 07 (C)‘ <M
Luego, se tiene que
1
[Rp(X = P)| = c|{D* fo(X = P) - (X = P), X = P)| < M||X — P|I’
de donde se deduce inmediatamente el teorema, pues
[Rp(X — P)|
g < M||X - PJ|
|X — P2
para cualquier X lo suficientemente cerca de P. O

Teorema 34 (Multiplicadores de Lagrange en R3). Sea f : R® — R una funcién diferenciable y g : R® — R
una funcién C'. Sea P = (p1,p2,p3) tal que V4 (P) # (0,0,0). Si P es un extremo de f restringida a la
superficie de nivel S = {(z,y,2) € R : g(z,y,2) = g(P)}, entonces

Vi(P) = AVy(P)
O, equivalentemente, V§(P) y V4(P) son linealmente dependientes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la coordenada de g que no se anula es la tltima.
O sea % £ 0. Por esto y porque g es C', podemos aplicarle a ¢ el Teorema de la funcién Implicita, que nos
permite afirmar que existen una funcién ¢ : R? — R biyectiva y derivable y dos entornos U y V centrados

en (p1,p2) ¥ ps respectivamente tales que ¢(p1, p2) = ps.

Consideremos ahora G(z,y) = g(z,y, ¢(x,y)). En un entorno del punto (p1,p2), G es una funcién cons-
tante pues (p1,p2,©(p1,p2)) € S. Consecuentemente, su gradiente en (p1,p2) se anula: Vg (p1,p2) = 0.
Ahora, mediante la regla de la cadena, expandamos la expresién de sus derivadas parciales.

Go(P) = go(P) -1+ gy(P) - 0+ g=(P) - ¢ (p1,p2) =0
GJC(P) = <v9(P)7 (1,0,<,0/(p1,p2))> =0 (2)
Operando andlogamente con su derivada parcial con respecto a y,

Gy(P) = g5(P)-0+4gy(P)- 14 g.(P) - ¢ (p1,p2) =0
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Gy(P) = <V9(P), (0717@/(101,;02)» =0 (3)

Sea II el plano generado por los vectores (1,0, ¢’ (p1,p2)) v (0,1, ¢’ (p1,p2)). Las ecuaciones (2) y (3) nos
muestran que el vector gradiente de la funcién g evaluado en el punto P es ortogonal al plano II.

Dejando esto de lado momentdneamente, consideremos ahora la funcién F(z,y) = f(x,y, p(z,y)). Como
f restringida a S tiene un extremo en P (supongamos que es un mdximo. El caso de minimo es andlogo),
vale que
F(p1,p2) = f(p1,p2, ¢(p1,p2)) = f(p1,p2, (P1,p2)) = f(21, 72, 73)
para cualquier terna (z1, zo, x3) suficientemente cercana a (p1,p2, p3). Pero como vale para cualquier terna,
en particular vale para las ternas de la forma (x1,x2, p(z1,z2)). O sea, vale que
F(p17p2) = f(plvaa@(plva)) 2 f(xl,l'z,@(mhl'g)) = F(x()wrl)

para cualquier par (zg, 1) suficientemente cercano a (p1, p2). Pero esto significa que la funcién F restringida a
S tiene un extremo local en S, de lo que se deduce que su vector gradiente en (p1, p2) se anula: Vg (p1,p2) = 0.
Aplicando la regla de la cadena, obtenemos que:

Fo(P) = fo(P) -1+ fy(P) -0+ fo(P) - ¢'(p1,p2) =0
Fu(P) = (V(P), (1,0,¢'(p1,p2))) =0 (4)
Operando andlogamente con su derivada parcial con respecto a y,
Fy(P) = fe(P) -0+ fy(P) - 1+ f2(P) - ¢'(p1,p2) = 0
Fy(P) = (V(P),(0,1,¢(p1,p2))) = 0 (5)

Al igual que con G, las ecuaciones (4) y (5) nos muestran que el vector gradiente de la funcién f evaluado
en el punto P es ortogonal al mismo plano IT al que ya se demostré que era ortogonal el gradiente de g. Dado
que V¢ (P) y V4(P) son ortogonales al mismo plano, deben ser paralelos, o, equivalentemente, linealmente
independientes:

V;(P) = AV,(P)
O

Teorema 35 (Multiplicadores de Lagrange). Para hallar los puntos criticos de una funcidn f: R™ = R (f
diferenciable) restringida a la superficie de nivel g(X) = ¢ dada por una funcion g : R* — R (con g € C1)
basta estudiar los puntos criticos de la funcion de n + 1 variables dada por:

fF(X) = Ag(X) =)

Mads precisamente, si P € R™ es un extremo de f restringida a la superficie de nivel de g(X) = ¢, y Vgp # O,
entonces existe A € R tal que

Vip=AVgp

Demostracion. Supongamos que Vgp # O. Entonces, por el teorema de la funcién implicita, existen una bola
B C R"! y una parametrizacién ¢ : B — R de la superficie S en un entorno de P. Llamamos Z; € R"~!
al centro de la bola B. Para simplificar, supongamos que la derivada de g que no se anula es la dltima, de
manera de que (Zy, 9(Zp)) = P, y ademés g(Z, p(Z)) = ¢ para todo Z € B.

Ahora si P es un méximo de f restringido a S, debe valer que f(P) > f(X)VX € S en un entorno de P. O
sea

)

[(Zo,0(20)) = f(Z,0(2))

para todo Z suficientemente cerca de Zy. Entonces, la funcién h(Z) = f(Z, ¢(Z)) tiene un extremo local en
Zy, con lo cual su gradiente se anula en el punto o, equivalentemente, todas sus derivadas parciales son nulas
en el punto. Pero, por regla de la cadena
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M) = 42,2 = (950 B 2 )

Esto significa que el gradiente de f en P es perpendicular a todos los vectores generadores del plano tangente
a la superficie, y, en consecuencia, tiene que ser paralelo a la normal. Como la normal es el gradiente de g
en el punto, se tiene

Vfp = AVgp
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8 Integrales en R

Teorema 36 (Método de integracién por partes).

/(u-v’)=u~v—/(u’-v)

Teorema 37. Si f : [a,b] — R es acotada, entonces f es integrable en [a,b] si y sdlo si para cualquier € > 0
existe una particion de P de [a,b] tal que

S(f,P)—1I(f,P)<e

Demostracion.

<) Supongamos que vale que para todo e, existe P particién tal que S(f, P) — I(f, P) < €. Probar que la
funcién es integrable en el [a, b] equivale, por definicién, a probar que sup({I(f,Q@)}) = inf({S(f,Q")}) para
todo par Q, Q' particiones de [a, b].

» sup({I(f,Q)}) < inf({S(f,Q’)}) es trivial pues consideremos Q" particién de [a,b] que refina tanto a
QQ como a Q'. Entonces, vale que

I(f,Q) < I(f,Q") < S(f,Q") < S(/, Q")
I(f,Q) < 5(1.Q")

Como cualquier suma inferior es menor o igual que cualquier suma superior, en particular la mayor
de las sumas inferiores es menor que la menor de las sumas superiores.

» sup({I(f,Q)}) > inf({S(f,Q’)}). Por hipédtesis, sabemos existe P particién de [a,b] tal que que
S(f,P) —I(f,P) < e. Ademds, dado que sup({I(f,Q)}) < I(f,P) y que inf({S(f,Q")}) < S(f,P),

obtenemos que
sup(I(f,Q))— inf(S(f,Q") < S(f, P) - I(f,P) <e

Con lo cual sup(I(f,Q)) > inf(S(f, Q"))
Consecuentemente, sup(I(f,Q)) = inf(S(f, Q")) y f es integrable.

=) Supongamos ahora que f es integrable. Por definicién de integrabilidad, esto es que existe un valor tal
que

b
/f=I*(f)=I*(f)

siendo I.(f) la integral inferior de f e I*(f) su integral superior.
Nuevamente, aplicando la definicién de integrales superior e inferior, obtenemos que, por ser f integrable,

b
/ f =sup{I(f, P): P particién de [a,b]} = inf{S(f, P) : P particién de [a, b]}

Por las propiedades de infimo y supremo, dado € > 0 existen particiones P; y P» tales que

b
. / f(w)dz — I(f, Pr) <

DO ™

b
S(.Py) - [ fa)do <

Sumando miembro a miembro las anteriores desigualdades, obtenemos
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S(f,PQ)_I(f7P1) <é€

Consideremos ahora la particién P = P; U P,. Como P refina a Py, I(f, P1) < I(f, P). Similarmente, como
P refina a Py, S(f, P2) > S(f, P). Consecuente,

S(f,P) —I(f,P) < S(faPQ)_I(fapl) <e¢
Por la propiedad transitiva de la desigualdad estricta se obtiene la tesis del teorema. O

Proposicién 38. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones integrables en [a,b] tales que para todo x € [a,b],

g(x) < f(z). Entonces
b b
[otwde< [ fa)da

Proposicién 39. f:[a,b] = R es acotada e integrable entonces

/abf(a:)da:

Demostracion. Por definicién de médulo, vale que:

< /abf(w)l de

» Si |f;f(x) dz| = f:f(x) dz, basta observar que para todo z, f(x) < |f(z)|. Consecuentemente,
\ f:f(x) dz| = f:f(x) dz < f:|f(x)| dz (por la proposicién anterior).

» Si |fjf(:c) dz| = ff;f(ac) dz = f;ff(w) dz, basta observar que para todo z, —f(z) < | — f(z)] <
| f(z)]. Consecuentemente |f:f(:s) dz| = f;—f(:s) dr < ff|f(3:)\ dz (por la proposicién anterior).
O

Teorema 40 ((Continua o Integrable) = Integrable). Sea h : [a,b] — [c,d] integrable y ¢ : [c,d] — R
continua. Entonces ¢ o h: [a,b] — R es integrable.

Demostracion. Nomenclatura para la demostracién:
= P es una particién particular de [a, b].
= A; es el i-ésimo intervalo de la particién P.
= M, es el supremo de h en A;.
= m; es el infimo de h en A;.
= M7 es el supremo de g o h en A,.
= m} es el infimo de po h en A;.

En base a la nomenclatura definida hasta ahora, observemos que
M; —m; = sup{h(z) : v € A;}— inf{h(y) 1 y € A;} = sum{h(z) — h(y) : x,y € A;}

Esto es porque en cada intervalo A; la diferencia entre el valor méas grande y el méas chico de h coincide con
la diferencia mas grande de valores de h. Analogamente,

M —m; = sup{p(h(z)) — p(h(y)) : x,y € A}
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Como h es integrable, existe P una particién de [a, b] tal que
S(h,P) = I(h, P) = (M; —m;)A; <& (6)

A su vez, como ¢ es uniformemente continua, dado e > 0, existe § > 0 tal que para cualquier par de valores
t,s € [c,d], |t — s| < implica que |p(t) — ¢(s)| < &2.

Lo que nosotros queremos probar, concretamente es que la siguiente cantidad es arbitrariamente pequena
S(peh,P) = I(woh,P) =Y (M —mi)A;

Para esto, observemos cada uno de los intervalos de la particién. Para un indice ¢ dado, existen dos posibi-
lidades:

s M, —m; <6
u Mi—mi2(5

Definimos entonces al conjunto de indices A como el conjunto que contiene a todos los indices que caen en
el primer caso y al conjunto B como el conjunto de indices que caen en el segundo caso. Formalizando

L] A:{i:Mi—mi<5}

Retomando lo que queremos probar que es demostrar que es arbitrariamente pequeno,

D O(MF —m) A= (M —mi) A+ Y (M —mi)A, (7)

i€A i€B

Analicemos el primero de los términos. Para todo ¢ € A (o sea, si i cayera en el primer caso), entonces
M} —m; < 6 por la continuidad uniforme de ¢. Consecuentemente,

E (Mi* — mf)Al < €9 E A; < 62(1)7 a)

icA i€A
Es decir, eligiendo e, lo suficientemente pequeno, podemos asegurar que las sumas superiores e inferiores
estan tan cerca como queramos en todos los indices del conjunto A.

Analicemos ahora el segundo de los términos. Para todo i € B (o sea, si i cayera en el segundo caso), como
© es una funcién continua en un compacto, alcanza su méaximo. O sea, existe M > 0 tal que ¢(x) < M para
todo z € [¢,d]. Como vale para todo el intervalo, vale para cualquier subconjunto que esté contenido en |[c, d],
en particular el intervalo de la particiéon A;. Esto nos permite afirmar que
M} —m; = sup{p(h(x)) — o(h(y)) : x,y € Ai} <2M
Luego, podemos acotar de la siguiente forma:
. . 2M 2M 2M

icB icB i€B icB
por la ecuacién (6). Es decir, si elegimos £; lo suficientemente pequeno (o sea, elegimos la particién P lo

suficientemente fina), podemos lograr que la diferencia entre las sumas superiores y las sumas inferiores estén
tan cerca como queramos en todos los indices del conjunto B.

Retomando la ecuacién (7)

2M
Z(Mz* —m;)A; + Z(M: —mj)A; <eza(b—a)+ e <e€
icA i€B
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Esto demuestra que las sumas superiores estdn tan cerca de las sumas inferiores como queramos, lo que
prueba que ¢ o h es integrable. O

Proposicién 41. Sea f : [a,b] = R continua. Entonces f es integrable.
Demostracion. La demostracién de esta proposicion se basa en el teorema anterior considerando:
» h(x) = x que, trivialmente, es integrable.
» ¢(z) = f(z) que es continua por hipdtesis.
Entonces, por el teorema anterior, f(x) = p(h(x)) = (p o h)(x) es integrable. O
Proposicién 42. Sean f,g : [a,b] — R integrables. Entonces
s f+ g es integrable.
s ™ es integrable.
» [ g es integrable. (OJO. No necesariamente vale que [f-g= [f- [g)

Teorema 43 (TFC). Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Dado x € [a,b], sea F : [a,b] — R definida
como

Pla) = /xf(t) dt

Entonces F (llamada funcién primitiva de f) es continua en [a, b], derivable en (a,b) y para todo x € (a,b)
se tiene que

F'(x) = f(x)

Demostracion. En primer lugar, es necesario probar que F' es continua en los bordes del intervalo (o sea, en
los puntos a y b). Para eso, es necesario probar que

lim F(x) = F(a) lim F(x) = F(b)
z—at z—b—
O, equivalentemente,
lim |F(z) — F(a)| =0 lim |F(x) — F(b)| =0
r—at T—b—

Comencemos por demostrar esto. Sea s = max{|f(¢)| : t € [a,b]} (que es finito por ser f continua).
Consideremos entonces P es una particién del intervalo [a,z] y M; como el supremo de |f(t)| en el intervalo
A,;. Vale entonces que

@) -F@l =1 [ 1= [ =1 [ 51< [ 151<wtsqs1.P)
< S(|fl, P) :ZMiAi < sZAi = s(x —a)
De este modo se demuestra que F(z) — F(a) cuando z — a™. De forma andloga, consideremos
b z b b
) - F@I =1 [ £= [ g1=1 [ f1< [ 151 =it $(71.P) <6~ 0)
que demuestra que F(z) — F(b) cuando z — b™.

Ahora queremos demostrar que F'(x) = f(x). Entonces, por definicién, esto equivale a demostrar que

lm F(z+h) — F(x)
h—0 h

— f(@)=0
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Trabajemos expandamos la definicién de F' y simplifiquemos algunos términos

— lm F(zx+h)— F(x)

F() = f() = lim - - ()
x+h [z
~ Jim L) dth S f@dt fa)
i SO [T (1) At — [y fo)
h—0 h
[Ty ar
fm S~ /@)

Consideremos ahora la siguiente escritura mégica para f(z):

z+h z+h
f@) = f@) 1 = fot = L L e S0

Retomando la expansion con la que veniamos trabajando,

[Ty ar
= Jim S f)r

a2 (@) de
h—0 h a h

Intentemos ahora resolver este limite por definicion: la variable de integracion ¢, al estar siendo integrada
entre x y x + h verifica que x < ¢ < z + h]. Entonces |t — x| < |z + h — 2| = |h| < J. Por definicién de limite
y continuidad de f, como sabemos que z dista de ¢t en menos que delta, podemos afirmar que existe ¢ > 0
tal que |f(t) — f(z)| <e.

Entonces, suponiendo h > 0 y acotando apropiadamente,

JERE) — flx)dt

- ) (8)
z+h

< L0 s o
x+h

< fa: € (10)

El caso h < 0 es andlogo: el denominador es negativo, pero al darse vuelta la integral del numerador,
aparece un signo menos arriba y se cancelan. O

Demostracion Alternativa. Se trabaja igual que la demostracién anterior hasta llegar a que

z+h
T M (X
) = fig
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Dado que f es una funcién continua (por hipétesis) y el intervalo [z, z + h] es un compacto, la funcién
alcanza sus valores maximos y minimos (llamémoslos M}y, y my). Sin embargo, cuando h — 0, el intervalo
[z, x + h] tiende al punto x y, consecuentemente, tanto my como M}, tienden a f(z). Entonces

f:v+hf
lim (mh <2< Mh) = (f(z) < F'(z) < f(2))
h—0 h
Consecuentemente F'(x) = f(x) O

Teorema 44 (Regla de Barrow). Sea f : R — R una funcidn continua y sea G : [a, btoR continua (;4¢Posta
continua??? Para mi G no tiene que ser continua) tal que G'(x) = f(z) para todo x € [a,b]. Entonces

b
G(b) — Gla) = / ) da

Demostracion. Como f es una funcién continua, por el Teorema Fundamental del Calculo Integral, debe
existir F(z) = [ f tal que F'(z) = f. Pero, como F'(z) = f(x) = G'(x), necesariamente G(z) = F(z) + ¢
para algin ¢ € R (como consecuencia del teorema de unicidad de la derivada + constante). Entonces

b a b b
G~ Gla) = FO) + £~ Fla) £ = F4) ~ Fla) = [ f(@)do— [ f@)do = [ fa)ao—0= [ fa)as

Por la propiedad transitiva de la relacion de equivalencia de igualdad, considerando sélo los extremos de
la cadena de igualdades obtenemos la tesis deseada. O

Teorema 45 (Teorema de Cambio de Variable). Sea ¢ : [a, 3] — [a,b] una funcién C* tal que p(a) = a y
o(B) = b. Ademds, sea f : [a,b] — R continua en [a,b]. Entonces (f o )¢ : [o, 8] = R es integrable en

[, B]

b »(B) B
dt = dt = o w) - o' (u) du
/af(t) ’ /W) f(tyat /Q(f o)1) - o/ (w)

Demostracion. Como f es integrable, se le puede aplicar el Teorema Fundamental del Célculo Integral.
Consecuentemente, existe F' = f; f tal que F'(z) = f(z). Consideremos ahora la derivada de la funcién
(F o). Por regla de la cadena, vale que
(Fop) =(Fop)¢=(fop) ¢ (14)
Por otro lado, aplicando la Regla de Barrow a f, sabemos que

b
/ f@)dt = F(b) — Fa) = F(p(B)) — Fp(a)) = (Fop)(B) - (Fop)a)

Sin embargo, por lo visto en la ecuacién (14), sabemos que (F o ¢) es una primitiva de (f o ¢) - ¢'.
Nuevamente, aplicando la Regla de Barrow,

b B
/ f)dt=...=(Fop)(B) = (Fop)(a)= [ (fop)(u) ¢ (u)du
O

Proposicién 46 (Criterios de Comparacién). Sean f, g : [a,b) = R funciones integrables (b puede ser +00)
Yy no negativas.

1. Si f(t) < g(t) para todo t € [a,b), entonces si fabg converge, fff también converge.

2. 81 f(t) > g(t) para todo t € [a,b), entonces si f:f diverge, ffg también diverge.
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Demostracion.
1. Consideremos F' = faT fyG= faT g. Por el Teorema Fundamental del Célculo Integral, ambas son crecientes
en [a,b) (por ser f,g > 0). Como ademds, por hipétesis, f < g, vale que F(z) < G(x) para todo x € [a,b).
Luego, como f:g converge, vale que G(z) = [7g < f;g Consecuentemente,
F(z) < Ga) < [}
Por transitividad de la desigualdad,
b
F(x) < [,9
Esto prueba que F' esta acotada y, como era creciente, su limite x — b+ existe y es finito.

2. Como f(x) < g(z) para todo = € [a,b), entonces f;f < f;g. Pero, fabf = 00, entonces por transitividad
del operador < tenemos que,

co=[Jf<[la=[lg=00
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9 Integrales Multiples

Teorema 47 (Fubini simplificado). Sea R = |[a,b]z[c,d] un rectingulo en R%, y f : R — R una funcion
integrable en R.

» 1. Si para todo x € [a,b], fz : [c,d] = R es integrable, entonces

//Rf=/ab/cdf(x,y)dydx

» 2. .51 para todo y € [c,d], fy : [a,b] = R es integrable, entonces

//I%f:/cdlbf<x,y>dxdy

Demostracion. Nomenclatura para la demostracién:
» A; = [x;,%;41] es una particién del intervalo [a, b].
= A’ = [y;,y;+1] es una particién del intervalo [c, d].
= m;;(f) es el infimo de f en el rectangulo R;;.
= m;(f:) es el infimo de f, en el intervalo A
» I:[a,b] = R es la integral de f, con respecto de y.

» I.(f) es el supremo de las sumas inferiores de f (llamado integral inferior de f).

Supongamos que f, es integrable para todo x € [a, b]. Entonces, acorde a la nomenclatura definida arriba,

d d
1) = [ £ty = [ sy
Si z € R;;, entonces m;(f;) es mayor o igual que el infimo de f en R;; pues m;(fz) = inf{f(z,y) : « fijo

Y € A;} y el infimo en un subconjunto (en este caso {z} x A;) siempre es mayor o igual que el infimo en
el conjunto original (en este caso A; x A;) “ Se deduce asi que, para todo = € A;

Zmij(f)A;' < Z m;(fz) A

Por definicion, Z m;( fm)A; es la suma inferior de f,. Y dado que supusimos que f, es integrable, entonces

J
su integral coincide con su integral inferior (por definicién de integral de Riemann). De este modo, podemos

continuar la desigualdad anterior de la siguiente forma:
d
TITIVED SNTAINES TSI WROLVER (15)
J J ¢

El resultado obtenido en (15) nos permite afirmar que

i

I(f,P) =3 mig (A =3 | Domis(HA] | A <3 mi(MA; < L.(D)
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De lo que se obtiene I(f, P) < I.(I). De forma andloga se demuestra que I*(I) < S(f, P). Y como siempre
vale que I, < I'*, podemos afirmar que

I(f,P) < L) < I"(D) < S(f. P)

Como f es integrable, los extremos se pueden hacer tan proximos como queramos refinando la particiéon P
y, en consecuencia, I(z) es integrable. Ademds,

f=Lm=rm=[1=[ [ f@y) dedy
/], [=[]

Teorema 48 (Teorema del Cambio de Variable). Sea T : R? — R? inyectiva de clase C' (o sea, Jr #0).
Sea D* C R? acotado y f : D = T(D*) — R integrable. Si Dr es inversible en D* y Jr = |det(Dr)|,

entonces:
/Df:/D;foT)-JT

O

D*
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