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Nombre y Apellido 1 2 3 Nota

El parcial tiene una duraciéon de cuatro horas. Se puede suponer demostrado todo lo que se dio en clases practicas y teéricas.
En el caso de usar resultados de las gufas de ejercicios, deben enunciar explicitamente el resultado. Todas sus respuestas deben estar justificadas

Ejercicio 1. Probar que para cada numero natural k£ > 1 existe un conjunto satisfactible I' de ffrmulas de la légica
proposicional tal que existen exactamente k valuaciones que satisfacen a I'.

Solucién 1.

La idea es primero ver que sucede con algunos valores de k y luego generalizar el procedimiento. Notar que para definir
una valuacién basta definir su valor en las variables proposicionales. Usando este hecho, si £ = 1, basta tomar como
conjunto I' el conjunto de las variables proposicionales. Es decir, I' = Var.

En este caso existe una unica valuaciéon que satisface a I' que es aquella que toma el valor 1 en todas las variables
proposicionales. ;Que ocurre si eliminamos de este conjunto I' la primer variable proposicional p1? Es decir
I'= {p27p37"'7pn7"'}'

En este caso una valuacién satisface a I' si toma el valor 1 en todas las variables excepto en p; que puede tomar
cualquier valor, luego en este caso hay exactamente 2 valuaciones que satisfacen a T'.

En cambio si eliminamos las primeras dos variables, es decir ' = {ps, ..., pn, ...}, una valuacién satisface a este T’
si toma el valor 1 en todas las variables excepto en las primeras dos variables p1, ps. Como en estas dos variables el
valor es arbitrario se sigue que existen 4 valuaciones que satisfacen a I'.

Luego queda abierto el problema cuando k = 3. Pero esto se resuelve de la siguiente forma agregando a I' una
férmula que dependa de p; y de p2 de modo tal que existan exactamente 3 valuaciones que satisfagan a esta formula y
que toman el valor 1 en las variables que estan afuera (por ejemplo, o = (p1 V p2)). Tomando I" = {«, p3,...,Dn, ...}
se tiene que existen exactamente 3 valuaciones que satisfacen a I' que toman el valor 1 en p; si j > 3, y en las variables
p1,p2 toman los valores siguientes v1(p1) = v1(p2) =1, va(p1) =0, va(p2) =1y v3(p1) = 1, v3(p2) = 0.

Vayamos ahora al caso general. Tomenos k arbitrario y I' = {pr41,DPk+2,--+Dn,-.-} y tomemos una férmula
« cuyas variables proposicionales sean pi,ps,...,pr de modo tal que existan exactamente k£ valuaciones que hagan
verdadera a « donde estas valuaciones sélo dependen de las variables py, ..., pk.

Por ejemplo basta construir una férmula que tome el valor 1 si y sélo si vale 1 en p; y vale 0 en el resto, es decir
v(p;) =1s8i1<j<kyj+#i. Luego o debe ser la siguiente formula

a=(p1A-p2A=p3... \=pg)V (7p1 Ap2 A=p3 ... A=pg) V.V (mp1 A mpe A mps .. A pr)
Con esta eleccion de « se sigue que I' = {a, pgt1, Dk+2, - - - Dn, - - -} €8 satisfecho por exactamente k valuaciones.

Ejercicio 2. Sea £ un lenguaje de primer orden con igualdad y un simbolo de funcién unaria f. Consideremos la
L-estructura Z = (C, fz), donde el universo son los ntimeros complejos, y la interpretacion del simbolo f es la funcion
elevar al cuadrado: fr(z) = z2. Demostrar que

(a) Cada uno de los elementos 0,1 € C es distinguible.
(b) El conjunto A = {(2,w) € C?: 2 # w y z es el inverso aditivo de w} es expresable.

Solucién 2.
Como L es un lenguaje de primer orden con igualdad definimos

~(z=y)=(@#y)

Un elemento e del universo es distinguible si exsite una Z-férmula ¢ con una unica variable libre z tal que Z |= ¢[v]
siy solo si v(z) = e.

(a) Para distinguir el 0, sea ¢, definida de la siguiente manera
Po : fr(z) =2 A=((Fy)(y # = A fz(y) = 7))

Esta formula tiene una sola variable libre (z), y usa solamente elementos del lenguaje (el simbolo fz y el simbolo
de la igualdad).

Como la interpretacion de fr es elevar al cuadrado, aca estamos diciendo que

“hay un elemento x que al elevarlo al cuadrado da si mismo y



no existe otro elemento distinto tal que al elevarlo al cuadrado de como resultado el elemento x”

La dnica valuacion que podria hacer verdad esto es aquella que mande a x al 0, puesto que el Ginico ntiimero que
al elevarlo al cuadrado da 0 es el mismo ntumero 0.

Luego, el 0 es distinguible.

Para distinguir el 1, sea ¢, definida de la siguiente manera

@o: fr(x) =2 A Cy)(y # 2 A fz(y) = =)
Esta formula tiene una sola variable libre (), y usa solamente elementos del lenguaje (el simbolo f7 y el simbolo
de la igualdad).

Como la interpretaciéon de fr es elevar al cuadrado, aca estamos diciendo que
“hay un elemento x que al elevarlo al cuadrado da si mismo y

existe otro elemento distinto tal que al elevarlo al cuadrado de como resultado el elemento z”
La tnica valuacién que podria hacer verdad esto es aquella que mande a z al 1, puesto que el 1 cumple que 12 =1
y existe, por ejemplo, el elemento —1 en el universo completo tal que (—1)? = 1.

Luego, el 1 es distinguible.

(b) Dada una interpretacion Z, una relacién R es expresable cuando existe una n-formula de n variables libres ¢ tal
que para toda valuacion v, Z |= ¢[v] si y solo si la valuaciéon manda a las variables libres x4, ..., 2, a un lugar tal
que v(z1),...,v(x,) pertenece a la relacion R.

Luego, para el conjunto A buscamos primero un ¢ con 2 variables libres tal que Z = ¢[v] cuando v(z1) # v(z2)
y, ademads, v(x2) es el inverso aditivo de v(z1).

Sea ¢(z,w) = (w # 2) A (fz(w) = fz(2))-
Por propiedades de los ntmeros complejos, sabemos que los inversos aditivos deben ser iguales al elevarlos al
cuadrado. La parte a la derecha de la férmula expresa justamente esto.

La parte de la izquierda de la férmula se encarga de asegurar que los valores w y z no son el mismo. De nuevo,
una valuacion va a hacer que se cumpla esta parte de la formula cuando los valores del universo asignados a w y
z no sean el mismo.

En resumen, una valuacién hace verdad a esa férmula cuando cumple que los valores w y z son distintos y el z es
el inverso aditivo de w. Encontramos la férmula, entonces, que me asegura que esa relacion es expresable.

Ejercicio 3. Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de relacion binario E. Una L-estructura M, se puede
interpretar como un grafo con conjunto de aristas E . Sea el sistema SQuerwork que extiende la axiomatiacién SQ
con las siguientes férmulas:

fuente :(3z)((3y)E(z,y) A (V)-E(z,x))
sumidero :(3x)((Jy) E(y, =)
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Demuestre que SQnetwork €S cOrrecto y no completo respecto a la siguiente estructura M.

@

Solucién 3. = Para demostrar la correctitud de SQuetwork con respecto a M basta con probar que fuente y
sumidero son validas en M. Esto porque el resto de los axiomas de SQetwork (SQ) ya sabemos que cumplen
correctitud sobre todos los modelos y, luego, por el ejercicio 1 de la practica 7, por “conservaciéon” de M P si se
agregan axiomas validos, con respecto a la clase, a un sistema ya correcto este sigue siendo correcto con respecto
a la clase.

fuente : lo que dice el axioma es que existe un nodo del que salen flechas pero que no recibe ninguna.

Esto es cierto en M pues, por ejemplo, del nodo (a) salen fjechas pero éste no recibe flechas de ningan otro
nodo.

sumidero : lo que dice el axioma es que existe un nodo del que no salen flechas pero recibe alguna.

Esto es cierto en M pues, por ejemplo, el nodo (d) recibe flechas pero de éste no salen flechas hacia ningtan otro
nodo.



= Veamos que SQpetwork NO €s completa respecto a M. Definiendo A

O—0O

es claro que SQpctwork también es correcto respecto a A pues fuente es verdadero ya que en particular el nodo
(a) lo satisface y sumidero también es verdadero puesto que en particular el nodo (¢) lo cumple.

Sea la formula
¢ (F2)((Fy)E(r,y) N E(y, )

En M, la férmula ¢ es vélida puesto que los nodos (¢) y (b) lo cumplen pero si SQetwork fuese completo respecto
a M entonces Fsq, ,uome ¥ Y COMO SQpetwork €S también correcto respecto a A siFgq, ... © entonces A = ¢
pero en A no hay un camino que sea de ida y vuelta.

Por lo tanto, ¢ no puede ser teorema de SQnetwork ¥, €ntonces SQyetwork NO €8 completo con respecto a M.



