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1. Aritmética de la computadora

Dado que en una computadora todos los nimeros son representados mediante una cantidad de digitos finita y fija,
valores como 7 0 v/2 no se pueden manipular con completa exactitud, pues al ser irracionales tienen infinitos decimales
no periédicos. Los irracionales no son los inicos niimeros no representables correctamente en una computadora: aquellos
racionales con una cola decimal no peridédica suficientemente grande tampoco lo seran. En una computadora sélo se
pueden representar con precision un subconjunto de los nimeros racionales. Esto hace que al hacer cémputos con
nimeros reales se genere un error numérico.

1.1. Representacion estandar IEEE

El estdndar fijado por la IEEE contempla varias representaciones que se distinguen por su precisién. Las dos més
frecuentemente utilizadas son single (32 bits) y double (64 bits). Las dos restantes son half (16 bits) y quadruple (128
bits). Todas estas representaciones son binarias y de punto flotante.

La precisiéon double tiene la siguiente estructura:

Exponente (11 bits) Mantisa (52 bits)
[

LT T T T T T T T T T T T T

Signo (1 bit)

= Signo (s) - 1 bit. El nimero representado es positivo si s = 0 y negativo si no.

» Exponente (e) - 11 bits. La base del exponente es 2. Para poder representar nimeros con valor absoluto
menor a 1 es necesario admitir exponentes negativos. Por esto, el exponente estd representado en exceso a
210 _ 1, es decir, el exponente del niimero representado serd (e)s — (2!° — 1). Como e tiene 11 bits entonces
0<(e)g <2 —1= -2 - 1)< ()2 — (20 —-1) <21 -1 - (219 - 1) = 210+ 1 < (e)y — (219 — 1) < 210,

» Mantisa (m) - 52 bits. Se considera una mantisa normalizada, i. e., el ndimero representado tiene mantisa
(la m)Q'

En definitiva, el niimero representado es

(<1)° - (1,m), - 202D

Definicién 1.1. Decimos que un computo genera underflow si su resultado es menor que el minimo positivo repre-
sentable, en moédulo. Analogamente, decimos que genera overflow si su resultado es mayor que el maximo positivo
representable, en médulo.

1.2. Aproximacion de los reales mediante niimeros de maquina

En esta seccién estudiaremos cuédn eficaz es la aproximacién de un nimero real mediante un sistema con las carac-
teristicas del presentado previamente. El tipo de sistemas a los que nos referimos son representaciones de punto flotante
con una longitud de mantisa fija y exponente acotado.

Supongamos que nuestro conjunto de nimeros de méquina es

/\/l:{xER:x:i(O,d1d2~~dk)-106,0§di Sg,dl 750,61 §e§eg}

dadas ciertas constantes k, e; y es. Esta es una representacién normalizada con mantisa de k digitos y exponente entre
e1 v es. Es un sistema decimal y no binario como el de la IEEE, porque asi serd mads facil razonar sobre él. Todos
los resultados que veremos en esta seccién aplican, mutatis mutandi, a un sistema similar que utilice una base b > 1
cualquiera.

También por simplicidad, asumiremos que e; = —oc0 y ea = +00. Esto ahorra hablar del rango en el que corre el
exponente, lo cual, como veremos, no hace a la esencia de los resultados.



Definicién 1.2. Si x € R es cualquiera, no necesariamente de méquina, llamamos fl(x) a la aproximacion de x via
nimeros de maquina.

Es definicién depende del modo en que realicemos la aproximacién. Consideremos la escritura

2= (0,dy - dydyyy ) - 10°

con dy # 0 (esta escritura es tnica dado que dy # 0). Entonces dos formas de aproximar z son:

= Truncamiento. Simplemente descartamos los digitos dg41,dgy2,- -, para obtener

fl(@) = (0,dy - dy) - 10°

» Redondeo. Sidi11 < 5 entonces truncamos. Si no, sumamos 0, 0---05 -10° = 5-10~*++1).10¢ a z y truncamos.

k+1 digitos
En este ltimo caso lo que queda es

fl(x) = [(0,dy - - - dy) + 107%] - 10°

Una forma equivalente de enunciar estos criterios es la siguiente. Sea £~ es el maximo niimero de maquina menor o
igual que . Andlogamente, sea 1 el minimo niimero de méquina mayor o igual que x. Entonces, el truncamiento
aproxima por z~ mientras que el redondeo aproxima por aquel valor de = o T més cercano a =.

En general, las computadoras utilizan la aproximacién por redondeo.

1.3. Distribucién de los niimeros de maquina sobre la recta real

Observacién 1.1. Un ntimero de maquina con exponente e cae en el intervalo [10°~1,10¢).
Lema 1.1. Dado x € M con exponente e, el nimero de mdquina que lo sucede es x' = x + 107% - 10°.
Demostracién. Por la observacién anterior, z cae en el intervalo [10°71,10¢). Si z es el mdximo ntimero de maquina

en dicho intervalo, entonces x’ es el ntimero de maquina més pequefio en [10¢,10°+1) i. e., 2/ = (0,1) - 10°T1. En caso
contrario, el sucesor z’ también cae en [10°~%,10¢), con lo cual tiene exponente e. Lo minimo que puede incrementarse

la mantisa de x es 0,0---01, con lo cual 2/ = z + (0,0---01) - 10¢ = x + 10~% - 10°. O
—— ——
k digitos k digitos

La distribucion de M no es uniforme sobre la recta real. Para ver por qué, contemos la cantidad de niimeros de
méaquina que hay en el intervalo [10?,10"*1) con i € Z una constante entera.

Proposicién 1.1. La cantidad de nimeros de mdquina x € M tal que x € [107,1071!) es 9 - 10571,

Demostracion. El menor niimero de miquina en [10%,10°T1) es 0,1 - 10°F! = 10, y el mayor es (0,99---99) - 10*+1.
Entre estos dos estan

(0,10---00) - 107+
(0,10---01) - 107+

(0,99 ---98) - 107+
(0,99 ---99) - 107+

Observemos que estos son todos los nimeros de méquina positivos con exponente i + 1. Afirmamos que no hay otros
nimeros de maquina en [10%,10°1). Si un nimero en M positivo tiene exponente menor o igual que i, como la
mantisa es estrictamente menor que 1, entonces el niimero serd estrictamente menor que 10°. En caso contrario, si
tiene exponente mayor o igual que ¢ + 2, como el primer digito decimal de la mantisa es no nulo, el niimero serd al
menos 107+1,

Para ver cudntos niimeros hay en esta lista, notemos que hay tantos como ntimeros enteros entre 10~ y 10* — 1, y
estos son 9 - 10F~1, O



Corolario 1.1. Los nimeros de maquina no estan uniformemente distribuidos.

Demostracion. Como #(M N [107,10°1)) = 9-10¥~! no depende de 4, resulta que en los intervalos [1,10), [10, 100),
[100,1000), - -+, [10?,10°1), ... hay igual cantidad de nimeros de maquina. O

Intuitivamente, cuanto més nos alejemos de 0, més esparcidos estardan los nuimeros de maquina. Lo préximo que
queremos es medir cudn esparcidos estdn, segin el intervalo [10%, 10°T1) en el que caigan.

Lema 1.2. Sea x € M N[10°,10") y sea ' su sucesor. Entonces 2’ — x = 10"T1=k,

Demostracion. Como el exponente de x es i + 1 entonces 2’ = = + 107 - 10+!, y concluimos 2/ — 2 = 10°T17F, O

Corolario 1.2. En cada intervalo [10°,10°Y) los niimeros de mdquina consecutivos estan equiespaciados.

Més atin, a medida que 7 crece, la brecha entre elementos consecutivos en [10?,10'T1) se hace mayor. De aqui se deduce
que la distribucién de los ntimeros de maquina tiene el siguiente aspecto

<4

T h h h ' h h ~ L\ et el A | ' h ~ h h ~ ~

-100 -10 -1 0 1 10 100

Esta distribucién puede parecer extrana. Contrariamente a lo intuitivo, que haria pensar que una distribucién uniforme
seria mas razonable, esta distribucién exponencial de los nimeros de méaquina resulta mas practica pues se basa en
la idea de que cuanto mas chicos sean los numeros del rango en el que estamos trabajando, mas pequenas seran las
variaciones que estaremos interesados en hacer. Contrariamente, cuanto mas grandes sean los nimeros con los que
trabajemos, mayores seran las variaciones entre valores necesarias. Esta nocién se formaliza en la siguiente seccién.

1.4. Error absoluto y error relativo

Definicién 1.3. Sea z € R. Sea z* € R un valor que pretende aproximar a x.

= El error absoluto de aproximar z por z* es |z — z*|.

loe—a"|
B

= El error relativo de aproximar = por z* es
Notemos que la diferencia entre estas dos medidas de error, es que el absoluto no contempla el tamano del valor que
estamos aproximando mientras que el relativo si lo hace. Esto determina que, en general, el error absoluto no sea una
buena medida para el error, puesto que en ciertos contextos podemos tener un error absoluto aparentemente grande
aunque la aproximacién sea buena (por ejemplo, si aproximaramos la distancia entre la Tierra y la Luna con un error
absoluto de 1000m) y en otros contextos podemos tener un error absoluto aparentemente chico aunque la aproximacién
sea mala (por ejemplo, si aproximéaramos el perimetro de una célula vegetal con un error absoluto de 1mm).

Supongamos que queremos aproximar una magnitud que vale z = 1000, y nos piden que el error relativo sea a lo sumo
0,01. Si nuestra medicién es z* = 990 entonces el error relativo sera

lv —2*] 10

=——=0,01
|z] 1000

con lo cual esta medicién satisface lo pedido. Es fécil ver que cualquiera sea z* € [990,1010] cumple.

Supongamos que ahora estamos buscando medir una magnitud z = 10. La precisién buscada es la misma que antes,
lo cual tiene sentido pues estd expresada en términos relativos. Notemos que la mediciéon z* = 9 no serd aceptada,
porque el error relativo serd de 0,1. Refinando la medicién a z* = 9,9 conseguimos un error relativo de 0,01 y es claro
que cualquier valor z* € [9,9;10,1] no sobrepasa este error.



En ambas situaciones los errores relativos eran los mismos, sin embargo la diferencia en valor absoluto entre x y los
valores de x* aceptados era mucho mayor en el primer caso que en el segundo caso. La discusién del final de la seccién
anterior cobra ahora mucho mas sentido.

A continuacién estudiamos el error relativo al aproximar un ntimero real por un nimero de méquina.

Proposicién 1.2. Si fl(x) se obtiene truncando x entonces

|z

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que x > 0. Sea x = (0,d; - - - dxdg+1 - - - ) - 10°. Entonces

o= fl@)| _ |0y didigs -+) - 10° = (0,dy - - dy) - 10°]
|z |(0,dy - dypdpyr---) - 10
(0,0~ Odgs1dpso--)

- (0,d1 -+ dpdg1---)

Como (0,dy -+ dpdgy1---) >0,1=10"1y (0,0 0dpy1dps2--+) <0,0---01 = 10~%, entonces
k digitos

|z — fl(z)|

<10-107% =10'"*
||

Proposicién 1.3. Si fi(z) se obtiene redondeando x entonces

Demostracion. Separamos en casos, segun el valor de djy1.

Si di41 < 5 entonces fl(x) = (0,d; - - - dg) - 10°. Entonces, haciendo la misma cuenta que antes,

|z — fl(x)]  (0,0---0dpq1dpq2---)

|| ~ (0,dy - didigr )

Como di+1 < 5 entonces (0,0 - 0dgy1dgq2---) <5- 10~ *+D Luego

10

|z = fl(=)] <5.10"*+) . 10 = 5 107" = % -10t7*

||

Veamos el caso dj41 > 5. Ahora tenemos fl(x) = [(0,d; - - - d}) + 107%] - 10°. Entonces

|z — fl(x)|  [(0,dy---didpyr---) —[(0,dy-- - dy) +107F]|
|| B (0,dy - dpdysr )

(0,0 0dpq1dpyz -+ ) — 1075
(0,dy -~ dpdpyq - )

1077 — (0,0 0yt 1diy2 )

o (0,dy - - didpyr )

_(0,0:+-0(9 = dy1)(9 — diya) )
(O;dl"'dkdk+1"')

Como dj41 > 5 entonces (0,0---0(9 — di41)(9 — dgsa)---) < (0, 0---0 499---) = 5-10~*+1) Luego
k digitos
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Corolario 1.3. En una mdquina con representacion de punto flotante decimal con mantisa de k digitos, el error de

redondeo es O(107F).

El maximo error relativo que se puede cometer, segiin lo calculado en la Proposicién tiene un nombre particular.

1.5. Epsilon de maquina

Definiciéon 1.4. Llamamos epsilon de médquina al maximo error relativo que puede cometerse por redondeo. Lo
notamos €.

En el caso de la maquina M con la que venimos trabajando, el epsilon de maquina es € = % S101 k.

Proposicién 1.4. ¢ es el minimo real positivo x tal que fI(1+ x) # 1.

Demostracion. La observacién clave es que el niimero representable que sigue al 1 es 1 +107%-10 = 1+ 10'~* (Lema
. Entonces, el punto medio entre 1 y su sucesor es 1+ 1 -101~*. De aqui se deduce que si 0 < z < 3 -10'~* entonces
al redondear 1 + = obtenemos fi(1+x) =1, ysiz = % -10'* y redondeamos 1 + 2 obtenemos el sucesor. Entonces
T = % -10'"F = ¢ es el minimo que cumple lo buscado. O

Observacion 1.2. La validez de este resultado proviene de la fuerte relacién que hay entre la cota superior para el
error relativo y la distancia entre 1 y el nimero de maquina que lo sucede.

Observacion 1.3. El epsilon de méquina no tiene ninguna relaciéon con el minimo real positivo representable. De
hecho, el minimo representable depende del rango en el que se mueve el exponente, y no de la precision de la mantisa.

La nocién de € permite dar cotas superiores sobre el error cometido al realizar distintas operaciones en una méaquina,
independientemente de las caracteristicas del sistema de representacion de nimeros que utilice la misma. Las cuatro
operaciones estandar que realiza una computadora son,

que representan, respectivamente, la suma, la resta, el producto y el cociente de dos niimeros reales x e y.

Proposicion 1.5. Sean x,y € R no nulos, con igual signo. En cualquier mdquina con suma @, que utilice redondeo,
vale

Iz +y) — (zDy)

<2 +¢&2
|z + yl

Demostracion. En efecto,



(z+y) - (oY)l [z+y) —(ray)]

[z +y| B |z + 9|
@ +y) = fIfU=) + flY)]
a ER
_ ety = (fl(z) + flly) + (fi(z) + fl{y) = FI(fU(z) + fi(y)]
|z + yl

z—fl(x —fl I(x 1 —fl(fl(z l
z J;( ) + y¥ J;(y) + (fl(z) —l—fl(y))f( )+ f ;g()ﬂi;{(;)Hf (¥)

|z +y]
« L (llz O O ) g ) 1)~ ) + A
< o (ole + I + 1)+ Fiw)l)
= o (el bl + 171G@) + P16} =
- ﬁ (|x+|y|+ :cfl(xi_x erfl(y;—y +z+yD5
< (el ol e =Ty RO o)
< o e+ 2yl + e + ol
= agpllel + b2 +e)e
_ |T”$1LZ/||(25+52)
Como z e y tienen igual signo, ‘@'15' =1, lo cual termina la demostracion. O

1.6. Errores de redondeo clasicos
1.6.1. Suma de niimeros de 6rdenes muy distintos

Supongamos que tenemos un numero real de valor absoluto pequeno, y otro de valor absoluto grande. Entonces la
suma de méaquina de los dos puede hacer que el mas pequenio desaparezca.

Para ejemplificar, supongamos que nuestra aritmética tiene una precision de k = 5 digitos de mantisa. Sean = =
0,88888888 - 107 e y = 0,1 - 102. Entonces

r®y = fl(fl(z) + fl(y))
= £1(0,88888 - 107 4 0,1 - 10%)
= f1(0,888881 - 107)
=0,88888 - 107

El término = ha absorbido a y.

1.6.2. Resta de nuimeros cercanos

Al restar dos numeros cercanos, el resultado estda préximo a cero, lo que puede ocasionar que se pierdan digitos
significativos. Este fenémeno se conoce como cancelacion catastréfica, y tiene un gran impacto en el error relativo.

A modo de ejemplo, supongamos nuevamente que la precisién es de k = 5 digitos, y sean que z = 0,12346923 e
y = 0,12345175 entonces

10



zoy = fl(fl(z) - fi(y))
= f1(0,12346 — 0, 12345)

= £1(0,00001)
= 0,00001

Sin embargo x—y = 0,00001748, lo que muestra que hemos perdido 3 digitos significativos del resultado en la operacion
con redondeo.

1.6.3. Multiplicacién por numeros grandes o dividisién por nimeros pequenos

En este caso, se produce una amplificacion del error absoluto acarreado. Supongamos que x* es una aproximacion de
maquina de z. Dividiendo a z* por un niimero muy pequeno, digamos 10~" para cierto n > 0, obtenemos el ntimero
de méquina z*/10~™ que aproxima a x/10™™ con un error absoluto de

|[* /107" — /107 "] = |2* — x| - 10"

El error absoluto |z* — x| del primer redondeo se ve amplificado en un factor de 10™.

1.7. Generalizacion

Como hemos dicho al principio de esta seccién, hemos estudiado la representacién de los niimeros de méquina utilizando
un sistema de base 10 exclusivamente por comodidad. Todos los resultados que vimos son facilmente generalizables a
una base arbitraria b > 1. A modo de ejemplo, en un conjunto analogo a M pero de base 2, el epsilon de méaquina
resulta ser e = 3 - 217F =27k,

Otro ejemplo interesante es la representaciéon IEEE de precision doble, cuyo conjunto de niimeros de méquina es similar
a M pero es de base 2 y tiene k = 52 + 1 digitos de precisién (52 digitos de mantisa mas 1 digito de precisién que
agrega la normalizacién de la misma). Entonces, el epsilon de maquina en una computadora que use representacién
IEEE de precisién doble serd ¢ = 2753, Este es el méximo error relativo que una computadora tipica cometera por
redondeo.

11



2. Ceros de funcion

2.1. Problema

Dada f: R — R, buscamos un z* € R tal que f(z*) = 0. El nimero z* se llama cero o raiz de f.

En ciertos casos, como por ejemplo para f(z) un polinomio de grado menor o igual que 2, el problema tiene una
solucién que sabemos calcular en forma exacta. En otros casos, por ejemplo para f(z) = e* — In(2?), no parece tan
claro cémo calcular una raiz, si es que existe una.

2.2. Propuesta

Para calcular una raiz, construiremos una sucesién {x,, } nen, de modo tal que x,, —— z*. Més atin, definiremos dicha
n—oo

sucesion en forma recurrente, de modo tal que a partir de xy podamos computar x1, luego xo y asi sucesivamente.
Esto nos da un método iterativo, en el cual a medida que el niimero de iteraciones n crece, la aproximacién x,, de x*
es cada vez mejor, en el sentido de que el valor absoluto |z, — z*| es cada vez més pequeiio.

Sin saber atin cémo construir {z, },, surgen algunas preguntas:

1. ;Cuén répido convergerd xz, a x*? En otras palabras, jcon qué velocidad la diferencia |x,, — z*| converge a 07

2. {Cuanto es necesario iterar para obtener una buena aproximacién? Recordemos que la raiz z*, a la que queremos
converger, no es conocida de antemano, con lo cual, en general, no sabemos cuan cerca estd x,, de =* en un
instante dado de la iteracién.

3. Dado que no podemos iterar infinitamente, necesitamos establecer criterios para decidir cuando finalizar la
iteracién, que no dependan de la distancia entre x, y z*.

2.3. Velocidad u orden de convergencia

Como hemos planteado, nos interesa medir la velocidad con la que {z,}, se aproxima a x*.

Definicién 2.1. Sea {z,}, una sucesién que converge a z*, pero x, # x* para todo n. Decimos que {z,}, tiene
orden de convergencia p > 0 si

%
, ‘rn+1 —Z
lim g =c#0

n—00 |ajn — x*|P
para cierta constante ¢ € R. Si p = 1 decimos que la convergencia es lineal. Si 1 < p < 2 decimos que la convergencia
es supralineal. Si p = 2 decimos que la convergencia es cuadratica.

Observemos que si el orden de convergencia es p entonces |x,+1 —x*| es asintéticamente equivalente a |z, —2*|P. Esto
implica que, asintéticamente, el error absoluto se reduce polinomialmente, con exponente p.

Dado que algunas sucesiones convergen con velocidad variable, no siempre es posible aplicar la anterior definicion. Hay
una medida més general de la velocidad de convergencia, dada por la siguiente

Definicién 2.2. Sea {a,}, convergente a a. Sea {8, }, convergente a 0. Decimos que {ay,}, tiene orden de conver-
gencia O(f,,) (o que a, converge tan rapido como f,,) si existe una constante ¢ > 0 tal que |, — | < ¢B, para todo
n suficientemente grande.

En este caso, si {8, }n tiene orden de convergencia p, decimos que {ay,}, tiene orden de convergencia al menos p.

2.3.1. Interpretaciéon geométrica

1 Qué significa que {z, }, converja a z* con orden p? Llamemos e,, = z, —x*. Segun la definicién de antes, esto significa

que lim % = ¢ para cierta constante ¢ # 0. Que ¢ no sea infinito, significa que |e,|? no tiende a 0 mds répido
n—oo 1¢n

de lo que lo hace |en41]. Que ¢ sea no nulo, significa que |e, 1| tampoco lo hace més rdpido que |e,|P. Por lo tanto,
lent1] ¥ |en|? convergen a 0 con la misma velocidad o, dicho de otro modo, son asintéticamente equivalentes.
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A su vez, es posible interpretar el significado de esta velocidad, en términos practicos. Dada la equivalencia asintética
de |en+1] y |en|P, vamos a suponer que para n suficientemente grande |e, 41| & |, |P. Supongamos que hasta el término
n-ésimo llevamos calculados k digitos decimales del valor *, es decir que |e,| =~ 107%. Entonces, |e,+1| ~ (107F)? =
107*7_ es decir que en el (n + 1)-ésimo término, la cantidad de decimales calculados se multiplica por p.

Entonces, por ejemplo, que una sucesion converja cuadraticamente significa, a nivel practico, que la cantidad de digitos
decimales calculados se duplica a cada paso.

2.4. Criterios de parada

Respondemos a la tercera pregunta que nos hicimos previamente.

= Fijar un nimero méximo N de iteraciones.

» Fijar € > 0 y terminar cuando |z, — z,_1] < €.
Esto es, terminar cuando los saltos de la sucesion sean chicos.

Este criterio puede fallar. Por ejemplo, tomemos x,, = ZZ:1 % la sucesién de nimeros arménicos. Como x, —

Tpo1 = % —— 0 entonces para cualquier € > 0 existird un valor de n suficientemente grande para el cual dos
n—oo
términos sucesivos disten menos de €. Sin embargo, es bien sabido que los ntimeros arménicos divergen.

[Tn—Tp 1]
[Zn—1]

» Fijar € > 0 y terminar cuando <e.

Esto es, terminar cuando la sucesién no de saltos demasiado grandes en términos relativos.

» Fijar ¢ > 0 y terminar cuando |f(z,)| < e.
Este criterio se basa en que si x,, converge a una raiz, entonces cuando la sucesién converja, f(x,) serd pequefio.
También puede fallar. Por ejemplo, en el caso en que f(x) estd muy cerca de cero en un punto pero no tiene una
raiz en el entorno (e. g. f(z) = 1).
» Fijar € > 0 y terminar cuando |f(z,) — f(zn—1)| <e.
= Fijar ¢ > 0 y terminar cuando % <e.
Dado que todos estos criterios son heuristicos, pueden fallar. La eleccién del criterio adecuado dependera del contexto.

A continuacién exploraremos algunas formas de encontrar una tal sucesién {x, }, que converja a una rafz.

2.5. Método de Biseccion

Supongamos que tenemos una funcién f : [a,b] — R continua, a la que le queremos calcular una raiz. Supongamos,
ademds, que f(a)f(b) <0, es decir, f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Consideremos el Algoritmo |1} que asume que
estamos en estas condiciones.

Algorithm 1: Método de Biseccion

1 Sean ag = a, bg = b
2 for k=1 to N do

ap_1+br_1

Ck—1 = 2

Si f(ck—1) cumple con el criterio de parada, terminar
Si f(ck—1)f(ar—1) < 0, entonces ay = ag—_1, by = cx—1
Sif

(Ck_l)f(bk_l) < 0, entonces ar = cx_1, b, = bi_1

N O oA W

end

El algoritmo determina tres sucesiones {an tn, {bn}tn ¥ {¢n}n. En cada paso elige a ¢, como el punto medio entre a,
Y bn.

Observacién 2.1. Las lineas 5 y 6 garantizan que

= a, <c, <b, para todo n.
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v f(an)f(b,) <0 para todo n.

» La sucesién {a, }, es creciente, mientras que {b,}, es decreciente.

Veamos que la sucesién {c,},, converge a una raiz de f.

Lema 2.1.
b() — ag

b, —a, < on
Demostracion. Por induccién en n € Ng.
Si n = 0, no hay nada que ver.

Sea n > 0. Es facil ver que las lineas 5 y 6 del algoritmo eligen a,, y b, de modo tal que b, — a, < b”’l_% Por

hipétesis inductiva, b, 1 — an—1 < bg[,‘ﬁo y usando la desigualdad anterior llegamos al resultado buscado. O

En particular, esto muestra que lim (b, — a,) = 0.
n—oo

Proposicién 2.1. La sucesion {c,}, es convergente. Mds ain lim ¢, es una raiz de f.
n—oo

Demostracion. Como a,, < b, para todo n, y {b,}, es decreciente, entonces {a,}, estd acotada superiormente, por

ejemplo por by. Ademds {a, } es creciente. Luego, es una sucesién convergente. Sea ¢ = lim a,.
n—oo

Andlogamente, {b, }, es una sucesién decreciente acotada inferiormente, por ejemplo por ag, con lo cual es convergente.

Luego 0 = lim (b, — a,) = lim b, — ¢, con lo cual lim b, = .
n—oo n—oo n—oo

Como a,, < ¢, < by, entonces {c,}, estd acotada entre dos sucesiones que convergen al mismo limite. Por Sandwich,
debe ser lim ¢, = £. En definitiva, {an, }n, {bn}tn v {cn}n convergen las tres y tienen el mismo limite.

n— oo
Falta ver que f(¢) = 0. Si fuera f(¢) > 0 entonces, como f es continua y a,, tiende a ¢, tendriamos f(a,) > 0 para todo

n suficientemente grande. Anélogamente, f(b,) > 0 para todo n suficientemente grande. Pero esto contradice el hecho
de que f(a,)f(b,) < 0 para todo n. Andlogamente, no puede ser f(¢) < 0. Entonces no queda otra que f(¢) = 0.

O

Esto demuestra que el método siempre converge a una raiz de la funcién. En lo que sigue llamaremos z* = 1lim c¢,.
n—oo

Observacion 2.2. De la monotonia de las sucesiones se deduce que a, < x* < b, para todo n.
Proposicion 2.2.
*‘ bo — ap

— 2n+1

len — @

Demostracion. Como a, < z* < b, y ¢, es el punto medio, entonces |c, — z*| < b";“". Por el Lema se deduce

len — 2*| < Bt O

Corolario 2.1. El orden de convergencia de {c,}n es al menos lineal.

Demostracion. Se desprende de que 2=% converge linealmente. O
on+

2.5.1. Ventajas y desventajas
Ventajas

» Para cada a, y b,, nos alcanza con conocer el signo de f(a,) v el de f(b,) con lo cual podria no ser necesario
evaluar la funcién f en esos puntos. Esto es conveniente en contextos en los cuales la evaluacion es una operacion
costosa y es posible conocer el signo por alguna via sencilla.

= Tenemos una cota para el error absoluto.
= Asegura convergencia de orden al menos lineal.

s Es facil encontrar puntos iniciales ag y by factibles.
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Desventajas

= Si f nunca cambia de signo, no podemos utilizarlo.

2.6. Problemas de punto fijo
Definicién 2.3. Sea ¢ : [a,b] — R. Un punto p € [a, b] se llama punto fijo de g si g(p) = p.

Un problema de célculo de raices de una funcién f(z) puede ser transformado en un problema de punto fijo. Por
ejemplo si g(x) = z + f(x) entonces p es raiz de f siy solo si p es punto fijo de g.

La conveniencia de transformar el problema de cédlculo de una raiz en un problema de punto fijo, se debe a que se
conocen varios métodos para resolver esto ultimo, como veremos a continuacién.

Proposicién 2.3. Sea g : [a,b] — [a,b] continua. Entonces g tiene punto fijo en [a,b]. Si ademds es derivable y
l¢'(x)] < 1 para todo x € (a,b), entonces el punto fijo es dnico.

Demostracién. Primero veamos que g tiene un punto fijo en [a, b]. Notemos que como a < g(z) < b, entonces g(a) > a
y g(b) < b. Si g(a) = a, listo. Si no, g(a) > a. Andlogamente, si g(b) = b, terminamos. Si no, g(b) < b. Tenemos,
entonces, g(a) —a >0y g(b) —b < 0.

Consideremos f(x) = g(z) —z. Por lo anterior, f(a) > 0y f(b) < 0. Ademés f es continua en [a, b] pues g lo es. Luego,
por Teorema de Bolzano, existe p € (a,b) tal que f(p) =0, es decir que g(p) —p = 0 o bien g(p) = p, con lo cual p es
un punto fijo de g.

Veamos la unicidad. Sean pi,ps € [a, b] puntos fijos de g, entonces g(p1) = p1 y g(p2) = p2. Como g es derivable, por
el Teorema del Valor Medio tenemos que

lg(p1) — g(p2)| = Ip1 — p2| |g'(€)]

para cierto £ entre p; y p2. Pero |g(p1) — g(p2)| = |p1 — p2|, entonces

Ip1 — p2| = [p1 — p2| 19 (§)]

Por hipétesis, |¢'(€)| < 1, con lo cual no queda otra que |p; — pa| =0, i. e., p1 = po.
[

Dadas estas condiciones de existencia y unicidad de punto fijo, construimos una sucesién convergente a un punto fijo.

Proposicién 2.4. Sea g : [a,b] — [a,b] continua y derivable, tal que existe una constante no negativa k tal que
lg'(z)] < k <1 para todo x € (a,b). Sea {xy}n una sucesion tal que

xo € [a,b]
Tnt1 =g(zpn) sin>0

Entonces {x,}n converge al inico punto fijo de g.

Demostracion. Por la Proposicién anterior, g posee un unico punto fijo en [a,b], que llamamos p. Observemos que
como g(z) € [a,b] y xo € [a, b], entonces todo término de la sucesién cae en [a, b].

Queremos ver que lim z, = p. Notemos que si n > 0,
n—oo

|zn — pl = [g9(xn—1) — 9(p)]

Como g es derivable, por el Teorema del Valor Medio existe &, _1 entre x,_1 y p, tal que

l9(xn—1) = 9(P)| = |21 —pllg'(€n1)]
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Como |¢'(€,—1)| < k entonces

|g(xn—l) - g(p)| S |xn—1 _p| k

Por la primera de las igualdades, concluimos que

|xn 7p‘ S ‘xn—l *pl k

Inductivamente, es facil ver que

|20 —p| < |wo — p| K"
Como 0 < k < 1, |xg — p| k™ tiende a 0 a medida que n — co. Por el Teorema del Sandwich, lim |z, — p| =0, con lo
n—oo

cual lim =z, = p.
n—oo

O

Esta técnica para encontrar el punto fijo se llama iteracion de punto fijo. Bajo ciertas condiciones podemos asegurar
el orden de convergencia de la sucesion.

Proposicién 2.5. Sea g € C"([a,b]) tal que p € (a,b) es punto fijo y

dp)=9"(p)=-=9g"""p) =0,9"(p)#0

Entonces, si xp41 = g(xn) converge a p, su orden de convergencia es r.

Demostracion. Como g € C"([a,b]), consideramos el desarrollo de Taylor de g de orden r — 1, centrado en p,

(r=1) () (r)
g9 P re1, 97 (& . 9" (& r
o) =9(0) + o @) =) 44 Tyt S gy — g+ S )
con &, entre x y p. Evaluando en x, obtenemos
(r)
g(@n) = g(p) + 2 T(!g )(wn —p)’
con &, entre z,, y p. Como g(zn) = Tp+1y 9(p) = p,
(r)

0 sea que

Tpyl — D Q(T)(p)

(xn, — p)" r!

Tomando limite en ambos miembros,

— (r)
i Tnt1 =P _ 9" ()
n—oo (l'n —_ p)r ’/‘!

Como esta expresiéon converge, su mddulo también lo hace, y

g B =2l _ 19" ()]
n—00 ‘xn — p|r 7!

1o (p)]
7!

Como ¢(") (p) # 0 entonces el limite es no nulo. Luego, el orden de convergencia de {z,}, es r.
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2.7. Método de Newton

Supongamos que dada una f : R — R, queremos hallar una raiz. Para esto queremos encontrar una funcién g : R — R,
cuya expresion involucre a f, de modo tal que los puntos fijos de g sean raices de f. Més ain, vamos a pedir que la
iteracion de punto fijo asociada a g converja cuadraticamente.

Proponemos g(x) = x — h(z) f(x) siendo h una funcién que todavia no conocemos. Notemos que si p es punto fijo de
g entonces p = g(p) = p — h(p) f(p), con lo cual si h(p) # 0 resulta que f(p) = 0. Por lo tanto, todo punto fijo de g es
una rafz de f, sea cual sea la funcién h tal que h(p) # 0.

Como queremos un orden de convergencia cuadratico, pedimos que ¢’'(p) = 0. Como ¢'(z) = 1 —h'(z) f(z) — h(z) f'(x),
entonces

g(p)=0s1-1(p)f(p)—hp)f(p) =0
& 1-h(p)f'(p)=0
1

& hip) = f'(p)

suponiendo que f’(p) # 0. Entonces podemos tomar h(z) = ﬁ, que cumple h(p) # 0. Asi, queda

con lo cual la iteraciéon de punto fijo asociada es

f(zn)
f'(xn)

En lo que sigue vamos a ver que esta sucesién efectivamente converge a un punto fijo de g (bajo ciertas condiciones),
y lo hace cuadraticamente.

Tyl = 9(Tn) = 5 —

Proposicién 2.6. Sea f € C?([a,b]). Sea p € (a,b) tal que f(p) = 0, f'(p) # 0. Entonces existe 6 > 0 tal que toda
sucesion {x, }n con

zo € [p—0d,p+ 9]
f(xn)

Tnt1 = Tp — f’(l‘ )
n

n>0

estd bien definida y converge.

Demostracion. Sea g(x) = x — IOk
= g estd bien definida en un entorno de p. Como f’ es continua en [a,b] y p € (a,b) entonces f’ es continua
en p. En particular, existe §; > 0 tal que f/(z) # 0 para todo « € [p — 01, p + d1].
= g es estable en un entorno de p. Notemos que ¢'(z) = %;;g”, que estd bien definida en [p — d1,p + d1].

Como ¢'(p) = 0y ¢’ es continua en p, entonces existe dy > 0, do < d; tal que, para alguna constante k,
lg'(z)] < k <1 para todo x € (p — d2,p + 02).

Luego, si « € [p — o, p + 02|, utilizando el Teorema del Valor Medio, deducimos que

lg(x) = g()| = |9 (&2)] |z = p|

para &, entre x y p. Entonces |¢'(£,)] < 1. Como ademds g(p) = p resulta que

lg(z) —p| <[z —p| <62

Luego |g(x) — p| < 02, es decir que g(z) € [p — d2,p + J2].
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Por lo tanto, g : [p—d2, p+0d2] — [p—d2, p+02] estd bien definida y ademds |¢g'(x)| < k < 1 para todo x € (p—da, p+d2).

Poniendo § = d9, una sucesién {z, }, tal que xo € [p— §,p+ 8] v i1 = g(an) =z — ;,((3;")) estd en las condiciones

de la Proposicién [2.4] con lo cual converge a un punto fijo de g.

O

Observemos que este resultado sélo asegura la convergencia cuando comenzamos la iteracion dentro de un entorno
suficientemente chico del punto fijo. En general, no conocemos la localizacién del punto fijo asi como tampoco cuan
chico debe ser el entorno. Por esta razén, se suele partir desde un punto arbitrario, e iterar, revisando si se logra
converger. En caso negativo, se elige otro punto de partida y se repite la iteracién.

Otra forma de sortear el problema es aplicar, inicialmente, algunas iteraciones del método de Biseccién y cuando el
entorno que contiene a la raiz es suficientemente chico, proceder con Newton.

Proposicién 2.7. Sea f € C? yp € R una raiz de f. Sea {x,}, la iteracién de punto fijo dada por T, 41 = x, — f,((g;")).

Supongamos que estd bien definida y que nunca vale p. Si e,, = x,, — p, entonces

€n+1 lfﬂ(fn)
e2 2 f'(xn)

con &, un valor entre x, y p. Mds ain, si f'(p), f"(p) # 0 y la iteracion converge a p, entonces lo hace con orden
cuadrdtico.

Demostracion. Para cada n € Ny, consideremos el desarrollo de Taylor de f de orden 1 centrado en x,,

/(&)

F@) = Fn) + /) = ) + T (0 = )2
con &, entre x,, y . Evaluando en p obtenemos
f(p) = f(an) + f'(zn)(p — 20) + #(}7 - xn)Q
con &, entre x, y p. Luego,
0= f(zn) = f'(zn)en + @ei

Con un poco de aritmética llegamos a la ecuacién buscada,

€nt1 lf/,(gn)
2 2 f'(xn)

Resta ver que si f'(p) # 0y {z,}, converge a p, entonces lo hace cuadrdticamente. Para esto, debemos ver que |fé’:‘§|

converge a una constante no nula. Tomando médulo en la ecuacién anterior,

il _ 117"(60)
len|? 2 |f"(xn)l

Como f’ es continua, y lim z,, = p, entonces
n—oo

lim f'(z,) = f'(p) #0

n— oo

Por otro lado, como &,, siempre cae entre x,, y p, y f” es continua, resulta que

lim f”(gn) = f//(p)

n—roo

Por lo tanto, estas dos tltimas expresiones convergen en moédulo y, méas aun,
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e lenal LG 11 0)

noo len|?  novoo 2(f/(za)l 2 [f/(p)]

£0

que es lo que queriamos probar.

2.7.1. Interpretacién geométrica

Este método tiene una muy linda interpretacién geométrica. Dada una funcién f, tomamos un punto py y consideramos
la recta tangente que pasa por el punto (pog, f(po)). Definimos p; como la interseccién entre dicha recta y el eje x.
Ahora tomamos la recta tangente que pasa por el punto (p1, f(p1)) y definimos ps como la interseccién entre esta recta
y el eje z. Continuando de esta forma nos iremos aproximando cada vez mas a una raiz p de f. La siguiente imagen
ilustra este proceso.

Slope /"(p1) y=7jx

(P, f(p)

Slope /"(po)

X

(Po- £(Po))

Sea {xp, }, una iteracién de Newton. Dado z,,, definimos 1 como la abscisa de la interseccién entre la recta tangente
a f en z, y el eje x. La recta tangente a f en x, es y = f'(x,)x + b siendo b la ordenada al origen. Para z = x,,, esta
recta toma el valor y = f(x,), con lo cual f(z,) = f'(zn)z, +0b, 1. e, b= f(x,) — z,f'(z,). Luego, la recta tangente
a fenux, es

Yy = f/<xn)m + f(zn) — xnf/<33n)

La interseccién entre esta recta y el eje x se da para un valor = tal que f'(z,)z + f(z,) — znf'(z,) = 0, i. €.,

T =z, — ff,(é”)). Habiamos definido z,11 como este valor, con lo cual

T = T )
n

2.7.2. Ventajas y desventajas
Ventajas

= Bajo ciertas condiciones, el método converge con velocidad cuadratica, lo que significa que, a nivel practico, el
numero de cifras decimales correctas calculadas se duplica a cada paso.
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Desventajas

= La convergencia esta asegurada sélo en un entorno del punto fijo buscado. En general, no conocemos dicho punto
y mucho menos cuadn cerca del mismo debemos comenzar a iterar.

= La velocidad de convergencia, a nivel practico, puede resultar lenta lejos del punto fijo. Esto se debe a que, como
vimos antes,

e lfﬂ(fn)
6721 2 I/ (zn)

con lo cual, si |f'(x,)| es chico, el error decrece lento.

» Es necesario computar f’(x,) en cada iteracion. En ciertas situaciones esto puede ser caro de computar o
directamente imposible. El método de la Secante viene a salvar este problema.

2.8. Meétodo de la Secante

El método comienza con dos puntos zy y z1. La iteracion z,41 es igual a la iteracién de Newton, excepto que
aproximamos f’(x,) por la pendiente de la recta secante que pasa por f(x,) y f(zn—1).

y= f(V)V

Ps3
Po P2 P _
P4 P X
Explicitamente, la aproximacién que estamos usando es
Tn) — f(Tn_
Tp —Tn-1
Por lo tanto, la sucesién que usa este método estd dada por
f(xn) f(xn)(xn - xn—l)

x =X _——_—— =
P fen) =)
Tp —Tn—1

Se puede demostrar que la velocidad de este método es supralineal.

2.8.1. Ventajas y desventajas
Ventajas

s No es necesario computar ningin valor de f’.
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Desventajas

= La velocidad de convergencia es mas lenta que la del método de Newton.

» A medida que n crece y z,, va convergiendo, x,, & 1y f(x,) = f(x,-1), lo que produce una pérdida de digitos
significativos debido al redondeo en el término % El método Regula Falsi provee una solucién a este

problema.

2.9. Método Regula Falsi

Genera aproximaciones del mismo modo que el método de la Secante, pero en cada paso verifica que la raiz buscada
quede entre dos iteraciones sucesivas, en forma analoga al método de Biseccién.

Comienza con dos puntos zg y x1 tal que f(xo)f(z1) < 0. Dados x,—1 ¥ Zn, €l punto z,4+1 se calcula mediante la
interseccién de la recta secante que pasa por f(z,—1)y f(zn), y el eje x. Luego, redefine z,, como aquel valor z,_; o
Zn que tiene distinto signo (evaluado en f) que z,1. La férmula de la iteracién sigue siendo la misma del método de
la Secante.

En otras palabras, es idéntico al método de Biseccion excepto que, en lugar de quedarse con el punto medio, toma la
interseccién entre la secante y el eje x.

Se puede probar que la velocidad de convergencia del método es al menos ¢ = 1+T\/5

2.9.1. Ventajas y desventajas
Ventajas
= Desde el punto de vista numérico, ahora f(z,) y f(x,—1) siempre tendran distinto signo, con lo cual f(x,) —

f(xn—1) es una resta entre ntimeros de distinto signo (podemos pensar que es una suma), evitando una cancelacién
catastrofica.

Desventajas

= Requiere méas operaciones que el método de la secante.
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3. Sistemas de ecuaciones lineales

3.1. Problema

Dadas n ecuaciones, cada una con n incognitas

a1+ -+ a1pTn = by

A1n®1 + - F ATy = by

con coeficientes reales, queremos hallar valores de x1, - - - , x, que satisfagan todas las ecuaciones simultaneamente. En
forma matricial escribimos el problema definiendo

aipr - Qln 1 b1

ap1 Gpn LTn bn

de modo tal que buscamos soluciones de la ecuacién Az = b.

3.2. Existencia y unicidad de la solucién

Notemos que

a11 A1n b1
Ar =b s 1, : +- 4z, : =

Gn1 Ann by

En otras palabras, Az = b tiene solucién si y sélo si b es combinacién lineal de las columnas de A. Usando esto podemos
separar en casos:

= Si las columnas de A son linealmente independientes, entonces forman una base de R™ (porque son n), y en
consecuencia la combinacién lineal existe y es unica.

= Si las columnas de A no son linealmente independientes, entonces una tal combinacién lineal puede existir como
no. Si existe alguna entonces hay infinitas combinaciones lineales que cumplen la condicién.

En definitiva Az = b tiene solucién tnica si y sélo si las columnas de A son 1. i. Si no son 1. i. entonces hay inifinitas
soluciones o no hay ninguna.
3.3. Resolucién de un sistema lineal

1. Caso A diagonal. El sistema tiene la forma

1171 =b

ApnTp = bn

Pueden pasar dos cosas:

= Si a;; # 0 para todo 4, entonces la unica solucion es x; = bi j=1,.--n.

agi’

= Sino, existe ig € {1,--- ,n} tal que d;,;, = 0. Entonces la ecuacién a;i,z;, = b;, es equivalente a b;, = 0.

e Si b;, # 0 entonces tenemos una contradiccion y el sistema no tiene solucion.

22



e Si b;, = 0 entonces la ecuacién se cumple para cualquier z;,. Si existe solucién (depende de lo que
suceda con las restantes ecuaciones) entonces habrd infinitas.

El costo del cémputo en este caso es claramente O(n).

2. Caso A triangular superior. El sistema tiene la forma

1121 + @122 + -+ Q1p T = by
a22%2 + -+ - + G2pTy = by

ApnTpn = bn
Pueden pasar dos cosas:

= Si ay; # 0 para todo i, entonces las columnas de A son L. i. y la solucién es tinica. Mas anin, es

by,

T, = ——

a'n.n

T bnfl - a(n—l)nmn
n—1 =
A(n—1)(n—-1)
S b1 — @122 — a13T3 — = A1 Ty

L=

aii

Este algoritmo para computar las soluciones de un sistema de ecuaciones triangular superior determina-
do, recibe el nombre de backward substitution. Cuando el sistema es triangular inferior determinado, la
sustitucion se realiza comenzando desde la primer ecuacién, y recibe el nombre de forward substitution.
= Sino, existeig € {1,---,n} tal que a; 4, = 0. Entonces la ecuacion @i, @i, = big =g (ig+1)Tig+1—" " —CignTn
es equivalente a 0 = by, — g (ig+1)Tig+1 — *** — GignTn.
e Si el lado derecho es distinto de 0 entonces tenemos una contradiccién y el sistema no tiene solucién.

e Si no, la ecuacién se cumple para cualquier z;,. Si existe solucién (depende de lo que suceda con las
restantes ecuaciones) entonces habra infinitas.

El costo del computo en este caso es O(n?), pues para la incégnita x; (i = 1,--- ,n) se realizan O(n) operaciones,
y son n incdgnitas en total.

3. Caso general. Para resolver el problema para una matriz A cualquiera, la transformaremos mediante opera-
ciones elementales de filas y luego usaremos backward substitution. El algoritmo para transformar el sistema en
uno triangular superior se conoce como eliminacion gaussiana.

3.4. Eliminacién gaussiana sin pivoteo

El algoritmo opera sobre la matriz ampliada del sistema. Llamamos

k k k

NI
MF = : :

o o) |

a la matriz ampliada luego de k pasos del algoritmo. Inicialmente, asumamos que aEZl_l)(k 1) # 0 para todo k. La

entrada es M () = ( A ‘ b ) En el primer paso, el algoritmo de eliminacién gaussiana fuerza, mediante operaciones
de filas, la aparicién de ceros en la primer columna, debajo de la diagonal,

(0)
a . .

Paso 1: F; + F; — 45 parai=2,---,n
a1
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ey
Paso 2: F; %Fi—%FQ parai=3,---,n
22
En el paso & < n, colocamos ceros en la columna k, debajo de la diagonal,
(k=1)
Paso k: F; %Fif%Fk parai=k+1,---,n
kk

El ultimo serd el
a(n72)
Paso n - 1: F; + F; — 25~ —F, 1 parai=n

U n=1)(n-1)
El invariante fundamental de este proceso es que al principio del paso k, las primeras k£ — 1 columnas tienen inicamente
ceros debajo de la diagonal. Al concluir los n — 1 pasos obtendremos la matriz M™~1 que es triangular superior.

Algorithm 2: Eliminacién gaussiana sin pivoteo
1 fork =1ton—-1do

2 fori =k+1tondo
3 mip = g

4 Fi<—Fi—mika
5 end

6 end

La complejidad del algoritmo es claramente O(n?), pues para cada una de las n columnas se hacen O(n) operaciones
de fila, y cada una de estas operaciones de fila son O(n) operaciones escalares. Un andlisis mds fino muestra que la

cantidad de operaciones de punto flotante que realiza la eliminacién gaussiana es aproximadamente %n?’.

3.5. Eliminacién gaussiana con pivoteo
Se llama pivote al elemento agz_l) de cada iteracion del algoritmo, utilizado para computar los coeficientes m;; e
introducir ceros debajo de la diagonal. Puede suceder que al principio de cierto paso de la eliminaciéon gaussiana,

digamos el k, el elemento a,(j;l) sea 0. En este caso no podemos usar a,(ﬁgl) como pivote. Tenemos dos posibilidades:

= Si agllz*l) = 0 para todo ¢ = k+ 1,--- ,n, entonces la columna k ya tiene todos ceros debajo de la diagonal, y
por lo tanto no es necesario realizar ninguna accién en este paso.

= Sino, debemos intercambiar la fila k por alguna otra fila ¢g > k tal que agf,; 2 = 0, y continuar con la eliminacién

normalmente.

Repitiendo esto cada vez que ocurra el problema a lo largo de la ejecucion del algoritmo, llegaremos nuevamente a
una matriz triangular inferior.

Observaciéon 3.1. Si ahora esas mismas permutaciones de filas fueran realizadas en el mismo orden sobre A, entonces
se puede probar que la matriz que se obtiene admite eliminacién gaussiana sin pivoteo. En términos matriciales,
existe una matriz P € R"*™ que es producto de matrices elementales de permutacién tal que PA admite eliminacién
gaussiana sin pivoteo.

Observacion 3.2. Toda matriz A € R®*" admite eliminacién gaussiana con pivoteo, aunque no necesariamente sin
)
pivoteo.

3.6. Pivoteo parcial

Los coeficientes m;, de cada paso dependen de agi_l) y a,(jc_l) que son resultados de operaciones realizadas a lo largo

(k=1)
. . . . . a;,
de las iteraciones 1,--- ,k — 1y que, en consecuencia, acarrean un error de redondeo. Si al computar el cociente —H—y
a

kk
. (k—1) . - .
resulta que el divisor a;, ~’ es un nimero con valor absoluto pequeno, el error que acumulaba a;; se ve amplificado.

Por esta razén, es deseable que ay tenga valor absoluto lo més grande posible. Con este objetivo se implementa
la estrategia de pivoteo parcial: al comienzo del k-ésimo paso, se permuta la fila k£ con alguna fila ig > k tal que

24



Cuanto mayor sea el pivote, més pequeno serd m;, y en consecuencia la operacién F; < F; — m; Fy, sobre la matriz
ampliada del sistema no hara variar sus entradas en gran medida. Intuitivamente, la variacién del valor absoluto de
los elementos de la matriz ampliada a lo largo de las iteraciones es una medida de la efectividad del pivoteo parcial.
En este sentido definimos lo siguiente.

Definicién 3.1. Sea A € R™*". Como antes, sea A®*) la matriz ampliada de un sistema que tiene a A como matriz,

luego de k pasos de eliminacién gaussiana con pivoteo parcial. Sea ay = maéax |az(-j ) |. Definimos el factor de crecimiento
1<ij<n
de A como
max ag
1<k<n—1
p = —---
Qo

Por lo dicho arriba, es conveniente que p sea lo mas pequeno posible. El siguiente resultado establece una cota para
este factor en ciertos tipos de matrices.

Proposicién 3.1. Sea A € R™*".

= Si A es una matriz arbitraria entonces p < 2771,
» Si A es una matriz de Hessemberg (sus coeficientes debajo de la primer subdiagonal son nulos) entonces p < n.

= Si A es una matriz tridiagonal entonces p < 2.

Si bien en una matriz arbitraria el factor de crecimiento es a lo sumo 2”1, este madximo ocurre rara vez y, en general,
la estrategia de pivoteo parcial es una estrategia numéricamente estable.

3.7. Factorizacion LU

Definicién 3.2. Sea A € R™"*™, Se llama factorizacién LU de A a una escritura de la forma A = LU con L € R™"*"
y U € R"™™ L con unos en la diagonal.

Veamos cémo calcular la factorizacién LU de una matriz A. Supongamos que A admite eliminacién gaussiana sin
pivoteo. Notemos que en el paso k de la eliminacién se realizan las operaciones de fila F; = F; — m;p F}y para i =

k+1,---,n. En términos matriciales esto es multiplicar A*) a izquierda por las matrices de elementales
1 .- 0 - 0 1 0 0 1 0 0
0o . 0 - 0 0 0 0 0 0 0
My =|: 1 : 1 = 1
o --- —m(k+1)k ce 0 0 0 0 0 —m(k+1)k 0
0o --- 0 e 1 0 -+ —myp - 1 0 --- — M o1

Al cabo de los n — 1 pasos de eliminacién gaussiana tendremos que M, _1--- My A = U con U triangular superior.

Observemos que My, es inversible para cada k, puesto que M, es triangular inferior con unos en la diagonal. Entonces
podemos escribir A = M; ' M\ U = LU, con L = M; "' --- M, ',. Si bien ya hemos llegado a la factorizacién LU
0

de A, podemos simplificar la expresién de L. Notemos que My = I,, — myel, con my = m 0 y e el k-ésimo
(k+1)k

Mpk
vector canénico de R™. Usando esta escritura es facil ver que M, L1, + mgel., ya que
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t t 2 t t £t
(I, — myey,) (I + myey,) = I + myep, — mgey, — myepmyey,

= I? — myetmyel,

=1In (pues efmy = 0)
Luego,
L= ]\41—1 . ..]\4;_11
= (In + mle?l) e (In + mnflezfl)
= I +miej +---+mu1e;,_, (pues efm; = 0sii < j)
1 0 e 0
ma1 . 0 ce 0
En definitiva A = LU con L = : 1
MErn1 0 MEyne - 0
M1 e Mpk . 1

Debido a lo inherente que es la factorizacién LU al proceso de eliminacién gaussiana el costo de computar esta
factorizacién es claramente O(n?).

3.7.1. Existencia y unicidad de la factorizacién LU

Hemos probado lo siguiente,
Proposicién 3.2. Sea A € R"*". Si A admite eliminacion gaussiana sin pivoteo entonces A tiene factorizacion LU.

Observacion 3.3. La reciproca no es cierta. Por ejemplo, la matriz nula tiene factorizacion LU pero obviamente no
admite eliminacién gaussiana sin pivoteo.

Observacién 3.4. No toda matriz tiene factorizacién LU. Si A € R2*2 tiene factorizacién LU entonces existen

a,b,c,d € R tal que
A— 1 0\ (b c\ (D c
“\a 1J\0 d) \ab ac+d

. C L, . . . . (0 0 . L
Teniendo en cuenta esta condicién necesaria, es facil ver que la matriz (1 o) no tiene factorizacién LU.

Observacion 3.5. Remitiéndonos a la Observacién deducimos que existe P € R™*™ producto de matrices de
permutacién tal que PA tiene factorizacién LU. Pero P es producto de matrices inversibles, con lo cual existe P~!, y
llegamos a la escritura A = P~'LU, que se llama factorizacién PLU. Observemos que como una tal matriz P siempre
existe entonces también existird siempre una factorizacién PLU.

Con respecto a la unicidad, se tiene el siguiente resultado,

Proposicién 3.3. Sea A € R™*"™ jnversible. Si A tiene factorizacion LU entonces dicha escritura es tunica.

Demostracion. Sean A = L1U; = LoUs dos escrituras LU de A. Como A, Ly y Lo son inversibles, entonces Uy y Us
también lo son. Luego L1U; = LyUs = U1U271 = Lfng. Como U, es triangular superior entonces U{l también lo
es. Como producto de matrices triangulares superiores es triangular superior, entonces Uy U, ! es triangular superior.
Anélogamente Lfng resulta triangular inferior. Sin embargo este iltimo producto tiene una caracteristica distintiva.
Como L tiene unos en la diagonal, Ll_1 los preserva, y como Lo también tiene unos en la diagonal, entonces el producto
L 'Ly también tiene unos en la diagonal.
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Entonces U1U2_1 = Ll_lLQ, siendo U1U2_1 triangular superior y L1_1L2 triangular inferior. Luego, ambos productos
deben ser una matriz diagonal. Mas atin, como LflLQ tiene unos en la diagonal, entonces esta matriz diagonal es la
identidad. Finalmente, UlUgl =I,=U1=Usy Lfng = I, = L1 = Lo, es decir, las escrituras son idénticas.

O

Observacion 3.6. En general, la factorizacion LU de una matriz no es dnica. Por ejemplo, la matriz nula admite
infinitas factorizaciones LU.

3.7.2. Aplicacién

Supongamos que dada una matriz A con factorizacién LU y vectores by,--- , by queremos calcular una solucién de
Ax = b; para cada i = 1,--- , k. Si usdramos el algoritmo de eliminacién gaussiana junto con backward substitution
para resolver cada uno de los sistemas, tendriamos un costo de O(n?®) por cada sistema.

Por otro lado, factoricemos A = LU. Esta escritura se puede calcular, como dijimos antes, en O(n?). Para cada sistema
Az = b; hacemos:

= Calculamos una solucién de Ly = b;, mediante forward substitution.

= Calculamos una solucién de Uz = y, mediante backward substitution.

Esto requiere tiempo O(n?). Notemos que como L es inversible, Uz = y & LUx = Ly & Az = b;. En definitiva,
podemos resolver Ax = b; en O(n?), para cada i, pagando una tnica vez, inicialmente, un costo de O(n?).

3.7.3. Familias de matrices que admiten factorizacién LU

Definicion 3.3. Una matriz A € R™*" se dice estrictamente diagonal dominante por filas si

n
laiil > ai]
=1
J#i
paratodoi=1,---  n.

Proposicion 3.4. Si A € R"*" es e. d. d. f. entonces A admite factorizacion LU.

Demostracidn. Lo probamos por induccién en n € N. Escribamos A = (ai;)i ;-
Sin =1 la factorizacién es trivial.

Sea n > 1. Escribimos la matriz A por bloques en la forma

a21

donde u = c |, vt = (a2 -+ ain) y An_1 es la submatriz que se obtiene sacandole la primera fila y columna a
Gn1

A. Como a1 # 0, podemos aplicar el primer paso de eliminacién gaussiana sin pivoteo,

ail ‘ v
( 1 0"'0)(&11 Ut )_ 0
—u/ayy ‘ I, 4 U ‘ An—1 : —uvt/an + Ap_1
0
Veamos que el bloque B = —uv/a;; + A,_1 es una matriz e. d. d. f. Por comodidad supondremos que los indices

de las matrices de dimensién (n — 1) x (n — 1) que estamos considerando corren de 2 hasta n. Si 2 < ¢, < n son
cualesquiera entonces
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Bij = (—uv'/a11 + An_1)ij
= (—wv'/a11)ij + (An—1)ij

—1/@11(U’Ut)ij + a;;

1015
= aij . ——
an
Luego,
Lay
> 1Byl =2 Jaiy - =~
=2 =2 au
J#i J#i
< Z |ai;| + Z 211
j=2 j=21 41
J#i J#i
n a n
i1
= lai| + o > lay;]
j=2 =2
J#i J#i
Pero Y -2 lai;j| = >"j=1laij| — lai| < |aii| — |a:], esto Gltimo por ser A estrictamente diagonal dominante por filas.
i i
Por la misma razén se tiene Z?;Q lar;| = 27—y larj] = lawi| < |ai1| — |ais|. Entonces,
VES)
> 1851 < ol = laal + | %] | - fau)
— an
j=2
J#i
ai1a1;
= laii| — laa| + lan] — [—=—
ai101;
= |aii| - |
an
Finalmente, como |a;;| — |44} < |a;; — 22,
- ai1ay;
> 1Bl < |aii - M‘ = |Biil
— ai1
j=2

J#i
Que es lo que queriamos probar. Entonces, por hipdtesis inductiva, B admite factorizaciéon LU. Sea B = L,,_1U,,_1
una tal escritura. Sean

1 0---0
L:
(”U/au Ly 1

Notemos que L es triangular inferior con unos en la diagonal y U es triangular superior. Se puede ver, haciendo el
producto por bloques, que A = LU, con lo cual esta es la factorizacién LU de A. Esto concluye el paso inductivo.

O

Proposicién 3.5. Sea A € R™*" inversible. Entonces A tiene factorizacion LU siy sélo si sus n menores principales
son no nulos.
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Demostracion. Denotamos A; a la submatriz de A formada por las primeras ¢ filas e ¢ columnas.

(=) Queremos ver que det(A;) # 0 para todo i = 1,--- ,n. Procedemos por induccién en n € N.
Sin =1 entonces A = (a) para cierto a € R, que es no nulo puesto que A es inversible. Entonces det(A) = det(A;) # 0.

Sea n > 1. Como A es inversible entonces det(A) = det(A4,) # 0. Sea A = LU una factorizacién LU de A. Descompo-
nemos a L y U en bloques del siguiente modo,

con Ly, _1,U,_1 € R=Dx(=1) 4, 4 ¢ R*1 y 2 € R. Entonces

A:LU: ( LnflUnfl ‘ Lnflu )

VU, —1 ‘ viu +

Por lo tanto A,,_1 = L, _1U, _1, es decir que esta submatriz tiene factorizaciéon LU. Veamos que, ademads, es inversible.
Por un lado, como L,,_; es triangular inferior con unos en la diagonal, entonces es inversible. Por otro lado, como A y
L son inversibles, entonces U es inversible. Luego 0 # det U = det(U,,—1) det(z), con lo cual det(U,,—1) # 0, es decir,
U,_1 es inversible. Por ende L, _; y U,_1 son inversibles, y en consecuencia A, 1 también lo es.

Todo esto hace que valga la hipdtesis inductiva sobre A,,_1, y por lo tanto sus n — 1 menores principales son no nulos.
Pero estos menores principales son exactamente det(A;),--- ,det(A4,_1).

(<) Induccién en n € N.
Si n =1 la factorizacién LU de A es trivial.

Sea n > 1. Por hipétesis, la submatriz A,_; tiene todos sus menores principales no nulos. Entonces, por hipdtesis
inductiva, admite una factorizacién LU que la escribimos A, 1 = L,_1U,_1. Descomponemos A en bloques del
siguiente modo

A= ( Ln—ll;]n—l (& >

v a
Definimos los vectores «, 3 € R"~! como
_ -1
a=(L,_1)"u
p= (Uytz—l)il“

Esto es posible gracias a que las dimensiones son adecuadas y las matrices L,,_1 y U!_; son inversibles, por ser A,_1
inversible. Finalmente definimos el nimero real

z=a-Fla

A partir de estos elementos vamos a obtener la factorizaciéon LU de A. Sean

Haciendo la multiplicacién es facil ver que A = LU, que es lo que queriamos probar.

29



3.8. Matrices simétricas definidas positivas y factorizacion de Cholesky
3.8.1. Matrices simétricas y definidas positivas

Definicién 3.4. Una matriz A € R™"X" se dice definida positiva si z'Axz > 0 para todo z # 0.

Proposicién 3.6. Si A € R"*" es definida positiva entonces es inversible.

Demostracion. Veamos el contrarreciproco. Si A no es inversible entonces existe z € R™ no nulo tal que Az = 0.
Entonces zt Az = 0, y como x # 0 esto implica que A no es definida positiva. O

Proposicion 3.7. Si A € R"™ " es definida positiva entonces sus submatrices principales son definidas positivas e
inversibles.

Demostracion. Sea 1 < k < n cualquiera. Sea Ay la submatriz A formada por sus primeras k filas y k columnas,
queremos ver que Ay, es definida positiva e inversible. Si k& = n no hay nada que ver. Supongamos k < n. Sea x), € R”
no nulo. A partir de este vector construimos un nuevo vector x € R™ agregando ceros, es decir,

Tk
0

0
Multiplicando por bloques se puede ver que z'Ax = z} Azj. Como z # 0 entonces z # 0, y como A es definida

positiva entonces z' Az > 0. Luego x} Agzy, > 0. Dado que xy, es cualquiera, concluimos que Ay, es definida positiva,
como queriamos.

La inversibilidad de A; se deduce inmediatamente de la proposicién anterior.

Corolario 3.1. Si A € R™*" es definida positiva entonces admite factorizacion LU y es inica.

Demostracion. Por la iltima proposicion, todas las submatrices principales son inversibles. Pero vimos que toda matriz
que cumple esto, admite factorizacién LU. Ademas por ser A inversible, la escritura es unica. O

Definicién 3.5. Una matriz A € R"*"” se dice simétrica si A = A?.

Proposicién 3.8. Sea A € R"™ " inversible y simétrica, que admite factorizacion LU. Entonces existen matrices
L € R™" triangular inferior con unos en la diagonal y D € R™*™ diagonal tal que A = LDL!. Esta escritura se
conoce como factorizacion LDL.

Demostracion. Sea A = LU una factorizacién LU. Como A es simétrica entonces A = A' = LU = (LU)! = U'L".
Por definicién L es inversible. Como A es inversible, U resulta inversible. Entonces (U?)"!L = L'U~!. Como U
es triangular superior, entonces U! es triangular inferior y (U?)~! también. Andlogamente, como L es triangular
inferior, L! es triangular superior. Ademas U~! es triangular superior. Luego (U*)~1L es triangular inferior y LU !
es triangular superior, con lo cual ambas matrices resultan ser diagonales. Sea L'U~! = D diagonal. Como L' y
U~ son inversibles, entonces D también lo es. Luego D~'L! = U, y reemplazando en la factorizacién original queda
A=LU = LD 'L!. Como D! también es diagonal, esta es la escritura buscada. O

Corolario 3.2. S5i A € R™"*™ es simétrica y tiene todos sus menores principales no nulos, entonces admite factorizacion
LDL.

Demostracion. Por la Proposicién A admite factorizacién LU. Ademés es inversible. Luego, por la Proposicién
B:8] A admite factorizacién LDL. O
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3.8.2. Factorizacién de Cholesky

Definicién 3.6. Sea A € R"*". Se llama factorizacién de Cholesky de A a una escritura de la forma A = LL! con L
una matriz triangular inferior con elementos en la diagonal positivos.

Proposicién 3.9. Sea A € R"*". Entonces A es simétrica definida positiva si y solo si admite factorizacion de

Cholesky.

Demostracion. (=) Como A es definida positiva entonces, por la Proposicién todos los menores principales de A
son no nulos. Como ademads A es simétrica, por el Corolario A tiene factorizacién LDL. Sea A = LDL! una tal
escritura.

Veamos que todos los elementos de la diagonal de D son positivos. Sea 1 < i < n arbitrario. Como L! es inversible,
existe x € R™ tal que L'z = ¢;, y que necesariamente es no nulo. Como x # 0 entonces z'Ax > 0. Luego

0 < 2'Az = 2" (LDLY2 = (2'L)D(L'z) = el De; = Dy;
En definitiva D;; > 0 y como ¢ es cualquiera, todos los elementos de la diagonal de D son positivos. Definimos
D11 0

VD = ,
0 Dy
Notemos que D = vDv/D, con lo cual A = LDL' = LyvDy/DL' = LvVDVD'Lt = (LvV'D)(L\/D)t. Pero L\/D sigue

siendo triangular inferior y, mas atn, los elementos de su diagonal son positivos, pues tanto los de L como los de v D
lo son. Asi llegamos a la factorizacién deseada.

(<) Sea A = LL! una factorizacién de Cholesky. Sea x # 0, queremos ver que x'Ax > 0. Se tiene que z'Ax =
2! LYy = (Ltx)t(Liz) = HL%H; y esta norma es estrictamente mayor que cero, ya que como L' es triangular con
diagonal no nula y x es no nulo, entonces Lz # 0.

O

Supongamos que A tiene factorizacién de Cholesky, de modo tal que podemos escribir

ay - a by 0 -0 by oy o
" n loy lop -~ 0 0 flog -+ lna

A= 1 . : =\ — LIt
nl o @nn gnl €n2 e énn 0 0 e gnn

con £; > 0 para todo i. Para calcular el coeficiente de la fila i y columna j (j < %), computamos el producto de la fila
i de L contra la columna j de Lt:

Ejl
0 !
agj =l - Ly - L O - 0) (J)J :€i1€j1+-~-+&j€jj=Z&k€jk
k=1
0

Usando esta ecuacion se deduce que:

s Sij =i=1 entonces
2
all = 611 = 611 = \/a11
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» Sij=1 <1 entonces

a1

apn =l & Uy = T
11

= Si 1< j =1 entonces

j—1
L 2
ajj E :Ejk

k=1

= Sil< j<ientonces

1 iy
a;; = eilfjl +---+ Kijfjj & éij =—|a;— Zgikfjk
i k=1

Para calcular cada una de las entradas de la descomposicién procedemos por columnas, primero calculando los coe-
ficientes ¢;1, luego los ;5 y asi sucesivamente. Se puede ver que de esta forma respetamos las dependencias entre las
ecuaciones anteriores.

Esto nos da un algoritmo para computar la matriz L de la factorizacién. Mas atin, como cada £;; estd univocamente
determinado, hemos probado que la factorizacién de Cholesky es tnica.

Algorithm 3: Factorizacién de Cholesky

1 411 = \/aqs;

2 for i =2 ton do
s | la=9¢%

4 end

5 for j =2 ton do

- NVl g2
lij = \ @ij Py éjk’

6
7 fori=j5+1tondo
j—1
8 ‘ bij =5 (%‘ — Xk=1 fz‘k@jk)%
end
10 end

La complejidad del algoritmo es ctibica, que es la misma que la de LU. Sin embargo, en términos practicos el computo
de la factorizacién de Cholesky resulta ser el doble de réapido que el de LU. Ademsds, al igual que LU, permite resolver
eficientemente el problema de la resolucién sucesiva de sistemas de misma matriz A.

3.9. Estabilidad numérica de Cholesky

A diferencia de LU, Cholesky no depende de pivoteos, manteniendo asi el error acotado. El tinico problema que puede
sufrir esta escritura es la presencia del cémputo de raices cuadradas. Si bien los niimeros a los que se les toma raiz
son siempre positivos, si éstos son suficientemente pequenos se pueden tornar negativos a lo largo del cémputo, debido
al error de redondeo, siendo imposible continuar con el algoritmo. Pese a que ésto sélo sucede en matrices muy mal
condicionadas, para evitarlo puede optarse por sumarle a la matriz A otra matriz diagonal con entradas de valor
absoluto chico, y asi reforzar su condiciéon de definida positiva. La desventaja en este caso es que se pierde precision
en el resultado.
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4. Normas

4.1. Definiciones
Definicién 4.1. Una funcién f : R™ — R es una norma vectorial si cumple:

1. f(z) > 0 para todo z # 0y f(0) =0.
2. f(Az) = \If(a).
3. flz+y) < fz)+ fly)-
Algunos ejemplos de normas vectoriales son:
o [llly =325
- llzll, = (S, 2)
" lollee = mdx |l
El concepto se extiende naturalmente para matrices.

Definicion 4.2. Una funcién F' : R"*"™ — R es una norma matricial si cumple:

1. F(A) >0 paratoda A#0y F(0)=0.
F(A\A) = |MF(A).
3. F(A+ B) < F(A) + F(B).

Un ejemplo de norma matricial es la norma de Frobenius, una extensiéon aparentemente natural de la norma 2:

Al = (S S a3)

Una propiedad no necesaria, aunque deseable, es la de submultiplicatividad.

Definicién 4.3. Si F': R™*™ — R es una norma matricial, ' se dice submultiplicativa si
F(AB) < F(A)F(B)

para todas A, B € R™"*™.

Otra propiedad notable de las normas es la de consistencia.

Definicién 4.4. Si F': R™*"™ — R es una norma matricial y f : R™ — R es una norma vectorial, F' se dice consistente
con f si

f(Az) < F(A)f(x)

para todos A € R"*" x € R™.

4.2. Normas inducidas

Definicién 4.5. Sea f:R™ — R una norma vectorial. Definimos F' : R"*™ — R como

F(4)= mix f(A)

F resulta una norma matricial y se la llama norma inducida por f.
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A partir de ahora simbolizaremos tanto las normas vectoriales como sus respectivas normas matriciales inducidas
mediante ||-||, y el significado quedara claro por el contexto.

Las normas inducidas son de especial interés por lo siguiente.

Proposicién 4.1. Si ||| : R"*™ — R es una norma matricial inducida, entonces ||-|| es submultiplicativa y consistente,
es decir que

1. |AB| < [|A]l Bl
2. || Az|| < Al ||

Demostracion. 1. Sea xy € R™ unitario, que realiza la norma de AB. Entonces

B.’l?o

AB|| = ||ABxq :HA
I4B] = |ABao| = | ATzt

\ | Bao|

Zo

Como HgToH es un vector unitario, entonces HA Bzo

| Bzoll
todos los factores son positivos, | AB|| < || 4| || B]|-

H < ||Al. Andlogamente, || Bzo| < ||B]|. Finalmente, como

2. Sea x € R™ cualquiera. Entonces ||A| > HAL es unitario. Luego ||Azx| < [|A|| ||=].

llll

‘ _ Az e

4.3. Normas matriciales clasicas

Proposicién 4.2. Sea A € R"*"™. Entonces
Al = i flols ()],
Demostracion. (>) Sea 1 < j < n arbitrario, entonces

1Al = méx [lAz]], > [|Ae;ll, = [lcol;(A)

wiflzl, =1 I

Como j es cualquiera, resulta que [|Al|; > 121§i<x ||l col; (A)]];.
<jgn

(<)
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[Ally = méx ||Az(),

sl =1

z:||z|l, =

n
méx | fil;(A)x
a::Hzlelz,:l
n n
= max Zaijxj
j=1

z:||z|[, =1 -

n n
= -méx—lzzminle
2?“33"1— i=1 j=1
n n
x:|| ||, =1 = s
n
= Z >
- qu = (121,3?‘ |azk|>
n
=L <1<k<nz|azk> ;l%l
- I (
i (131135 lleol( >|1> I,
= 1max [|col; (A)][,

Proposicién 4.3. Sea A € R™*"™. Entonces
14l = mdx [[fil:(A)ll;
Demostracion. Si A =0 no hay nada que ver. Supongamos A # 0.

(>) Sea iy la fila de A con norma 1 méxima. Definimos el vector o € R™ de modo tal que o; = sgn(4,,;) para todo
j=1,---,n. Entonces

filig(A)a = ZAW% D sen(Aig;)Aig; = Y Aigs = I filiy (A)ly
j=1 j=1

y si i es una fila cualquiera de A entonces

|fili(A ZAU% <Z|Azg||aJI<Z|A”|—Hle A)lly
Luego, como || fil;(A)||; < || fili,(A)||; para todo i, resulta que

wdx |fili(A)a] = | fili,(A)ll, = max | fili(A)]],

Por otro lado, como A # 0 entonces fil;,(A) # 0 con lo cual « tiene alguna componente no nula. Como todas las
coordenadas de o son 0, 1 6 -1, entonces ||v||,, = 1. Luego

[A]l o = mffj:llleH = Aol = méx [fili(A)o] = mdx [|fili(A)ll;

oo
x|z
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= mix [ Ae],,

1Al
o] =1

= max max |fil;(A)z

x:”m”oo:llgign'f l( ) |
n

= max max Zaijxj

zillall =1 1505 |

n
< mdx méx Z|aij||xj|
;c:HJ;HOO:llSiSnj:l

n
< 4 ‘ Z N
B legllile lréllagxn j=1 |alj| ||x||oo

n
11,2ia<xnZ |a”‘
seni

mdx | fili(A)ll;

4.4. Estabilidad de un sistema y niimero de condicién

Consideremos un sistema lineal Ax = b de 2 x 2. Geométricamente se representa mediante dos rectas en el plano.
Supongamos que estas rectas son casi paralelas.

T2
To
*
T2
£E>{ (E~1 xr1
:Z:*
Este sistema tiene solucién unica x* = zi . Al resolverlo numéricamente encontramos una aproximacién de la
2

solucién dada por & = (?) que, debido a la proximidad entre rectas, es tal que AT = b con b parecido a b. Sin
2
embargo, pese a este parecido, T estd muy lejos de la solucién exacta x*.

En este caso, en que una pequena variacién respecto del resultado exacto significa una gran imprecision en la aproxi-
macion obtenida, se dice que el sistema estd mal condicionado.

La siguiente proposicion formaliza esta idea intuitiva.

Proposicién 4.4. Sea A € R™*™ jnversible. Sea x* solucion de Ax = b. Sea T solucion de Ax =b. Si ||| es una
norma inducida cualquiera, entonces

1 far =3l < ||p- 5| a7

" —T B b
2. Lt < g amy L

36



Demostracion. 1. Como A es inversible y ||-|| consistente,
O I v

2. Usando la desigualdad anterior,

o = @l < =) o8] = EEm A= o - 5] < i bt 14 i
[ Azl el
Para terminar basta dividir la desigualdad por ||z*||.
O
Definicién 4.6. Si A € R"*" es inversible y ||-|| es una norma inducida, definimos el nimero de condicién de A como

K(A) = Al [[A7

Con esta definicién, podemos reescribir el resultado anterior como

Corolario 4.1.

. [ . . ~ . b—b .
Este resultado nos dice que cuanto més chico sea x(A) entonces bajo un pequeiio error relativo I ol I (es decir, que el

.
resultado obtenido es similar al buscado) podremos asegurar con mayor certeza un pequeno error relativo Hg|ﬁ|;c*|g\t I (es

decir, que la aproximacion es precisa).

Observacién 4.1. k(A) > ||I|| =1
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5. Factorizacion QR

5.1. Matrices ortogonales

Definicién 5.1. Una matriz Q € R™"*" se dice ortogonal si Q' = Q.

Observacién 5.1. Si Q es ortogonal entonces Q% = Q1 también, pues ((Q")~1)! = ((QH)) 1 =Q~! = Q"

En lo que sigue, @ es una matriz ortogonal de n x n.
Lema 5.1. Q preserva norma 2, i. e., |Qz|y = |z||5.
Lema 5.2. ||Q|, = 1.

Corolario 5.1. x2(Q) = 1.

Esto nos dice que las matrices ortogonales son estables, lo cual se condice con el hecho de que preservan norma 2, es
decir, que no deforman vectores, haciendo que el error de las componentes escalares no sea amplificado. Este motivo
hace a las matrices ortogonales atractivas desde el punto de vista numérico. Ademsds, el cémputo de su inversa no
requiere mas que una transposiciéon de elementos, y por lo tanto no introduce error.

Definicion 5.2. Sea A € R™*™. Se llama factorizaciéon QR de A a una escritura de la forma A = QR con Q € R™"*"
una matriz ortogonal y R € R™*™ triangular superior.

Notemos que de tener la factorizacién QR, tenemos la cadena de equivalencias Az = b < QRr = b < Rx = Qb y
este ultimo sistema se puede resolver mediante backward substitution, con error minimo.

5.2. Método de rotaciones (Givens)

Dado 6 € [0, 5] queremos encontrar una transformacién lineal W' : R? — R2 que rote en un dngulo 6 todo vector en
el plano. Es facil ver en forma geométrica que W actua del siguiente modo sobre la base canénica,

w(5) = (a0
w ()= (o)

cosf) siné
W= <— sin 0 COSH)

Se puede probar que esto vale para cualquier § € R (separando en casos, segiin el cuadrante en que se encuentre 6).
De este modo quedan caracterizadas todas las rotaciones en R?. Notemos que que W es ortogonal.

Entonces

v . .
Supongamos que dado v = (v1> € R? no nulo, queremos encontrar una rotacién W : R — R? que rote v sobre el eje
2

positivo de las abscisas, es decir, tal que Wov = <”162) Usando la forma de una rotacién en R?, tenemos que
Wo — [lv]l5 - cos® sin€\ (v _ [Ivlls L cos 0 + vgsinf = [jv||y
0 —sinf cosf ) \v2 0 —v18inf 4+ vy cosd =0
Tomemos 6 tal que cosf = Hgll\ y sinf = ﬁ Este 6 existe y es tinico (cosf y sinf se pueden pensar como las
2 2

coordenadas x e y respectivamente de un punto sobre la circunferencia unitaria), y se puede verificar que asi tomado
satisface las ecuaciones previas. De este modo, hemos probado lo siguiente,
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Proposicién 5.1. Sea v = (?) € R? un vector no nulo. La tinica rotacion W : R? — R? que cumple Wv = (”%IQ)
2

€s

I
VR
I —
:‘ e‘c‘
S| =}

=N

N
SleTle
e e V]
nN [V
v

Sea ahora A = (all a12> cualquiera y pongamos v = (all . Si v = 0 entonces A es triangular superior y por lo

a1 Aa22 a1
tanto Io A es una factorizacién QR de A. Si v # 0 construimos, usando la proposicién anterior, una rotacién W tal

que Wov = (||U0|2), con lo cual
WA — H’U||2 * — R
0 *

Luego WA = R con R triangular superior y en definitiva A = W'R es una factorizacién QR de A.

Proposicién 5.2. Si A € R?*? entonces A tiene factorizacién QR.

5.2.1. Extensién al caso general

Definimos para cada 1 <i < j < n y v € R? no nulo, las matrices

Iy . .
W, 0 0 mf;
0 1 0
Wij(v) = :
0 0 1 0
i, 0 0 Tl .
(n—7)

Los espacios en blanco representan ceros. Es facil ver que estas matrices siempre son ortogonales.

Sea A = (ai;);; € R™*™. Vamos a ir multiplicando sucesivamente a izquierda la matriz A por matrices ortogonales W;;,
de modo tal de colocar ceros en la primer columna, luego en la segunda, y asf continuando. Escribamos A®*) = (a%c))m_

a la matriz que se obtiene luego de k multiplicaciones sobre A. A cada una de estas matrices A*) la llamamos matriz
transitoria.

Paso 1: Definimos v = (au) y sea Wiy = Wia(v). Entonces

a1
1
a(11)
0
1
Wi A = agl) R B A(l)
aslll) % eee ok

(1)
Paso 2: Definimos v = <a%11)> y sea W13 = Wi3(v). Entonces

asy
2
agl)
0
WisWppd=|[ 0 * - *] =40
07(121) X e %
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Continuando asi, llegaremos al

(n—2)
Paso n - 1: Definimos v = (G&2)> y sea Wy, = Wy, (v). Entonces
Apy
a(ﬁ_l) *
0 * *
Wip - WigA = 0 x - x| = gln—D)

Si en alguno de los pasos resulta que v = 0 entonces no es necesario multiplicar por ninguna matriz para colocar un
cero en una determinada posicién, y podemos saltar al paso siguiente.

Analogamente, para poner ceros en la segunda columna definimos Wa;, 7 = 3,--- ,n. En general, al poner ceros en la
columna % definimos W;;, j =4+ 1,--- ,n. Notar que al multiplicar por las matrices Wj;, las columnas 1,--- ,4 —1 no
son modificadas.

El ultimo paso sera el
Paso n(n - 1)/2: Definimos W(,_1), como se indica arriba, de modo tal que
W(n—l)n to W23W1n te W12A =R

con R triangular superior. Luego, como cada W;; es ortogonal,

A= WfQ T W(tn—l)nR

y como producto de matrices ortogonales es una matriz ortogonal, definiendo Q@ = Wi, --- W/ llegamos a que

(n—1)n>

A = QR, que es la factorizacién QR de A.
Proposicién 5.3. Si A € R™*" entonces A tiene factorizacion QR.
5.2.2. Costo del algoritmo
El costo estd dado por

n—1

Z(costo de colocar ceros en la columna )

i=1
Para colocar ceros en la columna ¢ de la matriz transitoria la multiplicamos por n — i matrices W;;, j =i+ 1,--- ,n.

El costo de armar W;; es O(1) suponiendo una representacién éptima en el sentido espacial, pues sélo es necesario
almacenar 4 elementos. Para computar el producto de W;; por la matriz transitoria, sélo es necesario multiplicar las
filas i y j de W;;, pues el resto de las filas son vectores canénicos que dejan intactas las correspondientes filas de la
matriz transitoria. Las filas 7 y j de W;; sélo contienen dos entradas no nulas, que son las tinicas que se multiplican y
suman contra las n — i + 1 dltimas columnas de la matriz transitoria (las uinicas no nulas debajo de la diagonal).

Sumando estos costos, resultan en total

n—1

> (=) (0(1) +20(2(n — i + 1)) = O(n?)
i=1
Un andlisis més fino permite ver que el método de rotaciones realiza aproximadamente %n?’ operaciones de punto

flotante.

5.3. Método de reflexiones (Householder)

Dado un vector u € R”, |lul|, = 1, busco una transformacién lineal W : R™ — R"™ que refleje todo vector sobre el
hiperplano H perpendicular a u. Notemos que una tal W cumple:
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s Wu=—u

= Wv =wv para todov € H

Estas condiciones caracterizan univocamente a W, porque indican cémo actiia sobre u y sobre una base de H, y esta
informacién define a W sobre una base de R™. Calculemos entonces esta transformacion lineal.

Consideremos P = uut € R»*™. Se tiene

t

Pu = uu'u = u(u'u) = u

t

Pv = uu'v = u(u'v) =0

A partir de P, definimos W = I — 2P, que cumple

Wu=u—-2Pu=u—2u=—u
Wov=v—-2Pv=v—-—0=w

Entonces W = I — 2P = I — 2uu? es la tnica transformacion lineal que cumple lo pedido. Esta transformacién lineal
se llama reflexién sobre el hiperplano ortogonal a u. De este modo, hemos caracterizado todas las reflexiones en R™.
Notemos que esta matriz W es ortogonal.

Supongamos ahora que tenemos dos vectores v, w € R™ con misma norma 2. Queremos encontrar una reflexién W

b) )
que refleje v en w. En otras palabras, buscamos un vector u € R™ tal que la reflexién sobre el hiperplano perpendicular
a v mande v en w.

Proposicién 5.4. Sean v,w € R" tal que ||v||, = ||wl|,. Entonces existe una reflexion W tal que Wv = w.

Demostracion. Siv =w = 0 no hay nada que ver. Supongamos que son no nulos. Como |[|v||y = ||w||,, podemos tomar

u = H;’_;w“’” que es tal que |lull, = 1, y una cuenta indica que W = I — 2uu' es una reflexién que manda v en w. O
2

A partir de esto vamos a construir una factorizaciéon QR de una matriz A = (a;;); ; € R™*™. Vamos a ir multiplicando
a la matriz A sucesivamente por matrices de reflexién, para poner ceros en la primera columna, luego en la segunda,
y asf sucesivamente. Como de costumbre, llamemos A®*) a la matriz A luego de k multiplicaciones.

v
ol
Paso 1: Definimos v como la primera columna de A, es decir, v = € R" y sea w = ) € R™. Entonces
anl 0
|vlly = |Jwl]|, con lo cual existe una reflexion Wy = I — 2uquf € R™ tal que Wiv = w, que cumple
WiAd=|. . | =AW
0 % - %

Paso 2: Definimos v como la primer columna de la submatriz de A" que se obtiene sacando su primera fila y columna,

1 v
ag; | 0”2
es decir, v = eR" 1 yseaw = . € R"~!. Entonces existe Wy = I — 2tupub € R~ ! reflexién tal que
1 :
aga) 0
1 0 0
_ 0 0
Waov = w. Si llamamos ug = (u ) ER "y Wy =1 —2ugub = | . . , entonces
2 . W2
0
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B3 B3 .. *

0 = *
WoW A =WoA® = [0 0 = A4®

0 0 *

El paso k < n es andlogo,

Paso k: Definimos v como la primer columna de la submatriz de A%*~1 que se obtiene sacando sus primeras k — 1 filas

(k=1) 0]l
Ak 0
y columnas, es decir, v = : e R F+1l vy seaw = . € R *+1 Con estos, definimos la correspondiente
(k=1) :
p 0
0
reflexién Wy, de R»~**1 con vector normal %, y luego la extiendo a una reflexién Wj, de R™ definiendo uy, = |
0
U
Entonces
Wi WA= A"
El tdltimo es el
Paso n - 1: Definimos W,,_1 como se indica arriba, de modo tal que
Wpo1--WoW1A=R
con R triangular superior. Como toda reflexién es ortogonal, entonces transponiendo Wiy, --- ,W,_1 llegamos a la

factorizacién QR.

5.3.1. Costo del algoritmo

Si computdramos el producto matricial en forma naive O(n?) el costo de W,,_1 - - - W1 A serfa O(n*). Podemos usar la
escritura W; = I — 2u,;u} de las matrices ortogonales para computar el producto en forma més eficiente. Notemos que
WiA = (I —2ujul)A = A —2u;ut A. Si asociamos en la forma A — 2u;(utA), se puede ver que el costo de cada una de
las operaciones es O(n?). En definitiva, podemos computar Wi A = AWM en O(n?). Lo mismo sucede para Wo AW y
asf siguiendo. En total son n — 1 multiplicaciones, totalizando un costo O(n?).

El método de reflexiones realiza aproximadamente %n?’ operaciones de punto flotante.

5.4. Observaciones finales

El método de las rotaciones es particularmente 1til cuando la matriz A es rala. Como dicho método coloca ceros de a
una posicion a la vez, podemos evitar hacerlo para cada una de las entradas de A que contengan ceros. En contraste,
el método de reflexiones coloca en cada paso ceros en toda una columna.

Por otra parte, a lo largo del desarrollo hemos pedido que la matriz A fuese cuadrada. Sin embargo esto no es
necesario, y es posible adaptar cualquiera de los métodos anteriores para obtener una factorizacién QR de una matriz
no necesariamente cuadrada. Se tiene la siguiente generalizacién,

Proposicién 5.5. Si A € R™*™ entonces ezisten Q € R™*™ ortogonal y R € R™*™ triangular superior, tal que

A=QR.
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6. Meétodos iterativos para resolucion de sistemas lineales

6.1. Definiciones

Definicién 6.1. Sea A € R™"*". El polinomio caracteristico de A es

xa(x) = det(zl, — A)

Definicién 6.2. A € C se dice autovalor de A € R™*™ si existe un vector v € C™ no nulo tal que Av = Az. El vector
v se llama autovector asociado al autovalor .

Proposicién 6.1. A € C es autovalor de A siy solo si \ es raiz de x 4.

Demostracion.

A es autovalor de A < Jv # 0 tal que Av = v
< Ju # 0 tal que (A, — A)v =0
< A, — A no es inversible
< det(A, — A) =0
4 XA(A) =0

Definicién 6.3. Sea A € R™*". El radio espectral de A es

pA)=  mix |

A autovalor de A
Proposicién 6.2. p(A) < ||A|| para toda norma matricial inducida compleja.

Demostracion. Sea \g € C un autovalor de A de médulo maximo. Sea vy € C™ un autovector asociado a \g. Entonces

Vo

[|vol|

= el - - = Dol = p(4)
Fooll ~ Teol —lleol

14 > HA

' [| Avo | _ | Xovol| _ | Aol [[voll

Definicién 6.4. Decimos que una matriz A € R™"*" es convergente si

lim (A*);; =0

k—o0
para todo 1, j.
Proposicién 6.3. A es convergente si y sélo si p(A) < 1.

Proposicién 6.4. Si p(A) < 1 entonces I — A es inversible y ademds
> oAk =1 -4
k=0

6.2. Problema

Dado un sistema lineal, queremos construir una sucesiéon de vectores {:c(k)}keNo tal que (¥ —— 2*, donde z* sea
k—o0

una solucion del sistema.
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6.3. Métodos exactos vs. métodos iterativos

Ya hemos visto cémo resolver sistemas lineales en forma directa y exacta. La pregunta légica es jpor qué buscar una
solucién iterativa al problema si ya tenemos una directa? Para sistemas de ecuaciones pequenos, los métodos iterativos
resultan mas lentos que los directos, pues demandan més tiempo para realizar las suficientes iteraciones de modo de
aproximar con exactitud la solucién. Sin embargo, en dos situaciones los métodos iterativos resultan una mejor opcién:

» Sistemas de ecuaciones ralos (la matriz del sistema presenta muchos ceros). Aqui los métodos iterativos
son mas eficientes tanto en términos temporales como espaciales. Si la matriz del sistema es rala, los métodos
iterativos son compatibles con la utilizacién de representaciones adecuadas que reduzcan el espacio y tiempo
de las operaciones, mientras que los métodos directos no. Por ejemplo, la eliminacién gaussiana opera con filas
completas, haciendo desaparecer los ceros presentes inicialmente en una fila. Otro ejemplo es la factorizacién LU
que, aunque A sea rala, no asegura que L y U sean ralas.

= Sistemas de ecuaciones muy grandes. Dado que la solucién se aproxima mediante iteraciones sucesivas, la
cantidad de iteraciones necesarias para obtener una aproximacién tan buena como se desee depende de nuestro
criterio. Para sistemas grandes, acotar la cantidad de iteraciones es un factor determinante en el costo temporal.

6.4. Método de Jacobi

Sean A = (a;5)i; € R™™ y b = (b;); € R™ los componentes del sistema Az = b que queremos resolver. Vamos a

suponer que a;; # 0 para todo i. Fijemos z(0) = (xgo), - ,xglo)) cualquiera. Definimos (! del siguiente modo. Para

cada ¢ =1,--- ,n tomamos la ecuacién i-ésima del sistema

ai1T1 + -+ ATy = by

Reemplazamos x; por xgo) para cada j # ¢ y despejamos z; para definir

1 n
CCgl) = — | bi— Zaij$§-())
j#i
En general, para definir (%) usamos z(*~1):

1 - _
xgk) = [bi - Zaijxg-k 1)
J#i

Algorithm 4: Método de Jacobi

1 Definir 2Y;

2 for k=1 to N do

3 for i =1 ton do

4 mz('k) = al (bi - Z;L;éz aing'kil))
5 end

6 end

Es claro que el costo de cada iteracién del método es O(n?).

Con este algoritmo podemos aprovechar los ceros que presente la matriz A. Supongamos que tenemos una repre-

sentacién adecuada para dicha matriz en la cual, en cada fila, s6lo almacenamos las entradas no nulas. Con esta
. . . . . k—1
representacion, en cada iteracion de Jacobi, sélo necesitamos computar los productos aiij- ) cuando a;; sea no nulo.

Observar que como la matriz A no es modificada a lo largo del proceso, nunca destruimos la representacion.
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6.4.1. Forma matricial

Nos proponemos dar una forma completamente matricial del método. Escribamos

A=D—-L-U
donde
aill 0
D =
0 Qnn

—aij 0
es la matriz que consta de los elementos debajo de la diagonal de A negados, y
0 7(1”'
0 0
es la matriz que consta de los elementos encima de la diagonal de A negados. Por hipétesis, D es inversible, pues todos

los elementos de la diagonal son no nulos. Se tiene Az =b< (D—L—-U)xr =b< Drx— (L+U)x =b< Dz =
b+ (L+U)x < x=D"tb+ D YL+ U)z. Esta igualdad motiva la definicién de la iteracién

2™ =D %+ DY L + U)a+Y

que en caso de converger, lo hace a una solucién de Az = b.

Observacién 6.1. Podemos pensar esto como un problema de punto fijo. Si definimos la funcién g(z) = D~'b +
DY (L + U)z, entonces estamos buscando un punto fijo de g, utilizando la iteracién z*) = g(z(*=1)).

Calculemos z(*) en términos de los elementos de A y B y veamos que coincide con el algoritmo de Jacobi. Se tiene

1 b1
ar 0 by an
D'y = ) =
1 bn
0 Ann bn Gnn
aiz Qin
) 0 —z . G
an 0 0 @ij _an o ... _aum
— a2 az2
D HL+U)= - . . :
. - : . :
0 Tnm @ij 0 _am _any 0
Ann Anmn

multiplica la fila ¢ por 1/a;;

Entonces

n k—1
o (bl — 2j a1jm§- ))
2™ =D+ DN L+ U)2*Y = :

n k—1
1 (bn _ Zj;én anjxg ))

Qnn

como queriamos ver.
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6.5. Método de Gauss - Seidel
(k)

Construimos la iteracién en forma analoga a Jacobi, con la tnica diferencia de que para calcular ;' usamos las

coordenadas xik), e ,a:Z(-]i)l ya calculadas:

1—1 n
k 1 k k—1
JJE ) = — bl — E aijxg» ) — E aijasg- )
“ i=1 P

Algorithm 5: Método de Gauss - Seidel

1 Definir z(9);
2 for k=1 to N do

3 for i =1 ton do

(k) _ i—1 (k) n (k=1)Y.
4 Ty = (% (bi - Zj:l AijXj ~ — Zj:i+1 Q5T )’
5 end
6 end

6.5.1. Forma matricial

Setiene Ar =b& (D-L-U)r=bs (D-Lz—Ur=bs (D-Lz=b+Uzs < z=(D-L)"'b+(D—-L)"Ux.
Esta ultima equivalencia vale debido a que D — L es inversible, pues D es inversible. Definimos entonces la iteracién

#® = (D - L)%+ (D - L) 'UzY

Veamos que esta definicién coincide con el algoritmo de Gauss - Seidel. Vamos a despejar las componentes de z(F) a
partir de la igualdad (D — L)z = b + Uz*~1). Tenemos

n (k—1)
bl 0 — Qi .I(lk_l) bl - Zj:Q (lex%k )
©j J .
b+UzF Y =|: |+ . _ ba — Zj:3 a;%;
bn 0 0 (k—1) :
T )
Entonces
n ) (k—1)
aii 0 by — Ezlzz al]x{k—n
(D—L)z® =p+UzF V| - 20 — by = 325 agj;
Apl " Opn :
b

n k—1
o (bl — 7 aja ))
k k—1
e <b2 — azat? = 37, ag;a] ))

que es lo que queriamos ver.

6.6. Analisis de convergencia

Hasta ahora propusimos dos iteraciones distintas, aunque nunca probamos que efectivamente convergieran a una
solucién. Observemos que tanto Jacobi como Gauss - Seidel, son iteraciones del tipo
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) =g 4 ¢

donde T € R™*™ y ¢ € R™ estén fijos. A continuacién proveemos una condicién necesaria y suficiente sobre estas
matrices-coeficientes para asegurar la convergencia.

Proposicion 6.5. Consideremos el sistema lineal x = Tx + ¢ y sea ™ una solucion del mismo. Sea {x(k)}keNo una
sucesion de vectores tal que

o) = 7= 4 ¢
para todo k > 0. Entonces {x(k)}k converge a x* para todo (9 si y sélo si T es convergente.

Demostracion. Sea r, = x* — (). Queremos probar que 7 k—> 0 para todo z(9) si y sélo si T' converge.
—00

(<) Notemos que 7, = 2* — 2F) = (T2* +¢) — (Tz*V 4+ ¢) = Ta* — Te*~—D = T(z* — 2=D) = Tr,_4, con lo
cual 7y, = TFrg = TF(2* — 2(9). Pero entonces 7y, k—> 0 TE* — 20) k—> 0. Es claro que si T' converge vale
—00 — 00

lo anterior.

(=) Reciprocamente, si T%(z* — 2(0)) = 0 para todo (9, podemos elegir z(?) de modo tal que z* — z(®) =¢; y
— 00

por lo tanto T*(z* — 2(0)) = T*e; = col;(T*) k—) 0, y como i es cualquiera resulta que T converge. O
— 00

Corolario 6.1. {z(}, converge a z* para todo x(°) si y sdlo si p(T) < 1.

Este corolario nos brinda un criterio ttil para determinar la convergencia de una iteracion. Recordemos que Jacobi

usaba T = D~!(L + U) mientras que Gauss - Seidel tomaba T' = (D — L)~'U, de modo tal que, fijada A, basta
determinar si el radio espectral de la respectiva T es o no menor que 1.

6.7. Familias de matrices que aseguran la convergencia

Proposicién 6.6. Si A € R"*" es e. d. d. f. entonces Jacobi converge.

Demostracion. Sea T = D~'(L + U) la matriz de la iteracién de Jacobi. Queremos ver que p(T') < 1. Como ||-|| es
consistente, basta probar que ||T'|| , < 1. Usando la Proposicién tenemos que

> =1 laij

4 .
||T|| = maX ||f7/l ( ||1 L= 1<z<n j|7:”|
(a2
775%
271 laig]
Como A es e. d. d. f. entonces ]I;ﬁitl < 1 para todo i. Luego || 7|,

Proposicion 6.7. Si A € R"*" es e. d. d. f. entonces Gauss - Seidel converge.

Demostracion. Sea T = (D — L)~'U la matriz de la iteracién de Gauss - Seidel. Veamos que todo autovalor de T tiene
médulo menor que 1. Sea A € C un autovalor de Ty sea v € C™ un autovalor asociado, tal que |[v|| . = 1. Entonces

Tv=M= (D—L)'Uv=X = Uv=AD—L)v

En la dltima igualdad, miramos una fila 1 < ¢ < n arbitraria,

1—1 n
— g a;;jv; = A g aijV; = A0 = — A g a;jv; — g a;jv;

j=i+1 j=1 j=it+1
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Sea iy una coordenada de v tal que |v;,| = 1. Tomando médulo en la expresion anterior,

ip—1 n
Mllaigiollvigl = | =AY aijuj = Y aijv;
j=1 j=io+1
i0—1 n
= [ Mligiol < A laigsllvil + Y aigsfv]
=1 j=iot+1
i0—1 n
S laigil+ D aigs|
=1 j=iot1
10—1 n
= I aioiol = D laigl | < D7 aios]
=i =i+l

fo1 la;,;| > 0, y por ende

Como A es e. d. d. f. entonces |a;y;,| — ijz

Z?:i0+1 |aioj
o1
|@igio| = 2252 laiog]

Usando nuevamente que A es e. d. d. f., el lado derecho de la desigualdad debe ser menor que 1, y asi concluimos que
Al < 1.

O
Proposicién 6.8. Si A € R™"*" es simétrica definida positiva entonces Gauss - Seidel converge.

Observacién 6.2. Si A € R™*" es simétrica definida positiva entonces Jacobi no necesariamente converge.

6.8. Comparacion entre los métodos

El método de Gauss - Seidel tiene dos ventajas sobre el método de Jacobi:
= Tiene un menor requerimiento espacial. Notar que es posible usar un sélo arreglo para almacenar las sucesivas

iteraciones (uno que contiene parte de la iteracién actual y parte de la anterior), a diferencia de Jacobi que
necesita dos (uno para el actual y otro para el anterior).

= Se conocen mas familias de matrices convergentes.

La ventaja de Jacobi es su mayor simplicidad.
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7. Calculo de autovalores y autovectores

7.1. Problema

Dada A € R™*™ queremos calcular su autovalor principal (aquel de médulo méximo) y un autovector asociado. Para
esto, vamos a construir una sucesién {ay }, de niimeros reales convergente al autovalor principal, y una sucesién {z(*)};
de vectores convergente a un autovector asociado.

7.2. Meétodo de las potencias

Supongamos que existe una base {v1,--- ,v,} de R™ formada por autovectores de A (i. e. A es diagonalizable) y sean
ALy, A € C los autovalores asociados. Notar que estos son todos los autovalores de A (con posibles repeticiones).
Supongamos que A tiene un unico autovalor de médulo maximo. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

(A1l > [Aaf = - = A

Nuestro objetivo es calcular |A\;]. Sea z € R™ cualquiera, con componente en la direccién de v1, el autovector de la
base asociado al autovalor principal (de ahora en mds simplemente autovector principal), no nula. Entonces existen
ay, -, a, € C)ap #0, tales que

n
xr = Z ;05
i=1
Multiplicando por A* en ambos miembros:
n
Aka: = Z OziAkUi
i=1
n
= Z CVZ)\IC'UZ'
i=1

A\ * A"
:/\’f <a101+o¢2 (ﬁ) Vo 4 Fap <)\1> vn>

Consideremos ¢ : R® — R una funcién continua, que a lo sumo se anula en 0, y que saca escalares afuera (i. e.
d(Av) = |A|¢(v)). Ejemplos de funciones que cumplen esto son todas las normas en R™. Entonces

k k
oy Do (o ren (3) e v (1))
Ak—15) k—1 k—1
¢( Ji) |)\lf_1|¢ (alvl + a2 % vg + + ay (%) ’Un)

k
Como |i‘—;| < 1 para todo i > 1 entonces (i—;) = 0, y en definitiva
—00

= |1

¢(Ak$) |)\ |¢(041’U1)
P(AF—1z) koo ! o)

Esto ltimo vale por ser ¢ continua, y ademds como a lo sumo se anula en 0 entonces ¢(ajvy) # 0 pues a1 # 0 y
v1 # 0. Hemos probado que,
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Proposicién 7.1. Sea A € R™*™ diagonalizable y con un autovalor principal A1. Sea ¢ : R™ — n como antes. Sea

k
xz € R™ cualquiera, con componente no nula en la direccion de un autovector principal. Entonces {%}
kEN

converge a |Aq].

Definimos las sucesiones {ax}r y {(*)}) como sigue. El término inicial (?) lo elegimos arbitrariamente pero con
componente en la direccién de un autovector principal no nula, y ademas

2 — g1

Se tiene entonces () = A*z(), Por otra parte, definimos

Pz ™)
ap = ———
B 1)
Entonces
k .(0)
D)

Por la proposicién anterior, esta sucesién converge a |\;]. Utilizando estas dos sucesiones obtenemos el siguiente
algoritmo:

Algorithm 6: Método de las potencias

1 Definir z(9);
2 for k=1 to N do

3 xR = Ax(kfl);
(k)
5 end

Observacién 7.1. En la practica es dificil escoger un z(?) cuya componente en la direccién de un autovector principal
sea no nula. En general no conocemos una base de autovectores sin antes calcular los autovalores asociados, con lo cual
se hace imposible la escritura de un vector en la base de autovectores. Por este motivo z(?) se suele elegir en forma
completamente arbitraria y se ejecuta el método. En caso de que no converja, se elige nuevamente el término inicial.
Repetimos este proceso sucesivamente hasta lograr la convergencia. Se puede probar que si el método converge lo hace
necesariamente a |A].

7.3. Calculo de un autovector asociado

Para calcular un autovector principal, observemos que como

Ak __\k )‘2 g )\n g
r=A|avitaz |~ vat-rtan () vn
AL AL

entonces si k es suficientemente grande

Ak gy ~ )\’falvl

. ’ . . . k .
En otras palabras, si k es grande, A2 es un miiltiplo del autovector principal v;. Entonces ﬁ es aproximadamente
un multiplo normalizado del autovector principal v1. Esta normalizacién es conveniente por cuestiones numéricas, al
evitar que las componentes del vector crezcan desmedidamente.

Definida la sucesién {(®)}, como antes, definimos una nueva sucesién {z(*)}, con la siguiente regla,

(k)
N ON——

= ®1]
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Pero entonces

*) _ Ak (0
|

Luego, por lo anterior, para k grande z(*) se aproxima a un multiplo de v; de norma igual a 1. Esta idea da lugar a
una segunda version del Método de las potencias, méds completa.

Algorithm 7: Método de las potencias
1 Definir z(9);

2 for k=1 to N do

3 xk) = Ax(k_l);

k) _ _=® |

| 2T o

_ o™ |

5 ap = PCICGEDE
6 end

7.4. Meétodo de las potencias inversas
Supongamos que ahora los autovalores son tales que

l)\1| >z I)\nfl‘ > |)\n|
y deseamos calcular el autovalor de médulo minimo |A,|. Notemos que

1
An—l

1
>0 > | —
- M

> ‘

An

Recordemos que si A es una matriz inversible y A € C no nulo es autovalor de A con autovector asociado v, entonces }
es autovalor de A~! con el mismo autovector v. Por lo tanto, aplicando el Método de las potencias para A~! podemos

calcular el autovalor de médulo maximo ’% ’
n
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8. Meétodo del gradiente conjungado

8.1. Problema

Dada A € R™*™ simétrica definida positiva, queremos calcular la tinica solucién del sistema lineal Az = b.

La idea que usaremos es la siguiente. Consideraremos una funcién @ : R — R que alcanza el minimo absoluto en la
solucion A~'b del sistema dado. Comenzando con un punto cualquiera sobre el grafico de (), vamos a movernos en
una direccién dada, una cierta distancia, acercandonos al minimo. Repetimos este proceso sucesivas veces hasta llegar
al minimo.

La funcién @ que consideraremos no es cualquiera entre las que tienen un minimo absoluto en A. Para poder asegurar
que siempre que nos movamos estemos acercdndonos al minimo queremos que el gréfico de @@ sea un paraboloide
céncavo.

8.2. El método

Definimos

Q(x) = 2" Az — 22'b

Como A es simétrica definida positiva, @) resulta tener la forma deseada y ademds alcanza su minimo absoluto en
x = A71b. Para ver esto tltimo notemos que podemos reescribir Q(z) = (476 — 2)!A(A~1b — x) — b* A=1b. Como A
es definida positiva entonces (A71b — x)! A(A=1b — ) > 0, con lo cual Q(z) > —b* A~1b. Luego Q alcanzara el minimo
—bt A7 siy sélo si (A7 — )P A(A70 — ) = 0 & A71b — 2 = 0, nuevamente debido a que A es definida positiva.

Fijemos un punto inicial (®) € R"™ y recorramos en direccién d(®) € R™ una cierta distancia dada por oy € R,
definiendo asf un nuevo punto 2" = () + a(d®). Con este mismo razonamiento definimos una sucesién {z(*)}, que
es tal que

2D — 2 () 4 g g®)

Supongamos que la direccién d®) est4 fija y es no nula, y miremos Q(z*+1) = Q(z™®) + ad®) como funcién de a. Si
pensamos en la forma que tiene Q(z) al mirarla sobre la recta t(a) = ) 4+ ad®) obtendremos una pardbola céncava,
y el punto de dicha pardbola més cercano al minimo serd el punto critico. Calculemos D(Q(¢(c))),

D(Q(t(a))) = (VQ(z™ + ad®))'D(a™ + ad™)
= (2A(z® 4 ad™) — 2b)td® (pues VQ(x) = 2Ax — 2b)
2(Az™ — b+ aAd®)ta™
2(—(b — Az®)) 4 Ad®))tq®)
=2(—(b— Aaj(k))td(k) + a(d(k))tAtd(k))
2(—(b — Az®)td®) 1 o (d®))t AR
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Llamemos r*®) = b — Az(*) al residuo (lo que falta para llegar a la solucién). Entonces

D(Q(t())) = 2(—(r®)td®) 4+ a(d®))t AdR))

Como d™®) # 0y A es definida positiva, entonces (d*))*Ad¥) #£ 0. Luego, el minimo se alcanza cuando

B B (rk)ytqk)
DQ(t(a)) =0« a= (d®YAd®
Entonces elegimos
()t qk)
A =~
(d®))t Ad(F)

De este modo, conociendo las direcciones, podemos calcular los oy, éptimos para cada paso.

Observacién 8.1. Como A es simétrica definida positiva, la forma ®(z,y) = ' Ay es un producto interno. Notamos
(I)(Jj, y) = <xay>A-

Observacién 8.2. Recordemos que dado un producto interno (,) y vectores u,v € R™, la proyeccién ortogonal de u
sobre v es

roy,, (u :< v

Si escribimos a u en una base de (v) @ (v)1, entonces la proyeccién proy,(u) es la componente en la direccién de v.
Geométricamente, esto es trazar un hiperplano perpendicular a (v) que pase por u y tomar su interseccién con (v).

Al producto interno canénico en R™, ®(z,y) = z'y, lo notamos ®(z,y) = (x,y)2. Entonces podemos escribir

(r®) dk)y, (e(®), d(k)>A
=G ® q®y,, ~ (d®, d®)y

donde e®) = A=1p — 2(*) es el error. Entonces a,d®) es la proyeccién ortogonal de e*) sobre d¥) para el producto
interno (,) 4. Esto muestra que en cada paso, el método suma la componente del error en la direccién dada.

8.3. Eleccién de las direcciones
Notemos que dependiendo de cémo elijamos las direcciones, convergeremos mas o menos rapido, o inclusive podemos

no converger. Por lo tanto, queremos estudiar cémo elegir las direcciones para converger al minimo lo mas rapido
posible. Pensemos el problema para algunos casos particulares de Q(z) en R:

= A diagonal y b = 0:

a22

0
Qz) = (351 $2) (aél ) (2) = aul‘% +(122$§

Las curvas de nivel de @ son elipses centradas en el origen. En este caso, conviene elegir una direccion paralela
al eje x y otra paralela al eje y.

» A diagonal y b # 0:

a2

Qz) = (21 x2) a0 ) 4 (1 x2) br) _ a1} + a11a3 + byzy + baws
0 ba

Las curvas de nivel de @ son elipses con centro (g, y0) # 0. Conviene elegir una direccién paralela al eje z = x¢
y otra paralela al eje y = yo.
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= En general:

Las curvas de nivel de @ son elipses rotadas en un dngulo 6, con centro (zg, o). Conviene elegir dos direcciones,
cada una paralela a uno de los ejes rotados de las elipses.

Notemos que en todos los casos alcanzan con dos pasos para converger a la solucién. Como es de esperarse, en R"
alcanzan n pasos para asegurar la convergencia. Esto es lo que probaremos a continuacién.

Definicién 8.1. Sea A € R™**" definida positiva. Dos vectores =,y € R" se dicen direcciones A-conjugadas si 2 Ay = 0.
En otras palabras, x e y son A-conjugadas si son vectores ortogonales para el producto interno (,)4.

Observacién 8.3. Si z,y € R™ entonces (x,y)a = z'Ay = (Alz)ly = (Alz,y)2. En particular, si A es simétrica
resulta que (z,y)4 = (Ax, y)2, es decir que z e y son A-conjugadas si y sélo si Az e y son ortogonales para el producto
interno candnico.

Lema 8.1. Sea {v1,---,v,} C R™ un conjunto ortogonal para un producto interno {,) y de elementos no nulos.
Entonces el conjunto es linealmente independiente.

Demostracion. Sea Y ., v;v; = 0 una combinacién lineal nula. Si 1 < k < n entonces

0= (0, vx) <Z%vz,vk> = Z%(%‘,UQ
i=1

Dado que el conjunto es ortogonal, todos los términos de la suma son cero salvo para i = k,

0 = i vk, vi) = v loe]®

Como v, # 0, deducimos que v, = 0. Como k es cualquiera, concluimos que el conjunto es 1.i. O
Lema 8.2. Sea w € R™ y {vy, - ,v,} CR™ un conjunto ortogonal para un producto interno (,) y de elementos no
nulos. Si (w,v;) =0 para todo i =1,--- ,n, entonces w = 0.

Demostracion. Como {vy,--- ,v,} es ortogonal y no contiene al cero, entonces es 1.i. Como tiene n elementos, entonces

es una base. Sea w = > ; ¥;v; la escritura de w en la base dada. Entonces

n
0= (w,vk) <Z%vz,vk> =) vi{vi, vk) = Y [loc])?
i=1

En la ultima igualdad usamos la ortogonalidad de los elementos de la base. Como vy # 0 entonces v = 0, y como k
es cualquiera, resulta que w = 0. O

El resultado fundamental es el siguiente,

Proposicién 8.1. Sea A € R"*" 5. d. p. Sean d©, ... d"=V) direcciones A-conjugadas de a pares y no nulas. Sea
{x(k)}k definida como antes. Entonces Az = b, es decir que el método del gradiente conjugado converge a lo sumo
en m pasos.

Demostracion. Queremos ver que (™ — A~1h = 0. Como las direcciones son ortogonales de a pares para el p. i. (,)A,

entonces {d(o), e ,d("’l)} forman un conjunto ortogonal para ese p. i. Como ninguna es nula, por el Lema basta
ver que (z(™ — A=1b,d*)) 4 = 0 para todo k =0, --- ,n — 1. Equivalentemente, (Az™ — b, d*)), = 0 para todo k.

Es fécil ver que si k > 0, z(®) = 20 4 Zf;ol a;d®. Luego

n—1
(Az™ — b, dP)Y, = <A <x<°> +> aid(“> —b, d(’f>>
=0 2
n—1
- <A:z:(0) + > ;i AdY —b, d<k>>
2

=0

n—1
= (Az© —b,dW) + 3" a;(AdD, d*)),
=0
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Como las direcciones son ortogonales resulta que (Ad®,d®))y = (d® d*)) 4 =0 si i # k. Obtenemos asf,

(Az™ — b, d®)Yy = (Az© — b, d®))y 4+ ap (AR dP)),

Calculemos oy, (Ad®), d*)),,

, (), q)y,
A, W) = Ty ),

= (r®), gk,
= (b— Az dP),
= (b,dM)z — (Ax®, d®)),

(4d®), 4,

Calculemos (Az(®) @),

k=1
(Az® qk)y, = <Ax(0) + Z a; AdW, d(k)>
2

i=0
k—1

= (A2© a®)), + Zai@‘ld(i), A
i=0

- <Ax(0),d(k)>2
Entonces
ap(Ad® d®)yy = (b, d®)Y)y — (Az® d®)), = (b — Az(© 4P,
Finalmente

(Az™ — b, d®Yy = (Az® — b, d®)y + (b — Az dF)), =0

que es lo que queriamos probar.

8.4. Generacion de direcciones A-conjugadas

La forma de generar direcciones A-conjugadas se basa en el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Repasemos
este tltimo. Dada una base {v1,- - ,v,} de R™, el proceso genera una base ortogonal {w1,--- ,w,} para un producto
interno (,). Mds ain, estos vectores generados son de la forma

k—1
B (Vk, wy)
WE = Vg — Z —W;

i—1 <wi7 wl>

Generamos una secuencia de direcciones A-conjugadas del siguiente modo. Fijado z(?), definimos d(® = —r(©), Para
k > 0 definimos

k k—1
g — i @A) Gy
(@D, )

Los vectores —r(®) juegan el papel de los vy, y los d*) el de los wy. La razén de que d*) sélo dependa de d*—1) y
no de d¥) con j < k — 1 (como en el esquema anterior de Gram-Schmidt) es que (—r*) d()), = 0 para j < k — 1.
Entonces los vectores d©, .., d™1) asi generados son ortogonales respecto del producto interno (,)a, es decir, son
A-conjugados.

55



8.5. Comparacién con Cholesky
Hemos visto que en el caso de A simétrica definida positiva, la resoluciéon de Ax = b se puede hacer via la factorizacién

de Cholesky. El método del gradiente conjugado es iterativo, con lo cual las ventajas frente al método directo son las
anteriormente mencionadas.
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9. Descomposicion en valores singulares

9.1. Problema

Dada A € R™*™ queremos descomponer A = UXV? con U € R™*™ ortogonal, ¥ € R™*" diagonal y V € R**"
ortogonal.

9.2. Lemas auxiliares

Para llegar al resultado principal de esta seccién necesitaremos algunos resultados auxiliares.

Observacion 9.1. El producto interno canénico en C” es la forma ® : C" x C" — C tal que

O(x,y) ="y

donde 7 es la conjugacion de y coordenada a coordenada. Notar que restringido a R™, coincide con el producto interno
candnico en R™.

En lo que sigue, todos los productos internos considerados serdn el canénico en C", y lo notaremos con (, ).
Observaciéon 9.2. Sia € Cy z,y € C", entonces

(az,y) = (a2)'y = a2’y = afz,y)

(z,ay) = o'ay = 2" (@ y) = az'y = a(z,y)
Observacion 9.3. Si A € R™*"™ es simétrica y v, w € C", entonces

(Av,w) = (Av)'w = v' A'w = v' Aw = v Aw = v Aw = (v, Aw)

Lema 9.1. Sea A € R™*™ simétrica. Entonces todos sus autovalores son reales.
Demostracion. Sea A € C un autovalor de A. Sea v € C™ un autovector asociado. Entonces
(Av,v) = (M, v) = Mo, v) = Ao
Por otro lado,
(Av,v) = (v, Av) = (v, v) = Mo, v) = X |Jv||*

Luego A |[v]|> = (Av,v) = X|Jv||?, es decir que X |[v]*> = X]jv||>. Como v # 0 por ser autovector, entonces A = X, por lo
que concluimos que A € R. O
Lema 9.2. Sea A € R™*" simétrica. Si A € R es autovalor de A entonces \ tiene un autovector asociado con

coordenadas reales.

Demostracion. Sea v € C™ un autovector asociado a A. Si todas las coordenadas de v son imaginarios puros, entonces
definimos w = v, que tiene todas las coordenadas reales. Ademds w # 0 porque v # 0. Se tiene
Aw = A(iv) = iAv = (M) = A(iv) = Aw

Entonces w € R™ es un autovector asociado a .

Veamos el caso en que v tiene alguna coordenada que no es imaginario puro. Consideramos w = v + v. Es claro que
w es un vector de numeros reales. La coordenada que en v no era un imaginario pura tiene parte real no nula, con lo
cual esa misma coordenada es no nula en w. Luego w # 0. Adem4ds, usando que A y A son reales,
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Aw=Aw+7) = Av+ AV = Av+ Av = Av+ Av = W+ 0 = AW + A0 = v + AT = A(v +7) = Iw
Luego w € R™ es un autovector asociado a A. O

Proposicion 9.1. Sea A € R™*"™ simétrica. Entonces existen @ € R™ ™ ortogonal y D € R™*™ diagonal tal que

A=QDQ!

Demostracion. Inducciéon en n € N.
Sin=1, A= (a) para cierto a € R, y tomamos @) = (1) y D= (a).

Sean > 1. Sea A € R un autovalor de A, y v € R™ un autovector asociado con coordenadas reales, normalizado. Com-
pletamos v a una base de R™, con va, - - - ,v,,. A la base {v,va, -+ , v, } C R™ le aplicamos el proceso de ortogonalizacién
de Gram-Schmidt, obteniendose {v,ws, - ,w,} C R™. Sea

wy, c Rnx(nfl)

S
I
§

A partir de esta, definimos

U=1 v w e R™"

Entonces

v
vAU=| e |A 0] W
vtA
= WA v W
B vt Av ‘ vt AW
=\ WAu [ WAW

Tenemos que

vt Av = vt (W) = Moto = A Jo]|? = A

Ademds WtAv = Wt(\v) = AWtv, y como las filas de W son ortogonales a v entonces

WtAv =0

Anélogamente

VPAW = (AW)'TW = (Av)'W = (W)W = \W'W =0

Luego
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[
s}
o

o

U'AU =
WtAW
0

Resta calcular el bloque WtAI/I{. Como W'AW e R(=1x(n—1) og simétrica, entonces por hipétesis inductiva existen
P e R=Dx(n=1) grtogonal y D € RM=D*(n=1) diagonal, tal que W*AW = PDP?!. Extendemos P definiendo

c RTLXTL

A D la extendemos del siguiente modo

6 R’RX’I’L

Notemos que, como P es ortogonal, entonces P también lo es. Andlogamente, como D es triangular superior, entonces
D también lo es. Luego

110 0 A0 0 110 --- 0
PDPt = 0 B O 5 0 5
P : D Pt
0 0 0
0 0 1110 0
0 0
a PD : pt
0 0
A0 0
0
I PDP!
0
A0 0
0
B : WEAW
0
=U'AU

Entonces PDP! = Ut AU, con lo cual A = (UP)D(UP)!. Poniendo Q = UP € R™*" resulta que @ es ortogonal por
ser producto de matrices ortogonales, y A = QDQ?, que es lo que queriamos demostrar. O

Lema 9.3. En las condiciones de la proposicion anterior, las columnas de QQ son autovectores de A y los elementos
de la diagonal de D son autovalores de A. Mds precisamente col;(Q) es autovector de A de autovalor Dy;.

Demostracion. Se tiene

Q'AQ =D = QR'AQ = QD = AQ = QD = col;(AQ) = col;(QD) = A col;(Q) = Dy; col;(Q)
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Como @ es ortogonal, en particular es inversible y por lo tanto no tiene columnas nulas. Luego, col;(Q) # 0 es
autovector de A de autovalor D;;. O

Teorema 9.1. Sea A € R™ "™ simétrica. Entonces existe una base ortonormal de R™ formada por autovectores reales
de A.

Demostracion. Escribamos A = QD@Q? como antes. Por el lema previo, las columnas de @ son autovectores de A.
Como @ es es inversible, sus columnas son linealmente independientes y, por lo tanto, como son n, forman una base

de R™. M4&s atn, son vectores ortogonales, pues () es ortogonal. Para que la base sea ortonormal, basta dividir cada
vector por su norma. O

9.3. Teorema de descomposicion en valores singulares

Teorema 9.2. Sea A € R™*™ arbitraria. Entonces existen U € R™*™ ortogonal, V' € R™*™ ortogonal y ¥ € R™*™
diagonal tal que

A=UxV!

Demostracion. Vamos a descomponer la prueba en varios pasos.

1. La matriz AA? € R™X™ es simétrica. Por la Proposicién existe una base ortonormal {uy, - , Uy} de R™
formada por autovectores de AAY. Sean A1, -+, A, € R los autovalores asociados, todos reales por el Lema
2. Los autovalores Aq,---, A, son no negativos.

AA ;= Nu; = uﬁAAtui = Aiufui
= (Atuy) (Awg) = N w3
2
= || At} = A fluill

:>)\120

3. Supongamos sin pérdida de generalidad que Aq,---, A\, son los autovalores de AA* no nulos y definamos para
cadal <i<r,

o= VA

1
v = fAt’U,i
04

Notemos que v; # 0 porque Av; = U%AAtui = %uz £ 0.
4. Para cada 1 <i <r, v; es autovector de A'A de autovalor );. Ya vimos que v; # 0. Ademas

AtAUi = lAtAAtuz = ﬁAtul = )\ivi
. o;

0;

5. El conjunto {vy,---,v,} es ortonormal.
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t,o\? t,, .
= () (225) - L,

0i0;
1

0i0;

t
U Ajuj

by
= —uju;
0;0;

Aj

0i0;

=6
. Exten V1, , Uy u T T Vpa1y** ,Up. i
Extendemos , , a una base ortonormal de R™ con v,41, , Definimos

01

Or

. Veamos que A = UXV?. Como U y V son ortogonales, es lo mismo ver que U*AV = ¥. Se tiene

(UtAV)U = f?,lz(UtA) COlj(V)
= fle(Ut)A COlj(V)
= col;(U)" A col;(V)

— a0 .
= u,; Av;
Separemos en casos:
= Sij<nm
En este caso v; = -~ A'u;, con lo cual
J
1
ulAv; = —ul AA
gy
1
= LN s
= —uy(Ajuy)
gy
_ Aj ot
= U Uy
gy
o
= 0y (pues {uy, - ,um} es ortonormal)
93
= 0;0i;
m Sij>nr
e Sii<r:

En este caso v; = L Alu; = o;v; = Atu;, con lo cual
o )
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uj Avy = (uj Avy)

= fu;Atui

= vj(o;)

= 0,0}

= 0;0;j (pues {v1,- - ,v,} es ortonormal)
=0 (pues i <1 < j)

o Sii>n:
Tenemos entonces que \; = 0. Veamos que necesariamente Au; = 0. Por el absurdo supongamos que
Atu; # 0, entonces 0 # | Aluill; = (Atu;)!(A'w;) = ulAA'w; = wf(\ws) = \ufu; = A [Juil]3. Luego
0# N ||U1H§ = \; # 0, absurdo.
Como A'u; = 0 entonces

ujAvy = (uj Avy)' = viAtu; = 0
O

Los elementos no nulos de la diagonal de X, 01, --- , 0, se llaman valores singulares de A. Si bien la descomposicién
en valores singulares no es tnica, las matrices U, ¥ y V siempre cumplen ciertas propiedades

Proposicién 9.2. Sea A = UXV! una descomposicion en valores singulares. Sean o1,--- , 0, los valores singulares.
Sean uy, -+ ,um las columnas de U, y vy, -+ ,v, las columnas de V. Entonces

» u; es autovector de AAY.

» v, es autovector de A'A.
En ambos casos, si i < r entonces el autovalor asociado es 0’1-2 y es 0 en caso contrario.

Demostracion. Tenemos que

AA = (USVHUSVY = USVIVEIU! = USSHU?

Notemos que ¥¥! = ¥ = diag(o?,--- ,02,0,---,0) € R™*™ Entonces

T

AA; = USU ; = USe; = U coli(%)

Si i < r entonces col;(X) = o2e; con lo cual AA'u; = 02Ue; = o2u;, es decir que u; es autovector de AA® de autovalor
02. Sii > r entonces col;(X) = 0 con lo cual u; es autovector de autovalor 0.

Para los v; la demostracion es igual. O
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10. Cuadrados minimos lineales

10.1. Problema

Supongamos que disponemos de una muestra de valores provenientes de un experimento

y queremos encontrar una relacién entre los valores de x e y. Tenemos dos opciones:

1. Encontrar una funcién f tal que f(z;) = y; para todoi=1,---,m.

2. Encontrar una funcién f tal que f(x;) = y; para todo i =1,--- ,m.

Cuando tratamos con muestras observadas, en general estamos lidiando con valores que ya poseen un error, proveniente
de la medicién. Esto implica que buscar relaciones exactas (del tipo 1) pierda sentido pues en realidad sélo conocemos
aproximaciones de los valores realese. Por este motivo, nos concentraremos en la opcién 2.

Suponiendo que contamos con una familia de funciones F de la cual queremos extraer una de ellas, necesitamos un
criterio para comparar funciones que contiene. Tres criterios posibles son:

. %ﬁ@i’%'ﬂxi)‘%‘

Minimiza el maximo error en un punto. La desventaja de este criterio es que es muy susceptible a la presencia
de outliers (valores atipicos).

- 5}222?;1 | f(xi) — il

Minimiza el error. Este criterio sobrepasa el problema de los outliers. La desventaja que tiene es que queremos
encontrar el minimo de una funcién que involucra un valor absoluto, que sabemos que no es derivable en el
origen, lo cual dificulta la tarea.

= min Y (f(@) — yi)?

feF
Minimiza el error cuadratico. Este criterio no padece de ninguno de los problemas anteriores.

Utilizaremos este ultimo criterio. Las familias de funciones que vamos a considerar son de la forma

F=A{air +-+and,: a1, - ,a, € R}

donde las funciones reales ¢1, - - - , ¢, estan fijas. En otras palabras, estamos considerando el subespacio de funciones
F=(¢1," " ,dn)r
Entonces el problema es encontrar los coeficientes a1, - - - , a, que realizan el minimo
m
. 2
min a ) +--+a i) — Yi
i S+ )
Consideremos
pr(z1) -+ dn(21) a "
o1(z2) -+ Pn(a2)
A= ) . z=1 : b= :
: : a
1(2a) -+ Pulzn) " o

63



Entonces el minimo a calcular lo podemos escribir como

min || Az — b3
reR™
Observacion 10.1.

1. No necesitamos conocer el valor de las ¢; en todo su dominio, sino sélo en los puntos z1,--- , Z.,.

2. Para que el problema tenga sentido necesitamos mas datos que incégnitas, i.e., m > n.

Abstrayéndonos de las funciones ¢1,- -+, ¢, y de las muestras (z1,y1), " , (Zm, Ym ), definimos el problema de cua-
drados minimos lineales del siguiente modo. Dadas A € R™*" y b € R™, hallar € R™ que minimice ||Az — b||§

Lo estudiaremos y atacaremos desde un punto de vista puramente algebraico.

10.2. Intuicidon geométrica

En primer lugar, observemos que si el sistema Ax = b tiene solucién, entonces cualquiera de ellas realiza el minimo,
que es 0.

Si Az = b no tiene solucién, entonces es evidente que el minimo es mayor que 0. Para entender c6mo elegir un vector x
que lo realice, pensemos en Az y b como vectores en R™. El minimo se alcanza cuando la distancia euclidea entre estos
dos vectores es minima. Pero el unico de estos dos vectores que se mueve es Az, con lo cual hay que elegirlo de modo
tal que esté lo mas cerca posible de b. Recordemos que el conjunto de valores que puede tomar Az es el subespacio
Im(A) = {Az : x € R"}. Luego, queremos encontrar la distancia del punto b al subespacio Im(A), y es sabido que el
punto sobre el subespacio que realiza la distancia es la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A).

R™ R™

En la figura, b1 = proyy, a)(b) es el punto que realiza la distancia, by = proyy,, 4y~ (b), y 1 ¥ 2 son soluciones.

10.3. Solucién

Como R™ = Im(A) @ Im(A)* entonces b se escribe en forma tinica como b = by + by con by € Im(A) y by € Im(A4)*.

Recordemos que b; es la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A) y by es la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A)=.

Proposicién 10.1. Sea b = by + by la escritura en forma tinica como by € Im(A) y by € Im(A)L. Entonces el minimo
mﬁ'@n |Az — b||§ se realiza Unicamente cuando Ax = by.
reR™

Demostracion.
| Az —b||5 = || Az — (by + )|
= ||(Az — by) + ba|l5
= || Az = ball3 + [1ba]13 (por Pitégoras)
2
> [bll3
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. A 2
Entonces el minimo se realiza s y sélo si [|[Az — b1]|; =0 < Az = b;.

O

Observemos que como by € Im(A) entonces siempre existe un vector = que realiza el minimo. Es decir, cuadrados
minimos lineales siempre tiene soluciéon. Estudiemos ahora la unicidad de la misma.

Es importante notar que la unicidad no depende del conjunto Im(A) si no de cémo la matriz A transforma los
vectores. Mds precisamente, existe tnico z € R™ tal que Az = by si y sblo si la transformacién lineal fa(z) = Az es
un monomorfismo. En términos de los elementos de la matriz, tenemos el siguiente resultado,

Proposicion 10.2. La solucion de cuadrados minimos lineales es unica si y solo si A es inversible.

Demostracion. Existird un tnico x € R™ tal que Az = by si y sélo si la matriz A es inversible. O

10.4. Ecuaciones normales

Nuestro proximo objetivo es caracterizar la solucién en términos de A y de b.

Lema 10.1. Im(A)l = Nu(A?).

Demostracion. (C) Sea v € Im(A)=+, entonces (w,v)s = 0 para todo w € Im(A). Queremos ver que v € Nu(A?).

Se tiene

fili(A%)v coly(A)tv (coli(A),v)o
Ao = : = : = : =0
fil,(At)v col, (A)tv (colp(A),v)a

pues col;(A) € Im(A) para todo i.

(D) Sea v € Nu(A?), entonces A'v = 0. Sea w € Im(A), queremos ver que (w, v)s = 0.

Como w € Im(A), entonces Az = w para algin z € R™. Luego w' = 2' A’ con lo cual (w,v)s = w'v = 2'Alv =0. O

Proposicién 10.3. z € R" es solucién de cuadrados minimos lineales si y sélo si At Az = Atb.

Demostracion. (=) Sea x una solucién. Escribamos b = by + by con by € Im(A) y by € Im(A)L. Entonces Az = by =
At Az = A?b;. Como Im(A)L = Nu(A?) entonces A*by = 0, con lo cual A*Azx = Ath) = Alby+Atby = A¥(by+by) = AtD.

(<) Sea z tal que A'Ax = A'b = At(by + be) = Ay = A'Ax — A'by =0 = A'(Az — b)) =0 = Az — by € Nu(4?) =
Im(A)*. Entonces Az — b; € Nu(4?) = Im(A)* N Im(A) = {0} = Az = b; entonces z es solucién de cuadrados
minimos lineales. 0

Entonces resolver cuadrados minimos equivale a resolver el sistema A'Ax = A!b. Este sistema de ecuaciones recibe el
nombre de ecuaciones normales. Sin embargo, la resolucién via este sistema puede no ser niimericamente estable, pues
la matriz A’ A suele estar mal condicionada atn estando A bien condicionada. Por ejemplo,

1 1
1+¢€? 1
_ tg_
A=1¢e 0 AA_< 1 1+€2)
0 ¢

En este caso A*A estd muy mal condicionada. Si ¢ es chico, entonces €2 es despreciable, y en un contexto de aritmética

finita puede ser absorbido en la suma, obteniéndose fI(fI(1) + fl(¢?)) = 1. Con este redondeo resulta que A*A =
11 . PP . . . .

(1 1) de modo que las ecuaciones normales tendrén infinitas soluciones. Sin embargo A tiene columnas 1. i. con lo

cual la solucién de cuadrados minimos es tnica.
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10.5. Resoluciéon por QR

Sean A € R™*™ y b € R™ y supongamos sin pérdida de generalidad que m > n (si no fuera este el caso, agregamos
filas de 0 en A y b). Sea A = QR su factorizacién QR. Como Q! preserva norma 2 entonces

Az —bll5 = @' (Az ~ b)|; = [|Q"(@Rx — b)[|; = [| Rz — Q"
Tenemos dos casos:

» Las columnas de A son l. i.:

Como @ es inversible entonces rg(A) = rg(R). Entonces, en este caso, las columnas de R también son 1. i. y por
lo tanto tiene la forma

R’

con R; € R™ ™ triangular superior. Escribamos ademas

ty C
con c € R" y d € R™™"™. Entonces

2
Rix c Rix—c
2

Entonces el minimo se realiza si y sélo si Rixz = ¢ y este sistema tiene solucién tnica pues R; es una matriz
cuadrada de rango maximo.

2
2 2
= [[Baz = cfl; + [|d]];

2

» Las columnas de A no son 1. i.:

Entonces las columnas de R no son L. i., y si rg(A4) = r < n entonces

Ri Ry
R=1¢0 ... 0
0 --- 0

con Ry € R™*" triangular superior y Ry € R"™*(®=") Ademés escribimos

() )

ahoracon c e R", d € R™ " ;1 € R" y 25 € R"™". Luego

2
Ryz1 + Rows —
| Az — b||? = H( 1L e c) — || Ryy + Roxa — c||2 + ||d|12

—d )

Entonces el minimo se realiza si y sélo si Rixy + Roxe = c. Este sistema (de r ecuaciones y n > r incdgnitas)
tiene infinitas soluciones, que se obtienen fijando x5 = T3 y resolviendo R1x; = ¢— R2T2 que tiene solucién tnica
por ser Ry cuadrada y de rango méximo.
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10.6. Resoluciéon por SVD

Consideremos ahora la descomposicién en valores singulares A = UXV?. Sean o1, - - - , 0, los valores singulares. Tenemos
que

Az —bll3 = [|U"(Az — B)|[; = [T (WEV'e - b)||; = [[BV'e - U]

Como V' es inversible entonces sustituyendo y = Vix:

. . 2 , 2
min [ Az — b3 = min [SV*'z — Ub||, = min [y - U],

Separemos en los mismos dos casos de antes:

» Las columnas de A son l. i.:

Notemos que como U y V son inversibles entonces rg(A) = rg(X) = r. Entonces, en este caso, r = n y ¥ tiene

la forma
01
— Jn
X = 0 0
0 0
Escribiendo
1 C
Ub_<J
con c € R" y de R™ " tenemos
2
o1Y1
2
) 01Y1 — C1
£112 ony c . 2
Iz -l =| [ 9| - (5)] - ; [l
. OnYn — Cn 2
0 2
C1 /0'1
Entonces el minimo se alcanza si y sélo si y = : . Lo que resta es encontrar el tinico z tal que Viz = y.
¢n/On

= Las columnas de A no son 1. i.:

En este caso hay » < n valores singulares en la diagonal de 3. Escribiendo

()

conc € R" yde R™ ", tenemos
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o1Y1
) o1Yy1 — €1
2 oy c ) 2
HEnytb||2 = TOT — <d> = : + 14|15
. OrYn — Cr 2
0 2
C1 /0'1
Entonces el minimo se alcanza si y sélo si y = Cyr/ 97 | siendo Yr+1s - »Yn € R arbitrarios. Las infinitas
r+1
Yn

soluciones provienen de la libertad de eleccién para y; con ¢ > r.
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11. Interpolacién polinémica

11.1. Problema

Al igual que antes, supongamos que tenemos una muestra de valores (zo,¥yo), - , (n,Yn). Queremos encontrar un
polinomio P que interpole dichos puntos, es decir, que cumpla P(x;) = y; para cada i =0,--- ,n.

11.2. Polinomio interpolador de Lagrange

Teorema 11.1. Consideremos n+ 1 puntos (zo,v0), ", (Tn,yn) € R? con x; # x; sii # j. Entonces existe un tinico
polinomio P € R[z] de grado menor o igual que n tal que P(x;) = y; para todo i =10,--- ,n.

Demostracion. Probemos primero la existencia. Definimos

Ln’k(l‘) =

(x—20)(x— 1)@ — Tpy1) - (T —2n) 7T T— T
(xx — w0) -+ (wh — Tp—1) (@ — Tpp1) -+ (T — ) 11 Tk — T

Este polinomio es de grado n y cumple

1 sii=k
L”’k(””){ 0 siithk

Definimos

P(z) = yrLn(x)
k=0

Tenemos que deg(P) = deg(>_o YkLnk) < orél/?é( deg(yrLn.k) < n. Ademés

P(z;) = Z YrLn ik (25) = YiLn i (x;) = v
k=0
con lo cual P € R[X] es un polinomio que cumple lo deseado.

Veamos la unicidad. Por el absurdo, supongamos que existe un polinomio @ € R,[X] — {P} que interpola los n + 1
puntos. Sea R = P — @ # 0, que es tal que deg(R) < méx{deg(P),deg(Q)} < n, con lo cual tiene a lo sumo n raices
distintas en R. Sin embargo, para cada i = 0,--- ,n, R(x;) = P(x;) — Q(x;) = 0, que son n + 1 valores distintos, lo
cual es una contradiccién. O

Este polinomio se conoce con el nombre de polinomio interpolador de Lagrange. En particular, este polinomio se puede

utilizar para aproximar una funcién f(z) interpolando puntos (zq, f(xo)), - , (n, f(2,)). Por este motivo, interesa
conocer una expresion de la forma

f(x) = P(z) + R(x)

donde R(z) es el error de la aproximacion.

Proposicién 11.1. Sean xg,--- ,x, € [a,b] distintos. Sea f € C"F1([a,b]). Sea P el polinomio interpolador de
Lagrange en (xq, f(x0)), + , (zn, f(xn)). Entonces para todo x € [a,b] existe {(x) € (a,b) tal que
n+1
@)= P+ LS ) - )
Por claridad, cuando tratemos con puntos o, - - - , &y, lamaremos Py, ... m, (m; #m; sii# jy m; € {0,---,n}) al
polinomio interpolador de Lagrange en los puntos z,,, -+ , Tm, -

A continuacién damos una férmula recursiva para calcular un polinomio interpolador de n + 1 puntos, dados ciertos
otros dos polinomios de n puntos.
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Lema 11.1. Sean (zo,y0), ", (Tn,yn) € R? con x; # x; si i # j. Entonces, sii # j,

(QL' — $j)P0,..A J—1,541,- m(m) — (.’[ — ZL’Z')PO,..A Ji—1,i41,- n(.’E)
T = Tj

PQ,..A ,n(x) =

Demostracion. Es claro que F.... 5, es un polinomio de grado menor o igual que n. Veamos que interpola los n + 1
puntos.

Si k # 1, j, entonces

(xp —2j)Po,. j—1j+1, n(®k) = (@k =) Po . i—1it1, n(Tk)

P07.‘.,n(f£k) = T — 1
i J
_ (T — 2j)yr — (Tr — i)Yk
xX; —xj
_ (i — 25)yk
xT; 71']‘
= Yk

En z; el polinomio vale

(@i —2j)Po,o j=1,j41, (@) — (@i — ) Po,i—1,i1, 0 (24)
Ty — Z‘j

Poy... ,n(xz) =

(z; — )y
Ti— Ty

=Y

Anélogamente, Py ... »(z;) = y;.

11.3. Diferencias divididas

Planteamos un nuevo problema. Supongamos que se tiene una interpolacién de n puntos y se la desea extender con
un punto nuevo. La forma del polinomio interpolador vista antes no nos provee una forma de aprovechar el polinomio
ya calculado, y nos obliga a computar un polinomio interpolador para n + 1 puntos desde cero. Queremos encontrar
una forma para el polinomio interpolador que permita agregar secuencialmente nuevos puntos con un menor costo.

Definicién 11.1. Sean xzg,--- ,x, distintos y f una funcién real. Se define la diferencia dividida de orden 0 de f
respecto de x; como

flail = f(xi)
Para k > 0 se define la diferencia dividida de orden k de f respecto de z;,- -+ , ;4 como
Flon e aie] = flwi, - wipw] = flas, - wign]
LTitk — T4

La importancia de las diferencias divididas radica en el siguiente resultado:

Proposicion 11.2.
Py...n(x) =ao+a1(x —x0)+ -+ an(r —20) - (T — Tp_1)

con ay, = flzo, -+ ,ak].
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Demostracion. Hacemos induccién en la cantidad N de puntos interpolados. Si N = 1 no hay nada que ver, pues
Py = f(zg) = flzo]- Si N =2 entonces

r—x
r1 — o ( 0)

flxol + flwo, z1](z — x0) = f(z0) +

y es facil verificar que este polinomio interpola g y x1, y como tiene grado menor o igual a 1, entonces, por la unicidad
del polinomio interpolador, es exactamente Fy ;.

Sea N >2yn =N — 1. Supongamos que P es un polinomio que interpola los N puntos xg,:-- ,Z,, y que es de la
forma,

P(x)=Py,... no1(x) + oz —x0) -+ (¥ — Tp—1)

con a € R cierta constante fija. Entonces P(z;) = Fp... n—1(z;) = f(z;) para todo i = 0,---,n— 1,y P(z,) =
Py.... n—1(xn) + aH?;Ol(xn — ;). Como P(z,) = f(x,) por definicién, entonces

Se puede ver que bajo esta eleccién de «, el polinomio Py.... ,—1(x) + aH?;Ol(x — ;) interpola todos los puntos
g, - ,Tn. Nuevamente por la unicidad del polinomio interpolador resulta que

n—1
Pom(z) = Pomoa(z) +a [[ (@ - )
i=0
Por hipétesis inductiva

Py..m—1(x) =ap+ar(x —x0) + -+ an—1(x —0) - (x — Tp_2)

Luego, basta probar que o = a,,. Notemos que « es el coeficiente del monomio =" en Fy ... ,(z).

Por el Lema

(x —xz0)Pr,... n(z) — (2 —20)Py,... p-1(2)

FPy... n(z) =
0, n(T) pra—
De aqui es facil ver que el coeficiente de 2" estd dado por los coeficientes de los monomios z"~! en P .. ,(z) vy
Py,... n—1(x). Por hipétesis inductiva, el coeficiente en P ... ,,(z) es flz1, -+ ,z5] y en Po... n—1(x) es flzo, -+, zp].
Entonces
x s e ’x —_ x e 1’
Ol:f[l n] f[ 0, ) n]:f[an"'axn]:an
In — o
O

11.4. Interpolacién segmentada

Los polinomios tienen una gran desventaja como interpoladores y es que cuanto mayor es su grado, mas oscilan.
Un procedimiento alternativo consiste en construir, dados zy < --- < x,, un polinomio interpolador entre cada par
consecutivo de puntos x; y ;y1, y a partir de estos construir una funcién que interpole todos los puntos. Es decir,
construimos Sp, - -+ ,.5,—1 polinomios, tal que S; interpola z; y x;41, y definimos

So(x) si x € [xg,x1]
S(xz) =

Sn—1(z) six € [Tp_1, 2]
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11.4.1. Lineal

Consiste en interpolar cada par de puntos con un polinomio de grado 1. En otras palabras, S; es el polinomio interpo-
lador de Lagrange en los puntos x; y x;—1. La desventaja de este tipo de interpolacién es que en los extremos de los
subintervalos no hay garantia de que S sea derivable (geométricamente la curva no es suave).

11.4.2. Cuadratica

Utilizamos S;(x) = a; + b;x + ¢;z2 para ciertas constantes a;,b; y ¢;. Si f es la funcién que estamos aproximando,
estas constantes deben ser ajustadas de modo tal que

1. S(z;) = f(z;) para todo i =0,--- ,n.

2. Siy1(wit1) = Si(wiq1), para todo i =0,--- ,n — 2.

3. Siy1(wiy1) = Si(xiy1), paratodoi =0,--- ,n—2.
Las condiciones 1 y 2 aseguran que S esté bien definido y sea continuo en [zg,x,]. La condicién 3 asegura que sea
derivable en (zg, z,). Una curva diferenciable definida por partes mediante polinomios se denomina spline.

Notemos que en total son 3n — 1 ecuaciones y 3n incégnitas, dejando un grado de libertad.

El inconveniente de esta interpolacién es que muchas veces se desea fijar condiciones para S’(x) en los extremos zq y
Ty, y sin embargo no hay constantes suficientes para ello. Los polinomios cibicos solucionan este problema.

11.4.3. Cubica

Un spline cibico para f es una funcién S que cumple las siguientes condiciones

So(x) stz € [z, 1]
1. S(x) = , con S; un polinomio ctbico.

Sp-1(z) six € [rp_1, ]

2. S(z;) = f(x;) paratodoi=0,--- ,n.

- Sit1(Tita
/ S{(xz—o—l) para tOdOi:()’... .n—2.
/

) = flai
3 ( ) = S;(x;41) para todo i =0,--+ ,n— 2.
4. Sl (wiy1) =
5 (it1) =
6

- S (i) = 8] (wi41) para todo i = 0,--- ,n — 2.

. Se satisface una de las siguientes condiciones frontera:
» S"(x9) = 5" (xy) = 0 (spline libre o natural).
w S'(x0) = f(mo) y S'(xn) = f'(x,) (spline sujeto).
Las condiciones 2 y 3 aseguran que S esté bien definido y sea continuo en [z, x,]. Las condiciones 4 y 5 aseguran
que S sea dos veces derivable y, mas aun, como es unién de polinomios, entonces las derivadas son continuas. Las

condiciones de frontera sujeta se utilizan cuando tengo esa informacién sobre la derivada de la funcion, y dan lugar a
aproximaciones mas exactas.

Estudiemos las ecuaciones que determinan las condiciones anteriores. Por conveniencia, vamos a considerar polinomios

cibicos de la forma,

Si(2) = a; +bi(x — x;) + ci(w — x3)* + di(x — 2;)3

La condicién 2 equivale a S;(x;) = f(x;) y Sn—1(zn) = f(z,). Como S;(x;) = a; entonces tenemos

a; = f(x;) paratodoi=0,---,n—1
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ap—1 + bn—l(xn - xn—l) + Cn—l(xn - xn—l)Q + dn—l(xn - xn—l)?) = f(xn)

La condicién 3 equivale a S;(x;4+1) = f(2;4+1). Entonces

i + bi(wip1 — i) + (w1 — 23)? + di(wig1 — )° = aip1 paratodo i =0,--- ,n—2

Observar que S.(x) = b; + 2¢;(x — ;) + 3d;(z — ;)®. Como S/ (x;41) = b;41 entonces la condicién 4 equivale a

bi + 2¢i(xi41 — x3) + 3di(xi41 — )* = b1 paratodoi=0,---,n—2

Observar que S’ (x) = 2¢; + 6d;(x — x;). Como S/, | (zi41) = 2¢;11 entonces la condicién 5 equivale a

2¢; + 6d;(ziy1 — x;) = 2¢;41 paratodoi=0,---,n—2
Finalmente, si el spline es libre, la condicién 6 equivale a
260 =0
2¢p—1+6dy—1(x —xp_1)=0
Definamos a,, = f(2,), ¢n =0y h; = x;41 — x;. Entonces las ecuaciones son
1. a; = f(=z;) para todo 0 <i < n.
2. a; +bh; + cihl2 + dihf =a;4+1 paratodo 0 <7< n—1.

b; + 2c;h; + 3dihf =0b;+1 paratodo 0 < <n—2.

2¢; + 6d;h; = 2¢;41 para todo 0 <i<n— 1.

orok W

Co = 0.
De la ecuacién 4 despejamos

Cit+1 — G

d; =
3h;

Sustituyendo esto tltimo y la ecuacién 1 en la ecuacion 2 y despejando

b= - (flwin) — fi) — cih? — dih?))

h.
i1 — Ci)h?
=é(ﬂﬂﬂw¢@o—wﬁ—““%f)ﬁ

N

— %jﬂxl) —cih; — %(Ciﬂ = ci)hi
_ M _ % (2¢; + cit1)

Sustituyendo en la ecuaciéon 3 y despejando
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0=>0; — bi+1 + 2¢;h; + 3d1h12

— W - (2¢ + ci41) — f( +231‘+1f( +1) n ;1 (%ci41 + cira)
Ci+1 — G
J(@ip1) — f(a f(@iv2) — f(iv1 2 1 2 1
= [ s )hz o) _ Sl 3%+1 )] _ ghici - ghiciﬂ + ghi+lci+1 + §h¢+1ci+2

+2hic; + hicipr — hic;

_ |:f(xi+1) —f(@i)  f(@iy2) = f(@it1)
hi hit1

1 2 1
} + ghici + g(hi + hit1)civ + ghi+lci+2

Equivalentemente

T — s ey — f(z
hici +2(h; + hit1)cit1 + hip1¢ipe =3 {f( w2) = (@)  f@ia) — fl@i)
hit1 hi
Esta ecuacién, que vale para i = 0,--- ,n—2, contiene toda la informacién de las demds (pues la obtuvimos a través de
sustituciones sucesivas). Juntando estas n — 1 ecuaciones con ¢y = 0y ¢, = 0 tenemos un sistema de n + 1 ecuaciones
y n+ 1 incognitas

1 0 0 0
hO 2(h0 + h1) hl 0
0 h1 2(h1 + hg) ho

hn72 2(hn72 + hnfl) hnfl
0 0 1

La matriz del sistema es estrictamente diagonal dominante (pues h; = ;41 —x; > 0), por lo tanto es inversible. Luego,
la solucidn es tnica, i.e., existe un tnico spline cubico natural para zg, - - - , z,. Mas aun, como la matriz es tridiagonal
puede ser almacenada y operada eficientemente. En particular, el costo de la eliminacién gaussiana sobre esta matriz

es O(n).

Procediendo en forma analoga se puede demostrar que si el spline cibico es sujeto también es inico. Més atin, también
se obtiene un sistema tridiagonal estrictamente diagonal dominante.
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12. Integracién numérica

12.1. Problema

Dada una funcién f : [a,b] = R, queremos calcular f; f(x)dx. Conociendo una primitiva F, entonces por la Regla de

Barrow podemos calcular la integral y vale fab f(z)dx = F(b) — F(a). En la mayorfa de los casos calcular una primitiva
de f es muy dificil o no es posible. Es por esto que queremos encontrar métodos numéricos que permitan aproximar
la integral.

Dado que los polinomios se pueden integrar facilmente y que ademds sabemos como aproximar una funcién via
polinomios, vamos a utilizar la escritura

f(x) = Pu(z) + En(z)

donde P, es el polinomio interpolador de Lagrange en n 4+ 1 puntos en el intervalo [a,b] y E, es el error de la
aproximacién. Integrando:

/abf(x)dx - /ab Pn(x)dx—&—/ab Ey(2)dz

Estas férmulas se llaman férmulas de cuadraturas (geométricamente cuadran el drea debajo de la curva).

12.2. Regla del trapecio (n =1)

Tomamos xy = a, 1 = by consideramos P; que interpola xg y x1. Sea h = b—a la longitud del intervalo de integracion.
Entonces

con € (a,b).

12.3. Regla de Simpson (n = 2)

Tomamos xg = a, 1 = (‘7“’7 2 = b y consideramos P, que interpola g, 1 y 2. Sea h =11 — g = 22 — 1 = b_Ta la

longitud de los subintervalos. Entonces

h

b
/ Py(z)dx = g(f(wo) +4f(21) + f(z2))

bE xdx:—h—s )
2(2) 90f (1)

con u € (a,b).

12.4. Grado de precision

Definicién 12.1. Se llama grado de precisiéon de una férmula de cuadratura al méximo entero positivo n tal que la
férmula es exacta para todo polinomio de grado menor o igual a n.

El grado de precisién se puede deducir de la férmula del error de los métodos. En el caso de trapecio, el error involucra
una derivada segunda, con lo cual el grado de precision es 1 (es exacta para todo polinomio de grado 0 o 1 pero existen
polinomios de grado 2 para los cuales no lo es). En el caso de Simpson, el grado de precisién es 3.
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12.5. Reglas compuestas

Al intervalo de integracion lo dividimos en subintervalos y en cada uno de ellos aplicamos alguno de los métodos
conocidos.

12.5.1. Regla compuesta del trapecio

Si dividimos al intervalo [a,b] en n subintervalos, entonces cada uno tendrd longitud h = b’T" La aproximacién es
ahora

r <f(xo) £23 flm) + f(mn)>

i=1

El error es

b—a 2 ¢
5 ()

con i € (a,b).

12.5.2. Regla compuesta de Simpson

Recordemos que Simpson utilizaba tres puntos del intervalo para aproximar. Entonces, si dividimos al intervalo [a, b]
en n subintervalos, la regla de Simpson se aplicard sobre cada par consecutivo de ellos. Por lo tanto, necesitamos una
cantidad n de subitervalos par. La aproximacién es

n/2—1
h
3 D (fwaw) +4f (wor11) + f(@ari2)
k=0
El error es
b_CL 4 (4)
Tzo M)
con 4 € (a,b).

12.6. Meétodos adaptativos

Supongamos que queremos integrar una funcién cuyo comportamiento es irregular. En cierto subintervalo, la funciéon
tiene una gran variacién, lo cual obliga a utilizar una aproximacién con una particién fina del subintervalo sobre la cual
utilizar una regla compuesta. Sin embargo en otro subintervalo disjunto, la funcién tiene una variacién muy pequena,
haciéndola apta para un método de aproximacién sin demasiado refinamiento.

En este tipo de situaciones se utilizan métodos adaptativos, que analizan en cada subintervalo cudl es la precisién de
una aproximacion de la integral y en caso de no ser suficiente, utilizan una aproximacién maés fina partiendo en otros
subintervalos.

Estudiemos el método basado en la regla de Simpson compuesta. Llamemos S(z,y) a la aproximacién de Simpson del
intervalo [z, y] para la funcién f. Supongamos que queremos integrar el intervalo [a, b].

Paso 1: Tomamos dos subintervalos, cada uno de tamano h = b_7“, aplicando Simpson, obteniendose

h5

b
[ #ade = Sta.b) - g 7O

Paso 2: Partimos cada subintervalo en otros dos de tamano g Aplicamos la regla compuesta de simpson en [a, %“’]

[aer

<=, b} , obteniendose
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[ (552 o5 (520) - 55 (3) 0o

Como h = b_T“, el resto se puede reescribir como

Supongamos que f®*(n) ~ f4(fi), entonces si igualamos las expresiones obtenidas en los pasos 1y 2:

’ h? b b b 5
[ fwrts =@ v - 5100 = [ a3 (a, “ ) s <a;b) iy

PN 7Eh75f(4)(u) =9 <a, CH_b) + 9 ((H_b,b) — S(a,b)

16 90 2 2

1 R 1 a+b a+b
& ———f@ P - - - _
16 90 (1) 15 (S <a, 2 ) S < 2 ’b> S(a,b))

Es decir que el error al subdividir los intervalos es

L (s (w2 5(%2%0) - sta)

Si este valor es suficientemente chico, concluyo la subdivisién. En caso contrario, procedo recursivamente, volviendo

al paso 1, sobre los intervalos [a, “7“’] y [‘%rb, b]
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