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1 Resumen de Algebra Lineal

Definicién 1. Una matriz A de m x n es un arreglo de m columnas y n filas.

a1,1 a2 ai3 -+ Adin
a21 a22 A3 -+ A2n
azil asz2 aszsz - a3n
am,1 Am,2 am3 - Gm,n

1.1 Operaciones sobre matrices

Sobre las matrices se pueden aplicar las siguientes operaciones:

1.1.1 Suma
A+ B =Csii Ay B tienen la misma dimesién (i.e., A,B € R™*" = C € R™*™).

ai;+bij=cij Vi=1---mVj=1---n

1.1.2 Igualdad
A=B sii A y B tienen la misma dimension.

ij = bi; Vi=1l---mVj=1---n

1.1.3 Producto por escalar
Sea AeER. A\-A=DB (A €R™" = B e R™™)
/\'ai7j:bi,j v2=1m,j=1n

1.1.4 Producto
A-B=Csii AeR™ "y BeR"P = (C € R™*P

n
Cij = ) i i
k=1
Observar que no necesariamente vale que AxB = Bz A.

1.1.5 Identidad
I matriz identidad. I € R**™

|1 sii=3j o
Ii,j—{o si 2 j Vi,j=1---n
Consecuentemente, la forma de la matriz identidad de R™*" es:
100 0
0 10 0
0 01 0
000 - 1
Obs: I-A=A-1T=A VA € Rnxn
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1.1.6 Inversa

Sea A € R™ ™. Se dice que B € R"*" es la inversa de Asii A-B=B-A=1.
B se nota como A1
Obs:

e Si 3A~! entonces es tnica
o (A H =4
e Sean Ay B € R™*" inversibles. Entonces

(A-B)"'=B~1.A"1

1.1.7 Transpuesta

Sea A € R™*™, Se define At € R®*™ como

(Ab);; = Ajs Vi=1--nj=1---m
Obs:
e (A+B)=A"+B'
e (A-B)t=RB'. A
o« (A1) = (4N

1.1.8 Determinante

det(A) e R

o det(A- B) =det(A) - det(B)

1
 det(A)

o det(A)#0 < JA!

o det(A™1)

Nomenclatura: Si A es inversible, se dice no singular. Si es singular, es no inversible.

1.2 Matrices Elementales
1.2.1 Matrices de permutacion

Una matriz de permutaciéon P es una matriz que permite permutar filas o columnas de una matriz A al
realizar:

e P . A permuta las filas de A
e A - P permuta las columnas de A

La matriz P se obtiene permutando las columnas de la matriz identidad (I). Observemos en un ejemplo
de 3 x 3 en el que llamamos 1, 2 y 3 a las columnas de la matriz identidad de la siguiente forma:

100
I=10 1 0| =(1,23)
00 1
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Si permutamos, por ejemplo, las filas 1 y 2, obtenemos la siguiente matriz de permutacién P:

010
P=1{1 0 0| =(21,3)
00 1

Si multiplicamos a izquierda esta matriz con cualquier otra, el resultado sera esa misma matriz pero con
la primer y segunda fila cambiadas de lugar (pues obtuvimos P permutando la primer y segunda columnas
de la identidad).

Obs: esta notacién con indices permite almacenar una matriz de permutacién P € R™*™ en sélamente n
elementos, en lugar de en los n? que normalmente tomarfa.
1.2.2 (7?77)

Una matriz de (?7777) E es una matriz que permite multiplicar toda una fila o columna de una matriz A
por un escalar dado, al realizar:

e F - A multiplica una fila de A por un escalar \.
e A - F multiplica una columna de A por un escalar .

Dado el escalar A, definimos la matriz FE de la forma:

1 - 0 --- 0
E=10 --- X -+ 0 con A € R
0 --- 0 --- 1

Si A esté en la fila s de la matriz F, entonces la fila s de la matriz B = F - A es la fila s de la matriz A
multiplicada por A. Las restantes filas quedan iguales.
Ejemplos en 4 x 4:

1 0 0 0 15 9 13 1 5 9 13
01 0 O 2 6 10 14| | 2 6 10 14
00 A O 3 7 11 15 3-A 7-A 11-X 15-A
0 0 0 1 4 8 12 16 4 8 12 16

15 9 13 1 0 0 0 15 9-A 13

2 6 10 14 01 0 0] (2 6 10-X 14

3 7 11 15 00 X O (3 7 11-x 15

4 8 12 16 0 0 0 1 4 8 12-X 16

1.2.3 (?772)

Una matriz de (????) E es una matriz que permite sumar dos filas o columnas de una matriz A,
multiplicando una de ellas por un escalar dado.
Dado el escalar A, se define E' como:
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(Observar que es la matriz identidad con X en algin lugar de algiin 0).
Suponiendo que A esta en la fila ¢ y columna j, vale que

e F x A multiplica la j-ésima fila de A por A y se la suma a la i-ésima fila de A.

e F x A multiplica la j-ésima columna de A por Ay se la suma a la i-ésima columna de A.

Ejemplo:
1 0 0 1 4 -7 1 4 7
0 1 0|x (2 &5 8|= 2 ) 8
0 X 1 3 6 9 2-A4+3 5-A4+6 8-A+9

1.3 Sistemas de Ecuaciones Lineales
Se define S un conjunto de ecuaciones lineales como

1,171 + @12T2 + -+ A1 pTp = by

2121 + G22%2 + -+ + A2 Ty = bo

Gn, 171 + Un, 272 + -+ Upnln = bn

Consideremos la matriz

a1 ai2 - G1n

a1 A2 -+ G2n

anp,1 Apn2 **° Apn

y los vectores

bl T
by T2

b = . xr =
bn, Tp

Entonces el sistema S resulta ser la igualdad A x x = b. Si consideramos

Qg5
a2,j
Aj =

On,j

entonces S resulta ser Ay -x1+ Ay x9+- -+ A, -z, = b, una combinacién lineal de vectores (Ay, -+, A,).
Consecuentemente, para resolver S, hay que encontrar una combinacién lineal de Ay, --- , A, para que me
de b. Si Ay, ---,A, son linealmente independientes, entonces siempre puedo encontrar un z tal que
A x x =b. Sison linealmente dependientes, entonces no necesariamente existira dicho x.

Dada una base, hay una tnica combinacién lineal que me da un vector dado.

Definicién: Se define una base de un espacio como un conjunto de vectores linealmente independientes
con los que puedo generar todo el espacio vectorial.

Observacién: Si Ay, -+, A, son linealmente independientes, entonces existe A~1.

Observacién: ST A x z = b es un sistema, multiplicar a ambos lados por cualquier matriz elemental me
da un sistema equivalente’.

1Un sistema es equivalente a otro si tienen el mismo conjunto de soluciones.
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1.3.1 Sistemas faciles

Diagonales
Son sistemas en los cuales la matriz A estd diagonalizada (o sea, sélo tiene nimeros distintos de cero en
la diagonal y cero en todas las otras posiciones).

dipn O 0
0 dao 0
A=
0 0 - dun

Si planteamos el sistema A X x = b con una matriz diagonal, el sistema asociado resulta ser:

dii-x1=0b

d2,2 -~ o = by

dn,n Ty = bn

Para solucionar el sistema, es necesario plantear dos casos:

b
o Vi€ [l,---,n] / di; # 0: la solucién existe y es tnica. En particular z; = dl El algoritmo para
iy
encontrar las soluciones es O(n).
e Jje(l,---,n] /dj;=0: lasolucién puede no existir o pueden ser infinitas, dependiendo del valor de

bj:
— b; # 0 entonces no existe solucion.
— b; = 0 entonces existen infinitas soluciones, pues Vz; € R se cumple que

djj-x; = bj
O-mj:()

En este caso el algoritmo determina la no existencia o existencia infinita de solucién/es en O(n).

Triangular superior
Una matriz R? se dice triangular superior si todas las posiciones (i,5) con i > j son cero.

a1 ai2 ai3 -+ A4in

0 as2 as3 -+ agn
R=1|0 0 asz - asgn
0 0 0 - ann

De esta forma, su sistema asociado queda de la siguiente forma:

2Se las llama R por Right en inglés: sélo la mitad derecha de la matriz estd llena.
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a1 -1+ a12 - Ta+ -+ a, Ty, =0

Q22 -T2+ -+ A2y - Tp = by

Gnn * Tn = bn
Nuevamente es necesario considerar dos casos para resolver el sistemas:

o Vie[l,---,n] / a;; #0 (Todo elemento de la diagonal es distinto de cero).
En este caso, el sistema tiene solucién unica y puede ser encontrada mediante el siguiente procedimiento:
b

An,n

bp—1—an_1,n " Tp 1 resta
2. xp_1 = costo: L
apn—1,n—1 1 division

1z, = (costo: 1 divisién)

. 1 division
PR— a . .. x R a . . l‘ [ R — a . ./1:‘
7 1,041 i+1 1,14+2 +2 ,n n .
4. x; = J J d costo: ¢ n — 7 productos
Qi
)

n — 1 restas

Este procedimiento se conoce como “algoritmo de sustituciéon hacia arriba”. Su complejidad es:

n—1 n—1
n divisiones + Zz productos + Zz restas
i=1 i=1
n—1 n—1
= n divisiones + % productos + %) restas
. n? n . n? n
=N _—— = - —
2 2 2 2
= n2
En conclusién, la complejidad del algoritmo es O(n?).
e Jjel,---,n] a;; =0 (Existe un elemento de la diagonal que es 0).

Si intento aplicar el algoritmo, me encuentro con que en algiin momento

jj - =bj — @541 Tjp1 =~ Ajn - Tn

*)

Aqui se presentan dos opciones:

— (*)# 0 = no existe solucién.

— (*)= 0= a z; le doy un valor € Ry sigo con el procedimiento. En este caso, el algoritmo sigue
siendo O(n?), pero existen infinitas soluciones.

Observacién: Si la matriz es tiangular inferior, el procedimiento es igual que el anterior, pero se lo llama
“algoritmo de sustitucién hacia adelante”.

Pégina 8 de 56



Métodos Numéricos Julidn Sackmann

1.3.2 Caso General

Se analiza el caso general para cualquier sistma de la forma A -z = b.

El algoritmo para resolver estos sistmas consisten en utilizar matrices elementales para llevar el sistema
a uno equivalente donde la matriz asociada sea de forma triangular superior o diagonal, y luego usar uno de
los casos anteriores. Se denomina Algoritmo de Eliminacién Gaussiana.

Sea A la matriz del sistema. Supongo a;; # 0. Consecuentemente, el primer paso del algoritmo de
eliminacién gaussiana seria.

a1 Qai2 - a1,n bl a1 G2 - a1,n bl
(1) (1) (1)
a1 G22 -+ Qon by 0 ayy -+ ay, by
A= =
: : .. : | Ey=E,— af 1
Es= 1 1
an,1  Qp2 T Ann bn 0 (l( )2 a%y)n bgz )
Eo=E,—ml.g, A(-1)

at,1

Luego, voy iterativamente suponiendo que el primer elemento de los resultates de la primera fila que tengo
que manejar no es cero y repito el procedimiento hasta tener una matriz triangular. El sistema resultante
es equivalente porque solo se realizan operaciones entre filas.

Supongamos ahora que algin a,(f,; D'~ 0. En este caso, el procedimiento se rompe (al menos hasta que los
matemadticos se pongan de acuerdo en qué significa dividir por cero). En este caso, existen dos posibilidades:

e Jick+1,---,n]/ af)lj # 0 (en la columna k, abajo de la diagonal existe un elemento distinto de
0). En este caso, intercambio la fila k por la fila i y sigo con el procedimiento. Puedo realizar este
intercambio por que es un producto por matriz elemental.

o Aick+1,---,n]/ ak1 # 0 (todos los elementos de la columna k, desde la digonal hacia abajo son

0). Necesmaba un elemento distinto de cero para que me ayude a poner ceros e nla columna j. Como

ya los tengo, sigo al paso siguiente (pues mi objetivo en el paso k era poner ceros debajo de la diagonal

en la columna k). La particularidad de esto es que voy a tener tantos ceros en al diagonal como casos
como este haya tenido. El sistema sigue siendo equivalente.

En conclusién, el pseudocddigo del algoritmo es:
El costo total del algoritmo es:

n—1
Costo = Z(n —i)? productos + (n —i)? restas + (n — i) divisiones
i=1

n—1 n—1 n—1
DIIDILIS
i=1 i=1 i=1
n—1
=20
i=1

= O_(n3)
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2 Factorizaciéon LU - PLU

Se dice que una matriz tiene una descomposicién o factorizacién LU si puede ser expresada en la
forma:

A=L-U
donde

e L es triangular inferior (Lower):

e U es triangular superior ( Upper):

2.1 Ventajas

Para resolver sistemas en el caso general se utiliza el algoritmo de eliminacién gaussiana para llevar el
sistema a uno equivalente cuya matriz asociada sea triangular superior:

A-x=b— B-z=V

donde B es triangular superior. Sin embargo, si ahora me dan un nuevo sistema de la forma A -z = b
para resolver, tengo que volver a efectuar el proceso completo de eliminacién gaussiana, pagando su costo
asintético O(n?).

Supongamos ahora que poseemos la factorizacién A = L - U de la matriz A. Entonces,

A-xz=b
L-y=b
LU g=b={ "7
Vy U-z=y
Observacién: dado que las matrices L y U son triangulares, la resolucién de los sistemas
e L-y=0»b
o U -z=y

tiene costo O(n?). De esta forma, si me cambian el vector b me ahorro de tener que volver a pagar O(n?)
para encontrar una solucién.
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2.1.1 Obtener la factorizacién LU

El primer paso del algoritmo de eliminacién gaussiana consiste en:

fi=1; -

Vj€[0,~~~,n]/aj7j7£0 :

Para esto, se define la siguiente matriz y realiza el producto:

1
az 1
eay ()
My=| =g 01
_1 g ... 1
ain

:>M1A:

i1
“f
1,1

A

n—1

El producto M - A es la expresién matricial del primer paso de eliminacién gaussiana para j = 2. Si
generalizo para j € [2,--- ,n] y realizo el correspondiente producto tengo como resultado el primer paso de

la eliminacién gaussiana.
El segundo paso serfa (suponiendo ag 2 # 0):

(=R
g»—
N
—

Mo

En el caso general, definimos la matriz

1

1

Qi

Qi g

Triangular Superior
Inversible3
Cuadrada

Observacion: M; verifica ser

_ Qit1gi

_ Qif1d

= My -M;-A=

0

n—2

3En particular su inversa resulta de quitar todos los signos - de las fracciones de la columna, i.
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Entonces:
My My_g---My-My-A=U
Mt nfl'Mn72"'M2'M1'A:M7,11U
My_s---My- M- A= M} U
M YA, oMy - My - A= MY -M' U
A:Ml’1~M2’1~--Mn’_12-Mn’_11 U
Expandiendo:
1 0 0 0] 1 0 0 07 1 0 0 0]
L1000 of [0 1 o0 0 01 0 0
A= |a ool o w2 oo o e U
af,1 0 1 0 0 a;2 1 0 0 0 1 0
an, 1 0 O . 1 O An,2 0 . 1 0O 0 O aZ,n—l 1
Lai . L az 2 . L n,n .
[ 1 0 0 0]
22,1 1 0 0
n—1 ai,1
H M,_;=|a1 asz2 1 0| = L
i a1 az 2
Lai1 az 2 as,s .

Como podemos observar, la matriz L resulta ser triangular inferior. Entonces A = L - U, pero sélo es
vélido si todos los a;; # 0. Si en algiin momento es necesario hacer una permutacién de filas, obtengo una
factorizacion PLU.

Observacién: No toda matriz tiene factorizacién LU. Sin embargo toda
matriz tiene factorizacion PLU

2.1.2 Ejemplo

1 1 0 3 1 1 0 3 1 1 0 3
2 1 -1 1 N 0 -1 -1 =5 0O -1 -1 -5
3 -1 -1 2 R-2r (0 —4 -1 —7| p-1r [0 0 3 13
-1 2 3 -1 g 20 0 3 3 2| 0 0 0 -13
En conclusién
1 0 00 1 1 0 3
2 1 0 0 0 -1 -1 -5
L= 3 4 10 U= 0o 0 3 3
-1 3 0 1 0 O 0 -13

A nivel implementacién, para ahorrar espacio se suelen almacenar las dos matrices en una sola. Se
guardan los coeficientes de abajo de la fiagonal de la matriz L triangular inferior en los valores de U.

Pégina 12 de 56



Métodos Numéricos Julidn Sackmann

2.1.3 ;Qué pasa si me encuentro ceros en la diagonal?

00 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2
A— 1 1 -1 2 0 0 -1 2 N 0 -1 2 N
112 0 3| mRem |l 2 0 3| m0Rm 1 1 1| mor
12 -1 3 12 -1 3| B2iE 1 o0 1
P=(1,2,3,4) P=(2,1,3,4)
1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2
1 1 1 N 1 1 N 1 1 1
0 -1 2| Fm-0-F -1 2| p—1.F3 -1 2
1 0 1 farE2 -1 0 -2
Entonces P- A = L - U donde:
1 0 0 O 1 1 -1 2
1 1 0 0 01 1 1
L= 0010 U= 0 0 -1 2
11 1 1 00 0 2
Observemos que
1 1 -1 2
1 2 0 3
L-U= 00 -1 2 =P A
1 2 -1 3

Volviendo al mundo del sistema de ecuaciones, yo tenia que resolver el sistema A-x = b. Ahora, al poseer
una factorizacién PLU, el reemplazo correspondiente es

A-x=0b
P-A-z=P-b
L-U-z=P-b

—~~

b’

En conclusién, toda matriz tiene factorizaciéon PLU, que tiene costo O(n?) para obtenerlo. Pero, una
vez pagado ese costo, si me mnatienen la matriz A y sélo me cambian el vector resultado b, puedo resolver
el nuevo sistema en O(n?). El guardarme los datos no agrega costo adicional.

2.2 Estrategias de pivoteo

Como la computadora trabaja con artimética finita, es posible que se pierda precisién en ciertas op-
eraciones. Por la representacion de los nimeros reales que utiliza la maquina, los ntimeros chicos, al estar
més juntos, estdn mds homogéneamente distribuidos (la distribucién es mds densa cerca del cero). Es por
esto que es preferible dividir por un nimero grande en mddulo, asi me da uno chico y tengo una “mejor”
representacion.

Considerando esto, una estrategia utilizada en la resolucién de sistemas es elegir la fila con el primer
elemento méas grande y ponerla en primer lugar. A esta estrategia se la conoce como estrategia de pivoteo
parcial.

A diferencia de esto, una estrategia de pivoteo completo busca en toda la matriz a trabajar el elemento
mas grande y hace la permutacién correspondiente de filas y columnas para que quede ese valor mas grande
quede en el primer lugar.
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2.3 Soluciones a un sistema

., Cémo decidir si un vector v es una solucién apropiada para un sistema A -x = b. Como veremos en
los ejemplos a continuacion, la metodologia de reemplazar por x y verificar la igualdad no es exacta, por la
aritmética finita con la que trabaja la computadora.

2.3.1 Ejemplo

_J0.835-x1 +0.667x2 = 0.168
0333z + 026625 = 0.067
La solucién real para este sistema es el vector (z1,z2) = (1,—1). Sin embargo, se pueden observar otras
soluciones (ni parecidas), que arrojan resultados extremadamente similares y que serfan muy propensos a
confundirse:

x A-x
(—666,834) | (0.168,0.066)
(—932,1167) | (0.169,0.066)
(934, —-1169) | (0.167,0.068)

Graficamente, encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones es encontrar el punto de interseccién
entre dos rectas (en el caso de R?). El problema es que si ambas rectas son muy paralelas, es dificil distinguir
la solucién. Matricialmente, significa que hay dos filas que son muy parecidas (bajo alguna defincién de
parecidas), con lo cual la matriz es casi singular (o sea casi no inversible).

10 - h 10 |+ N
0 h 0 N
—10 |- B —10 b
| | | | | | | | | |
—6 —4 —2 0 2 4 6 —6 —4 —2 0 2 4 6
Problema No Problema

2.4 Numero de condicion

Se define el nimero de condicién de una matriz A como:

| K(A) = A |AY) |

Cuanto mayor es el nimero de condicién, menos confiables son los resultados del sistema.

2.4.1 Normas matriciales
Una norma matricial es una funcién F': R"*™ — Rs( que verifica:
e F(A)=0A=0
e F(A)>0
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o F(A-A)=|)\ F(A)
e F(A+ B) < F(A)+ F(B) (desigualdad triangular)

Las normas matriciales inducidas son aquellas que se definen en la forma:

[All = max [[A-z]

wflz]=1

corollary En particular todas las normas matriciales inducidas verifican que
o [|A-Bl <[lA[l-[|B]

Se pueden definir otro tipo de normas matriciales, no inducidas (cualquier funcién que verifique las
4 condiciones de norma y no esté definida como el maximo de los vectores de norma 1 es una norma no
inducida). Un ejemplo es la norma de Frobenius.

n n
2
DI

i=i j=1

[AllF =

Proposicién 2. Sea x una solucion del sistema A-x =1b con A una matriz no signular (o sea, inversible).
Sea x* tal que A - x* = b*. Entonces, se verifica que:

Loflz =2 < ] - A7H]

Al v ||A~Y|| son las normas inducidas por r

|z — 2" _ 7|
2. 0 <Al 1A
[zl 1o * *
Error relativo de x Elr??r r=b—A-2*=b-»>
Te(él'l/l)
Demostracion.
r=b— A"
r=A-z—A-z*
r=A-(x—2x")

A7l p=4"1 CA-(z—x)
At r=g—2*
||A_1|| |l > ||A_1 cr|l =l — 2| (pues es norma inducida)
JATH] - Ir]l > [l — 2]

Supongo b # 0, pues si b = 0 y A es no singular, entonces z = 0. Entonces esto también me permite
suponer que = # 0 (lo que me permite dividir por su norma a continuacion).

b=A-z
6]l = ||A - z|| < ||A]] - ||| (pues es norma inducida)
4
]l = [lo]
g A
W <|Irll - 1A7Y) - |||b||| (usando el punto anterior)
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Observemos que del segundo punto se desprende la condicién de K(A): si el error relativo de b es chico,
no es cierto que el error relativo es chico. Depende de ||A| - [|A7Y||. Cuanto m4s cercano a 1 es el nimero de
condicién de la matriz, mas estable es el sistema.

Observacién: Sea || - || una norma inducida. Luego VA : ||A] - ||[A=Y|| > 1. Esto se debe a que

IAIl- 1AM > (1A - A7)
=[]l
= max [|[I-X||
a:|z]|=1

=1

2.5 Existencia de la factorizacion LU

Proposicién 3. Si las submatrices principales de A son no singulares, entonces A tiene factorizacion LU.

Demostracion. Se realiza por induccién en n.
a1,1 01,2}

a1 a2 ’

Por hipétesis, las submatrices principales son no singulares, lo que implica que a1,; # 0. Luego, puedo
hacer el primer y tnico paso del proceso de eliminacién Gaussiana, con lo que A tiene factorizacion LU.

Paso inductivo: (P(n) = P(n+ 1)) Supongo que vale para cualquier matriz A de n x n y quiero ver que
vale para cualquier matriz de (n + 1) x (n + 1). Formalmente, supongo que VA € R*"*"™ : P(A) y quiero
probar que YA € RO HDx(+1) . p(4),

Toda que una matriz de (n + 1) x (n + 1) es de la forma:

Caso Base: (n = 2) Si la matriz es de 2 x 2, necesariamente es de la forma A = [

An Ap+1

Ay =

L fay1 An41,n+1
donde

e A, € R

® a,.1 € R™¥!

° fn+1 c R1xn

® antint+1 €R

Como A,, es una matriz de n X n con todas sus submatrices principales no singulares (pues A tiene todas
sus submatrices principales no singulares), por hipétesis inductiva tiene factorizacién LU: A, = L,, - U,.
Defino entonces las siguientes matrices:
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_ 07 _ -
0
Ln+1 - Ln Un+1 = Un Upn 41
0
i ln+1 1_ _0 0 0 un+17n+1_

Observaciones:
e Como L,, es una matriz triangular inferior, L,41 es triangular inferior.

e Como U, es una matriz triangular superior, U, 1 es triangular superior.

Con esta definicién, realizamos el producto:

Ln ¢ Un Ln s Un41
Ln+1 . Un+1 - AnJrl - ATL

ln+1 : Un ln+1,n+1 + un+1,n+1_

Observaciones:

e L, Upt1 = apt1 es un sistema de ecuaciones triangular inferior con 1’s en la diagonal (tiene solucién
unica). Luego, u,11 existe y es dnico.

® l,t1- Uy = fnt1 es un sistema de ecuaciones triangulra superior con la matriz U, inversible (tiene
solucién unica). Luego, l,41 existe y es dnico.

® L1 Unt1 + Unt1,n+1 = Gnt1,nt+1 €S UNA ecuacién que puedo despejar.

Luego, A, tiene factorizacién LU.

2.5.1 Matrices simétricas
Definicién 4. Una matriz A es simétrica si es igual a su transpuesta.

A=A

Pégina 17 de 56



Métodos Numéricos Julidn Sackmann

No es cierto que toda matriz simétrica tiene factorizacién LU. Por ejemplo, la matriz [ es simétrica

1 0
y no la tiene.

Sea A una matriz simétrica con factorizacién LU.

A=L-U

A= (L-U)

At=U"- I}

A=U"I! (pues A es simétrica)
L-U=U"L

Lt.L.u=r"1tUt L
v=L"'.U" L

U. (Lt)—l —I-l.pyt.rt. (Lt)—l

uv-(thHh 1t = L tut =D

triangular superior triangular inferior

La tnica forma de que una matriz triangular superior sea igual a una matriz triangular inferior es que
ambas sean matrices diagonales.

U-(L"Y*=D
U-(tht.rL'=bD-L!
U=D-L
A=L-U

A=L-D-I!

En conclusién si A tiene factorizacién LU, entonces es de la pinta A = L - D - Lt, donde
e [ es una matriz triangular superior.
e D es una matriz diagonal.

La forma particular de esta matriz permite que sélo almacenando la matriz L (”72 elementos) y D (n
elementos) puedo guardarme toda la factorizacién, que es lo que necesito para almacerna A.

2.5.2 Matrices simétricas definidas positivas

Definicién 5. Una matriz A se llama simétrica definida positiva si es simétrica (A = A') y ademds
verifica que

Ve#0:2t-A-2>0
Similarmente, se denomina simétrica definida negativa siVx #0:zt- Az <0.

e A simétrica definida positiva sii Vo #0:xt-A-z > 0.
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e A simétrica semidefinida positiva siiVx #0:2'-A-2 > 0.
e A simétrica definida negativa siiVox #0: 2t - A-x < 0.
e A simétrica semidefinida negativa sii Vo #0: 2t - A-2 <0.
Proposiciéon 6. Toda matriz simétrica definida positiva tiene submatrices principales definidas positivas.

Demostracion. Sea Ay la submatriz de orden k. Para demostrarlo por absurdo, supongamos que Ay es no
singular.

Como Ay, es no singular, 3z # 0: Ay - 2 = 0. Defino entonces el vector = (2, 0,0,---,0).
i . Tk
A Y
et A =[x 0 - 0] k :
i 0
_Ak Tk
*
= [xk 0...... 0]
E
- 2 0 - - 0 0 k
— *
k n—k n—k
*
=0

Esto es absurdo, porque, por hipétesis, A es simétrica definida positiva (Vz : 2°- A-x > 0). Luego, no existe
tal submatriz singular. O

Observacion 7. Que una matriz sea singular implica que todo sistema homogéneo tiene solucién no nula.
(2292)

Proposicion 8. Si A es simétrica definida positiva, tiene factorizacion LU.

Demostracion. Por el teorema anterior, si A es simétrica definida positiva, tiene todas sus submatrices
principales no singulares. Luego, por el teorema 3, tiene factorizacién LU. O

Corolario 9. Si A es una matriz simétrica definida positiva, entonces su factorizacion LU es de la forma
A=L-D-L" cond;; > 0.
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Demostracion.

Ve #0:2" A-x>0
2 L-D-L'-2>0

Sea z; # 0 tal que 2 - L = el y Li,i = ¢; (que siempre existe pues L es inversible). Entonces:

xﬁ-L-D~Lt>O
el D-e; >0
di,i>0

Factorizaciéon de Cholesky

Definicién 10. Se llama factorizacion de Cholesky de una matriz A a la expresion de la matriz en la
forma A =L L.

Proposicién 11. Si A es una matriz simétrica definida positiva con d; ; > 0 entonces A tiene factorizacion
de Cholesky.

Demostracion. Se define

di1
a0
0 T
Por la propiedad 9:
A=L-D-L'
A=TI1.D%.D5.L
A=L-D3-(D?)' L (D triangular = D = D)
A :@-(L . Dz)t
2

Observemos que como L es triangular inferior y D7 es diagonal,
e L' =L D3 es triangular inferior.
e (L)t =(L-D2)! es triangular superior.

Consecuentemente

A=L (L)

Observacién 12. L' no necesariamente tiene unos en la diagonal.
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Algoritmo El hecho de que A sea simétrica definida positiva y tenga factorizacién de Cholesky hace
que exista un algoritmo para resolver el sistema:

L=

Para j=2---n:

lj,i

Paraj=i+1---n:

i—1
l _(am‘— k:ll)
7,0 T 9
ln,n = \/(anm Z;ll l?L k)
Ejemplo
2 -1 0 2 -1 0
A=1]-1 2 -1 s
Fo—(—1)-F
0o -1 2 zFa_ 2 -1 2
De esta forma, se puede obeservar que
1 0 0
o [ = f% 1 0
2
0 -2 0
2 1 0 2 0 0] [t =% 0]
eU=|0 3 —1|=|0 2 o|]-l0 1 -2
4 4
0 0 3 0 0 3 0 0 1
—_——
Lt
10 0] [2 0 0] [T =% 0]
e A=|—-3 1 0[-|0 3 o|-l0 1 =%
2 4
i -3 1 00 3] [0 O 1]
L D Lt

a1.1

a1

ar,i
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2.5.3 DMatrices estrictamente diagonal dominantes

Definicién 13. Una matriz A se dice estrictamente diagonal dominante sii

n
Vi € [1,-~- ,n} : |am > Z|ai’j|
j=1
J#i
-3 1 1
Por ejemplo la matriz % 4 3 | es estrictamente diagonal dominante.
-2 -1 -5

Proposicion 14. Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante, entonces A es no singular.

Demostracion. Procedamos por el absurdo, suponiendo que A es singular. Luego, dz* # 0 : A-z* = 0.
Como z* es no nulo, tiene, al menos, una componente no nula. En particular, tiene una componente mayor
o igual que todas las demds. Sea xj, esa componente. O sea

day /Vi# kel,---,n]:|zf| > |z}| y |z}| # 0. Luego, podemos escribir:
A-z*=0
ak,l.x?[J’_ak72.x;_i'_..._’_a/k,k.m;;_‘_..._i_ak’n.x;;:0
n
g Th=— Y ;T
j=1
i#k
n n
ap T = D ang -7 <Y law - @)
j=1 j=1
j#k jk
n
il - lok] < Y law gl - |7]]
j=1
£k
Janal < 3 lansl - 2 < D law
j=1 kLo =1
Ik T Gtk
Esto es claramente absurdo, pues A es estrictamente diagonal dominante. O

Proposicién 15. Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante, entonces A tiene factorizacion LU.

Demostracion. Como A es estrictamente diagonal dominante, todas sus submatrices principales son estric-
tamente diagonal dominantes. Esto vale porque para toda submatriz principal, la diagonal es parte de la
diagonal principal y, en cada fila, estoy dejando un subconjunto estrictamente menor que la totalidad de la
fila de la matriz A.

Por el teorema 14, esto implica que todas sus submatrices principales son no singulares. Luego, por el
teorema 3, A tiene factorizacién LU. O
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2.5.4 Matrices banda

Definicién 16. Una matriz A se dice que es matriz banda si es de la forma:
P

' 0
0

Proposiciéon 17. Una matriz banda no necesariamente tiene factorizacion LU. Sin embargo, si la tiene,
vale que:

o L es matriz banda.
e () es matriz banda.

Luego, se reduce el requerimiento de memoria a O((p+q —1)-n)
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3 Factorizacion QR

Definicién 18. Una matriz Q se dice que es ortogonal sii Q- Q' = Q1 -Q =1
Proposicion 19. Sean Q1 y Q2 matrices ortogonales. Entonces B = Q1 - Q2 es ortogonal.
Demostracion. Quiero probar que B - Bt = BY - B = I. Luego,
B-B'=Q1-Q2(Q1-Q2)"
=Q1-Q2-Q5-Q%
I
=Q1-Qf
=1

Definicién 20. Se dice que una matriz tiene factorizacion QR si puede ser expresada en la forma:
es una matriz ortogonal.
1 o sper
R es una matriz triangular superior.
El algoritmo para llevar a una matriz a su forma QR tiene costo O(n?). Tiene la misma ventaja que la

factorizacién LU de permitirme resolver un sistema de ecuaciones en orden O(n?), pero con la ventaja de
que toda matriz tiene factorizacion QR.

A-xz=b
Q-R-x=b
QP Q-R-X=0Q"b
Rz =Q'-b
sistema
triangular
superior

Proposicion 21. El numero de condicion de toda matriz ortogonal es 1.

Demostracion. Observemos que ||z||2 = Vat - z. Luego,

K2(Q) = max Q-

z|z2=1
- ( (Q.x)t.Q.x)Q
- (Veraaa)
— (Vara)’
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3.1 Rotaciones

Quiero hallar una transformacién lineal en R? que a un vector x lo mueva 6 grados en sentido horario.

4
X

Sea W = [wl’l wl’Q}

w21 W22
Por ejemplo, yo quiero que el vector (1,0), me lo lleve al punto (w1, ws):

0.5 5
cos(0)
{1,0)
7(‘).4 —P.2 02 04 )] 06 08 1 1.2
—0.5 |
sin(0)
—1 +
w - _ ("
w - (1,0) (’(1,'2)
—-1.5

Luego, considero los vectores:

nres @1;) B (f(;fn(g)> W= [ cos(0) sin(G)}
.« w (0,1)= (g) _ (nigg) —sin(0) cos(0)

Observacion 22. La matriz W es orotogonal.

También se puede plantear el problema inverso. Dado un vector x, dar una transformacién que me lo lleve
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al eje
oy 0
w5 = ()
Entonces,

—sin(f) - Z1 + cos(0) - T2 =0

: P x z
e —sin(f) = T . =
: o | EL Tal
~ T2 L1
— Tl TP T
e cos(f) = BB 2]z [IZ]2

SeaxERQyW-x:(*

O)' La matriz W entonces es de la forma:

I To

W— cos(f) sin(0)| _ | ai+a3 ol +as
—sin(f) cos(9) ___ T 11

\/m% + 3 \/x% + 23

La matriz W me tira el vector = al eje y 0 es el angulo que se forma entre x y el eje.

Sea x = (z1,xa, - ,T,) €E R® y W € R™™™ tal que:
I *
T2 0
wel | =
Tn *
Propongo

cos(f)  sin(@)

—sin(f) cos(f) O
Wi = 1

0

1
Luego,
1 cos(61,2) - x1 +sin(b1,2 - z2)
T2 — sin(@l,g) -x1 + sin(9172) - To
Wy - 3 | = T3
Tn Ty
*
0
Eligiendo un 6 5 adecuado, podemos lograr que Wy - o = [ 3
Ln
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Al completar W7 con la identidad, sigue siendo ortogonal (tiene columnas de norma 1 y son linealmente

independientes).

Ahora sea Wy € R™ tal que:

T ffl
0 0
I3 0
Wa - T4 | = | 24
Ty Ty
Para esto, la matriz Wy debe ser:
[ cos(f13) O sin(6y3) i
0 1 0 O
—sin(61,3) 0 cos(61,3)
W1 == 1
L 1_
con 61 3 tal que —sin(fy 3) - x1 + cos(b1,3) - x2 = 0. Entonces,
fl COS(QLg) . jl + sin(9173) I3 SELQ
0 0 0
T3 —sin(61,3 - 1 + cos(b13)) - 3 0
W - g | T T4 = X4
Tn Tn Tn
Pasando al caso general, propongo matrices del tipo:
*
0
Wn'Wn—l""'WQ'le 0
0
con
1 J
_ { 1 -
COS(@LJ‘) 0 0 Sin(@lvj) «— 1
0 1 0 O
0 1 0
Wj = — Sin(Hl’j) 0 0 COS(QLJ‘) — 7
O 1
1
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n
Como todas las W; son ortogonales, por la proposicién 19, vale que H W, es ortogonal.
i=1

Sea A € R™™", expresada en la forma A = (A;|Az|---|An) en el que cada A; € R™. Se que existen
Wiq, -, Wi, tales que

*
n—1 0
H Wi iy Ai = | ©
i=0 :
0
Entonces
% % *
0
Win - Win—1----- Wiz -Wis-A= | 0 — A
0
R —
n—1
a/2,2
a5,
Consideremos ahora A’ = (A{|AL]---|A)yxz=]| 7 | e R*L
%,2
*
0
Sean Wy, -+ Wy, - Wiz -x=| . [ €R"" con
0
1 0 0 0
0
Wai=1| 0
: VVZ/ 1 n—1
0
n—1

Que sigue siendo ortogonal, sigue siendo de R™** y sigue haciendo lo que necesito. Luego,

*
*
*
*
*

Wop - Woy -Wog Wi Wiz Wig-A=

triangula n —1 xn —1 triangula n X n o A

o O
*

— A//

n—2

Sigo operando de la misma forma hasta que obtengo lo que necesito:
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*

0
Wn—l,n . Wn—Q,n . Wn—Q,n—l crte W1,3 . W1,2 A=

W 00 .. s
—_— —

triangular superior

W-A=R
A=W'"-R=Q-R
A diferencia de la factorizacién LU, toda matriz tiene factorizacion QR. Si en el paso de anular la i-ésima

coordenada resulta que |/z? + x? = 0, entonces es porque z; = 0y x; = 0, con lo cual no tengo nada que
hacer, simplemente paso a la siguiente posicién.

3.1.1 Costo de la obtencién de la factorizacion QR

Primero observemos el costo del producto

cos(f) sin(9) 0 0] [a1qn a2 a3 - ain
—sin(d) cos(f) 0 0 a2,1 G2 G23 -+ G2
Wio- A= 0 0 1 -+ 0f.|azy1 az2 azsz -+ azn| —
0 0 0 - 1 an,1 Gn,2 0an3 e Gn,n
cos(8) - a1,1 + sin(f) - az 1 cos(f) - a1 2 +sin(f) -azs -+ cos(d) - ar,, +sin(d) - azy
—sin(f) - a1,1 +cos(f) - az1  —sin(f) - a2 +cos(f) -aze -+ —sin(f) - as n +cos(d) - azp

filag
filay,

Como se puede observar, se realizan operaciones sélo en las primeras dos filas, cada una de las cuales
toma n - (2 productos + 1 suma). Con lo cual, al realizar todo el producto matricial se realizan 4n productos
y 2n sumas. Todos los productos matriciales hacen lo mismo, por lo cual por estapa consumo un total de
(n —1) - (4n productos + 2n sumas).

En cada etapa voy operando con 1 fila menos que en la anterior. Luego, por etapa gasto:

e Etapa 2: (n—2)-(4(n—2+ 1) productos + 2(n — 2 4 1) sumas)
e Etapa 3: (n—3) - (4(n — 3+ 1) productos + 2(n — 34 1) sumas)

[ ]
e Etapai: (n—1)-(4(n —i+ 1) productos + 2(n — i+ 1) sumas)

En conclusién, el costo total del algoritmo es de:

n—1
Z (n—7) - (4(n — j + 1) productos + 2(n — j + 1) sumas) € O(n®)
j=1
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3.2 Reflexiones

1.5 5
ul2 =1 v
u x
1 4
0
0.5 1 0 . .
W e W es una reflexién.
t : : : : [ ] W V=0
—-1.5 -1 —-0.5 0.5 1 1.5
o W .u=—-u
_05 4
71 4
W-u

_15 1

Definimos entonces W = I — 2P. Luego,
e Wu=(I—-2P)u=Iu—2Pu=u—2u=—u
e Wo=(I—-2P)v=Iv—2Pv=v—-0=v

Proposicién 23. Sean z,y € R? tales que ||z||2 = ||ly|l2. Entonces existe W € R**? matriz de reflexion
tal que W -x =y

Demostracion. W =1 —2P = I — 2u - ut. Luego, propongo u = ﬁ
T —Yl2
Quiero ver que
1 1 .
o 1= 5(33 +y)+ §(x —v) (trivial)
e r+yle—y

Para ver esto, segundo, observemos que:

(z+y) (z—y) =a'-z—a"-y+y -z-y' -y

= ||=]3 —zy + 27 — ||lyll3
~—~— ~——
12 12
—1-1
—0
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Ahora resta demostrar que W -x =y

Proposicion 24. Sea A = {21’1 21’2} Luego, existen dos matrices Q y R tales que
2.1 2,2

e () es ortogonal.
e R es triangular superior.
e A=Q-R.
Demostracion. Defino:
e = (a1,1,112,1)
o y=(2]2,0)
Por la proposicién 23, sabemos que 3IW € R?*2 : W . 2 = y. Luego,

_ =zl *
WA= {0 *

triangular superior
Es necesario ver que W es una matriz ortogonal. O sea, quiero ver que W - W? = I.
W - Wi=UI—-2-u-u') (I -2 u-u)
=T —-2-u-u") - (I' =2 (u-u")")
=(I-2u-u) - (I-2-u-u)

=TI—-2-uw-u—-2uw-u+4-u-u -uu
~——

=[-2-u U0 -2 uWHA-u U

=1

t

Luego, W es una matriz ortogonal. Tengo entonces:

W-A=R
Wt W-A=W' R
A= W!'R
—~
Q
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Sea A € R"*™ = (A1]Az|---|Ay). Defino:

ol’ERn:Al

i d yeRn = (||A1||270703"' 70)

Luego, existe W7 € R™*™ tal que Wy -z = y:

A1l * = *
0
0
: A
0
n—1

n—1

Sea ahora ' = A ey’ = (||A}[|2,0,0,---,0). Nuevamente, existe W € R(*=Dx(=1) ta] que Wj-z' = 3.
Completo con la identidad para que me quede de tamano correcto:

10 0 0
0
Wy = 0
w3
0
n—1
Entonces, realizo el prodcuto:
% k% * *
0 x * % %
We-Wi-A=| 00
Do A//
00
n—2

Nuevamente, en el caso general, me queda cada W; de la forma:

1—1

n—i—i—l

0

0 I —2- u;-u;

t
7

n—1

n—2

vi—1

yn —1+ 1
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Luego, Wy, _1 - Wy_9-+--- Wy - Wy -A es triangular superior.

ortogonal
Si tomo en cada paso y; = (||A(12) l2,0,---,0) 0y; = (—HA%Z) l2,0,---,0) dependiendo del correspondiente
x; = (i), Tiy, -+, %4, ) para calcular U = x — y ya que el primer elemento es z;, £ ||AEZ)H2.
Para la implementacién prefiero evitar restar. Luego, si z; < 0 lo elijo negativo y si z; > 0 lo elijo
positivo.

Proposicién 25. Sea A € R™*™ no singular. Entonces existe un unico par de matrices Q, R tales que:
e () ortogonal
o R triangular superior con r;; > 0
e A=Q R

Demostracion. Por lo visto anteriormente, sabemos que existen Q y R tales que A = Q - R con Q ortogonal
y R triangular superior.

1sir;; >0
Sea D € R™"*™ tal que d;; = S”’:’f
—1sir; ; <0
Observemos que D es ortogonal, pues D = D* = D - D' = D - D = I. Luego,
A=0O - R=0O-D-D-R= .
Q-R=Q R Q R,
Q R ortogonal triangglar
superior

Ademsds, por como estd definido d; ; en funcién de 7; ;, vale que Vi : r;; > 0.

Unicidad Supongo que las matrices no son tnicas. O sea
e A=Q1 Ry
e A=Q2 Ry

A=A
Ql : Rl = Q2 : R2
t
Ry =Q1-Q2- Ry
~— —— ~~~
triangular  triangular triangular

superior superior superior

Por otro lado observemos que D = Q! - Q2 es una matriz ortogonal. De estos dos hechos se puede deducir
que Q¢ - Q2 es una matriz diagonal de 1’s y -1’s.

Ri=D-R,

Como 7y, , > 0y 72, , > 0, necesariamente Vi : d; ; = 1. Luego D=1

Consecuentemente,

e Ri=D-Ry=1-Ry=R»
e Q- Qr=I=0Q1=0Q
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4 Definiciones y Proposiciones Complementarioas

Para toda esta seccién, consideramos A una matriz de R™*™
Definicién 26. Se llama polinomio caracteristico de A a

P(\) =det(A—A-T)

Definicién 27. Se llaman autovalores de A a las raices de P(X).
A lo sumo hay n autovalores.

Definicién 28. Se llaman autovectores de A a los valores de X tales que existe un vector x # 0 (no nulo)
que hace que A-x = \-x.
En particular, al x que verifica que A-x = X-x se lo llama autovector asociado al autovalor .

Proposicién 29. Si tengo n autovalores distintos entonces tengo n autovectores distintos linealmente inde-
pendientes que forman una base. Si hay autovalores con multiplicidad mayor que 1 no necesariamente formo
una base de R™.

Definicién 30. Se define el radio espectral de a como

p(A) =

= max
A autovalor de A

A

Proposicién 31. Si el radio espectral de A es menor que uno (p(A) < 1), entonces (I —T)~! emiste y

(I—T)‘1:I+T+T2+...:ZTj
j=0

Proposicién 32. Sea || - | una norma inducida. Entonces

p(A) < [I4]
Definicién 33. Se dice que A es convergente si klim (AF); ;=0
— 00

Proposicién 34. A es convergente < p(A) < 1
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Proposicién 35. Sea A € R"*™ de radio espectral menor que 1 (p(A) < 1). Entonces, I — A es no singular
Y

f: AR = (1 - A)7!
k=0

Demostracion. Opero por el absurdo. Supongo que I — A es singular. Luego, existe x # 0 tal que (I—A)-z =
0.

(I-A)-2=0
I-2—A-2=0
Ax=x

Luego, A = 1 es autovalor de A, con lo cual p(4) > 1. Absurdo pues contradice la hipétesis. Luego
(I — A) es no singular

Sea S, el n-ésimo elemento de la serie de potencia
n
Sp=) A
i=0
n

(I-A)-Sy=(I—-A)-Y A

=0

(I—A)-Sn:zn:Ai-(I—A)

(I—A4)-5,= Z A — AT (serie telescépica)
=0
(I—A)-S, =A% A*!

Como p(A) < 1, A es convergente, con lo que klim (A*); ; = 0. Luego,
—00

(I—A)-S,=I-A""
(I —A)- lim S, = lim (I — A™")
n—oo

n—oo

(I—A)- lim S, = lim I lim A™"!

(I—-A) - lim S,=I-0
n—oo

(I—A)~§:Ak:1
k=0

Como I — A es inversible,
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5 Meétodos iterativos para sistemas lineales

Sea A € R™*" y b € R™. Queremos hallar un z € R" tal que A-x =b.

Para esto, los métodos iterativos generan una sucesién de vectores {z¥} ey (a partir de un vector solucién
inicial ) que es de esperar que converga a x, que es la solucién del problema:

{z¥} —— =z
k—o0

En general los métodos iterativos (particularmente los de Jacobi y Gauss-Seidel) no se usan para sistemas
pequenos, porque la cantidad de iteraciones necesarias para tener una precisién apropiada es excesivamente
grande comparandola contra sistemas exactos como la eliminacién Gaussiana. Sin embargo, para sistemas
grandes con matrices muy ralas? estas técnicas pueden ser muy eficientes, tanto en complejidad espacial
como temporal

5.1 Método de Jacobi

Sea 20 = (29,29, -+ ,29). Quiero obtener ! = (x1, 23, | zl).

n
El método de Jacobi consiste en:
1. Tomar un punto cualquiera

2. Tomar la primer ecuacién y averiguar la primer coordenada para que de bien, suponiendo correcto el
resto

Entonces, consideremos la primer ecuacion del sistema:

1,11+ a12 To+ - a1y Ty = b1

Dejo fijos los valores de o, 3, -+ ,x, v elijo z; de tal forma que se cumpla que
2l — b1 —a1,2 -T2 —QA13°T3 — " — A1 pn Tn
1=
a1.1

Luego considero la segunda ecuacién:
G2,1 %1+ a2 To+ -+ a2 - Ty = by
Y busco el segundo elemento para que se verifique:

bQ—a2,1'$1—a2,3'$3—"'—02,n'$n

z} =
az 2

En el i-ésimo paso:

n

bz‘*E Qij - T
=1
i
(7%

)

Observacién 36. Estoy asumiendo que los elementos de la diagonal son no nulos: Vi : a;; # 0

Algoritmo: Sea N la cantidad de iteraciones que voy a realizar.

4Una matriz se dice rala si tiene muchas entradas con 0.
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Parak=1---N
Parat=1--n

n
bi— ) ai; -

iz
1
ok =

(e7%7

end i
end k

Para hacer esto, voy a descomponer a reescribir a la matriz A en la forma A= D — L — U, donde

e D es la diagonal de la matriz A.
e [ es la mitad inferior de A, con todos sus valores cambiados de signo.

e U es la mitad superior de A, con todos sus valores cambiados de signo.

Entonces,
A-x=0b
(D-L-U)-z=b
D-z—(L+U)-z2=b
D-z=b+(L+U) x
r=D""1-(b+(L+U)- x)
r=D"1 - b+D ' (L+U-z)
Luego,

= Db+ D (L+U) b |

Esta es la forma matricial de expresar el algoritmo de Jacobi. Si converge cuando k — oo, entonces
converge a la solucion del sistema. Sin embargo, en principio nada me asegura que esto converga.

5.2 Método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel opera en forma similar al de Jacobi. Sin embargo, se diferencian en que este
dltimo para generar un punto usa todo el vector como estaba en la iteracién anterior. Gauss-Seidel en cambio
para corregir el i-ésimo elemento de la k-ésima iteracion, usa los valores ya encontrados de A hasta i — 1y
luego los de k. O sea, usa las coordenadas ya calculadas en lugar de las originales.

Escrito en forma de elementos, se calcula la i-ésima coordenada de la k-ésima iteracion en la forma:

1—1 n
k k—1
bi—Y aij-wi— ) ;-
j=1 j=i+1
o =

(X}

)

Para expresarlo en forma matricial, nuevamente notamos A = D — L — U y resolvemos:
A-x=b
(D-—L-U)-z=b
D—-L)x= .
( yr=b+ U =z

triangular
inferior

triangular
superior
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Luego,

‘ (D—L)-2*F =b+U-2k!

5.2.1 Meétodos generales

Tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel son de la forma:

Xt=T -X"14C

Jacobi: Gauss-Seidel:
eF =Dt b+ D (L+U) -2k ! ¢ =D-L0)" b+ (D-L)"' U2k
c T c T

Cuando k — oo, |zk| — .
XF=T.2F14+C
X=T-z2+C=A-z=0

Proposicién 37. Sea el sistema x =t -x + C. La sucesion 2 = T - 2*=1 + C converge a la solucion del
sistema si y solo si p(T) < 1, independientemente de °.

Demostracion.
<)
h=T. .14 C
=T-(T-2"24+0)+C
o1
=T*- 2" 2+ T.-C+C
=T?-(T-2" 24+ C)+T-C+C
=73 2" 34 7T*.C4+T-C+C

=Tk. 0.7k 04T 04 4T .- C+C

k—1
:T’“-x0+C~ZTi
=0

Como p(T) < 1, por la propiedad 34 si k —— oo entonces

o7k — 5 0=—=TF 20 ——0

k—o0 k—o0

k—1 0o
. ZTi — ZT’i —(I-7)"! (por propiedad 35)
i=0 i=0
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Llamo z al limite #¥ ———— . Considero entonces
k—oo

k—1
lim zF = lim 2577 + ZTi C
k—oc0 k—oc0

(1-1)-
r=0+T-T)"-C
(I-T)-z=C
-T.-z2=C

Entonces, si k4> x converge a algin lado, converge a la solucion del sistema.
e el

=)
Vamos a ver que la matriz es convergente, que es equivalente a que su radio espectral sea menor que 1.
T es convergente < p(T') < 1.
O sea, tenemos que ver que
lim 7" =0& Vz: lim T% .2 =0
k—o0 k—o0

Por hipétesis 2% = T'- 2*¥~! 4+ C converge a = (donde x es la solucién del sistema, independientemente de
20). Luego, defino que 2 = x — z. Luego,

lim 7%z = lim T% - (z — 2°)
k—o00 k—o0

= lim TF 1.
k—o0

= lim TF 1.
k—oco

(T-z—T-2°
(z=C
= lim TF ! (2 —2!)
(
(

L€ — ' 40)

k—o0

= lim TF 2.
k—oo

T-xz—T-2b)

= lim T"*.

k—o0 CC—.T)

= lim 7 - (z — 2)
k—o00

= lim (2 — %)
k—o00

ke g

k—o0

Como x

Jim (@ — )

= lim 0
k—o0
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Luego Vz # 0, se cumple que

lim T%.2=0

k—o0
= lim TF =0
k—o0
= T converge

=p(T) <1

O

El < del teorema me da una condicién necesaria y suficiente para que la serie converga a la solucion.
Ahora para ver que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen, tengo que ver si sus respectivas T”s
tienen p(T') < 1. O sea, quiero ver que propiedades tiene que cumplir A para que p(T') < 1.

5.3 Ceriterios de convergencia

Proposicion 38. Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante. Entonces el método de Jacobi
converge.

Demostracion. Que el método de Jacobi converga es equivalente a que
p(D~1-(L+U)) <1

Por la propiedad 32, yo se que V|| - || inducida : p(B) < ||B||. Luego, voy a intentar probar que ||[D~! -
(L+U)]o < 1.

D7 (L D)l = amax (D7 (L+0) -l
max S (D7 (L +U))ig | =+
2

Observemos que (L 4+ U) es una matriz que tiene valores de A cambiados de signo fuera de la diagonal y
0’s en la diagonal. Entonces la norma de una fila en particular de (L + U) resulta ser la suma de todos los
valores, excepto la diagonal.

(L+U)=

Al considerar ahora el valor de la norma de esa fila en la matriz D~ (L + U), observamos que es la suma
de todos los elementos que no estan en la diagonal, pero dividido el valor del elemento de la diagonal. Como
A es estrictamente diagonal dominante, sabemos que esto es menor o igual que 1.

Pégina 41 de 56



Métodos Numéricos Julidn Sackmann

= max Z| l’]|
1<i<n |azz

# P
<1
Luego, [[D71 - (L4 U)|joo < 1= p(D~1-(L+U)) <1= converge. O
Proposicién 39. Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante. Entonces el método de Gauss-Seidel
converge.
Demostracion.

p(B)=  max |\

A autovalor de A

Vamos a demostrar que todos los autovalores de T'= (D — L)~! - U son menores que 1 en médulo.
Sea A autovalor de T', o sea, existe  # 0 tal que (D — L)™' U-2=\-x
Como un autovector es una direccién y cualquier multiplo de ella lo es, tomo aquel de norma infinito 1

(Izlloc = 1).
U.z=XD-1L) x

a1,1

Si considero la i-ésima fila de ambos lados.

— E Qi Tj=N\- E Qi - Tj

J=i+1

— E Qi Tj— A E Qi Tj = N Qg Ty

Jj=i+1

(A aii- x| = E:au Tj+ A E @i,j - Tj

J=i+1

Sea x;, = max |z;]. Como ||z||cc =1, entonces x;, = 1.
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Tomo la ecuacién instanciada en i = ig:

n ’L‘Qfl
A Qigig = Lig | = Z Qg5 Tj + A Z Qig,j * Lj
Y Ji=iot i=1
n i0—1
Al Naigsiol = | D ioy -5+ A=Y g - a4] <
j=io+1 Jj=1
n io—1
I [aigiol €D laigl + 1A+ laig ]
j=iotl i=1
i0—1 n
|/\‘ ’ |a’i07io‘ - Z |a’i0~,j| < Z |a'7;07j|
j=1 j=ig+1
(> 0 pues A es estrictamente
diagonal dominante)
n
D il
‘)\| < Jj=io+1
- i0—1
‘ai07’io| - Z ‘ai07j|
j=1

Sabemos que A es estrictamente diagonal dominante. Luego,

n
|ai07io‘ > Z |ai0’j|
j=1

j;io
n
|ai07io‘ > Z |ai0’j|
Jj=to+1
i0—1 n
|@igiol = D 1aio | > D aig ]
j=1 j=io+1
n
Z |aio,j‘
Jj=io+1

n

7 aiggl -zl + XD laig 1 -

Jj=io+1

<1

1>

i0—1

[igiol = D laig 51
j=1

Con lo cual, podemos afirmar que

n

Z |a‘io,j‘

Jj=io+1

Al < <1

i0—1

‘ai07’i0| - Z |a’i07j|

j=1

io—1

Jj=1

x|

o

Pégina 43 de 56



Métodos Numéricos Julidn Sackmann

Entonces, |A| < 1. Como A es cualquier autovalor de A tengo, en particular, que p(T") = max < 1. Luego, el

método de Gauss-Seidel converge. O
Proposicién 40. Sea || - || una norma inducida. Si ||T|| < 1, entonces 2% =T - =1 + C converge y:
L lz = 2F|| < | T)* - [l — =]

|71 1_ .0
2. |lz — 2| < =27
LT

1. me estd acotando mi distancia a la solucién. No es realmente ttil, pues desconozco |z° — z||.
2. me dice que cuanto mas chico sea el radio espectral, es de suponer que mas rapido converge.
5.4 Meétodo de Direcciones conjugadas

Quiero resolver el sistema A -z = b, donde A es una matriz simétrica definida positiva:

o A=Al

eV A0:zt-A-2>0

Sea F' una funcién F': R™ — R. Para encontrar sus puntos criticos, igualo su gradiente a VF = 0.

VF:(aF oF aF)

Oxy Oxy’ Oz,

Se define el Hessiano de F' de la forma:

OF oF . OF
321’1 6%13$2 Bxlamn . . .
oF OF o SF determinante positivo = x minimo
HF(x) = | 922021 0%z 92202 | = ¢ determinante negativo = x méaximo
: : . : determinante nulo = no provee informacién
OF oF o OF
Oxpdx1 O0xy, 02 02z,

Definimos ahora una funcién @ : R® — R de la forma:

Qx)=z2"-A-xz—-2-2"-b

n n
:l‘l'g a17j~mj+:v2-2 a27j~acj+---+xn-g Opj Tj—2-T1-by—2-29-bg—---—2-2,-b,
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Supongamos que quiero hallar un maximo o minimo de esa funcién Q. Luego, necesito encontrar su
gradiente VQ(z) =?

0Q -
T =2-a1, '$1+Z(a1,j ‘i) tagy - Tatazy T3+t apy T, —2-by
T =2
Q) -
9p, i Tt G2 Tt i1 T F 2-ai;-x; + Z(ai,j i)+ Qi1 Tigr + ot an1 Ty — 20 by
i j=1
J#i
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Observemos que

aQ n n

oz, ~ 2 i mit Z(am “xj) + Z(am xj) =2 b
Jj=1 Jj=1
i i

Como A es simétrica
son iguales

n
:2-ai,i'xi+2-2(ai,j l'j)72bz
j=1
J#i
n
=2- | aii-ai + ) (ai;-w;) = b,

j=1
JF#i

=2 Z(am‘ ~x5) = bi

j=1

Luego, se puede plantear el calculo del gradiente de @ en la formas:

i1 a2 -0 QA1n T by

a1 Q22 -+ A2n T2 by
2. . _

an,1 QAp2 " Un,n Tn bn

)

VQ=2 (A-z—1b)

Como quiero maximos de ) necesito

vQ =0
2-(A-z-b)=0
A-x—b=0
A-x=0b

O sea, que hallar las soluciones del sistema de ecuaciones equivale a hallar los puntos criticos de Q(x).
El hessiano de Q(x) es 2+ A, que es positivo (pues A es definido positivo). O sea, el punto critico es un

minimo.
En conclusidn, si A es simétrica definida positiva,

A-x=b< x es minimo de @

5.4.1 Algoritmo de direcciones conjugadas (o de descenso)

Sea z° un punto inicial. Se plantea el siguiente método iterativo (genera una sucesién que es de esperar

que converga a la solucién):
Tt = xzfl +ay_q- dzfl.
donde
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e «; 1 es la cantidad de pasos a hacer.
e di~! es la direccién hacia donde moverme.

e 2! es un punto anterior.

Caélculo de la cantidad de iteraciones

Qr4+a-d=@+a-d" A (z+a-d) -2 - (x+a-d)" b
=2t A-zt+a-d A z+a-d- Azt d-A-d—2-20b-2-a-d-b
d A dya- (ot A-d+d Az —2-d b)) +at A 220D
—_——
A 4 c
=a*-A+a-B+C

Como se puede observar, esto es una cuadrética cuyo pardmetro principal A es positivo (pues A es definida
positiva). Luego, la funcién tiene un minimo.

=a*-d"A-d+2-a-d(A-z—-b)+a'-A-x2—-2-2"-b

Para sacar le minimo, calculo el punto critico de esto, derivando con respecto a « e igualando a 0:

0 -d
Q(LO‘):2.a.dt.A.d+2.dt.(A.x._b):0
O
_d(b—A-x)
dt-A-d
Esto me da la forma de a para el algoritmo.
Célculo de la direccién
Definicién 41. z1,- -+ ,x, son direcciones A-conjugadas sii xt - A-x; = OVi # j.

Proposicién 42. Sean d°---d"~' direcciones A-conjugadas. Sea x° el punto inicial. Definiendo
l‘k — .Z‘k_l +ag_q- dk,—l
(dk—l)t . (b —A- xk—l

con o = AT resulta que A -x™ =b.

Demostracion. d°---d™~! por ser A-conjugadas son linealmente independientes. Supongamos que no. En-
tonces

A =>"N-d
A-d=>"N-A-d

(d®)-A-d° = § - () A-d
=0 Y

= 0 pues son

A-conjugadas
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y esto es absurdo, porque A es definida positiva.

Yo quiero probar que

A-z"=bsA-2"—-b=0
S (A 2" =b)t-d'=0 Vi

Quiero eso pues si ul vector es ortogonal a una base d, - --d"~! entonces es el vector nulo.
Sin perder generalidad, supongo que (d*)! - A -d* = 1. Si no lo es, normalizo.
(?77?7) Falta un cacho de la demostracién O

., Coémo genero las direcciones A-conjugadas?:

Sea
k=b— A 2F
dbF = —rk 4+ By, - dF1
con
Bk = (ézk)lt)t AA d;;il y do = —1¢

Proposicién 43. 1. (rk)t.d' =0 Viel0,- k—1]

2. <0 R s=c g0 A0 AR 0 S

3o <d0 . dF >=< 9 A0 AR 0>

b (@) -A-di=0 Viel0, - k1]

1. me dice que el residuo es ortogonal a las direcciones por las que vine caminando.
4. me dice que la direccion que me estoy generando es A-conjugada con todas las que ya generé.
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6 Integracion numérica

La idea del proceso de integracién numérica es aproximar el valor real de una integral por una sumatoria
(cuadratura numérica)

b
/ f(z)dz =~ Znai - f(xs)
@ i=0
Sea P, el polinomio interpolante a f(z) de orden n y sea E,, el error cometido al realizar la interpolacién:

f(z) = Pu(z) + En(z)

/abf(:r) dr = ./aan(x) dx + /abEn(o:) da

6.1 Polinomio interpolante de grado 1: Método de trapecios

Férmula: Error:
f(b) + f(a) "(¢)(a —b)?
ooy (101 It

6.2 Polinomio interpolante de grado 2: Método de Simpson

Formula: Error:
f(m0+4-f(x1)+f(:v2)> —h°
h- . V)
( ; TR

6.3 Reglas compuestas

La idea es aplicar las reglas en subintervalos méas pequenos, todos equidistantes para mejorar la aproxi-
macién.

6.3.1 Regla compuesta de Simpson

Férmula:
Error:
n/2 h
3 (flazj-2) +4- fw2-1) + f(224)) —h° vy gy
j=1 90 2
6.3.2 Regla compuesta de Trapecios
Férmula:
Error:
h n—1
2| F@o) +2- ) fla) + flan) —h?
3 j=1 12 “(b—a)- f"(n)

6.4 Métodos adaptativos

Los métodos adaptativos permiten aplicar reglas compuestas pero haciendo refinamiento mas fino en
zonas donde sea necesario para poder acotar el error de ¢.
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7 Ceros de funciones

Definicién 44. Sea f: R — R y 2* € R tal que f(z*) =0. A z* se lo llama un cero o raiz de f.

Los métodos de busqueda de ceros de funciones generan sucesiones que bajo ciertas condiciones convergen
a un cero de la funcién.

{zp} ——— "
T—r 00

Definicién 45. Sean 3, —> 0y ay, —> «a. Se dice que ay, tiene orden de convergencia
O(By) sii existe k € Rsq tal que |o¢n —al<k- \5n|

o Silxpy1 —a*| <c-|z, —z*| = convergencia lineal.
o Silryi1 —a*| <c- |z, —2*|? = convergencia cuadrdtica.
o Siltpy1 — x| <c-|zy, —x*P(p > 1) = convergencia de orden p.

Tn+1 T .
o Si g = ¢ # 0 = convergencia de orden p.

|zn — z*|P
Este tipo de métodos iterativos requieren algin criterio de parada. Algunos posibles son:
e Numero méaximo de iteraciones.

o |z, —x,_1] <e.

‘xn - xn71|

|n]

<eE.
Todos estos métodos son heuristicos. No me aseguran nada sobre
If(zn)| < e. la convergencia.

|f(zn) = flen-1)| <e.
° |f(zn) — f(2n_1)]

<
()] :
7.1 Método de Biseccion
Requiere:
e f:la,b] > R

e f continua

o f(a)- f(b) <O
El algoritmo del método de biseccion es:

Parat=1---n
c= Ler
i £(0) =
Devolver c
Sino
Si f(c) - f(a) <0
a=a
b=c
Sino
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Si f(c)- f(b) <O

b=b

Observemos que se escribe como una sucesién pues |p,| ——— z*. Me va generando una sucesion ¢y,
n—oo
de puntos que se acercan a la raiz.
Proposicion 46. El método de biseccion converge a un cero de f. Su orden de convergencia es lineal,
porque me quedo con la mitad en cada paso
Demostracion.
1

= §|bn _an|

2
1
<2> |bn71 —OGp-—1

|

N

‘pn_x

IN

Entonces,

1n+1

el by —
e -t (2) b=l
lim ———— = lim ===#0

n— 00 |xn — :C*‘l n—oo 1 n |b |
= —a
2 0 0

Luego, su orden de convergencia es 1 (o sea, lineal). O

7.2 Meétodo de punto fijo
Definicién 47. Dado g : R — R, p es un punto fijo de g si g(p) = p.

Existe una equivalencia entre encontrar puntos fijos de una funcién y ceros de otra. Si defino la funcién
g(z) = f(z) + z y le hallo un punto fijo p, encontré un cero de la funcién f.

Proposicién 48. Sean g : R = R y f € Cla,b] — [a,b]. Entonces g tiene un punto fijo en [a,b]. Si ademds
V€ [a,b] : |¢'(z)| < k <1, el punto fijo es dnico.

Demostracion. Si g(a) = a = a es punto fijo y no tengo nada que demostrar.
Si g(b) = b= b es punto fijo y no tengo nada que demostrar.
Sig(a) #ayg(b) #b=g(a) >ayg() <b

Luego, sea h(xz) = g(x) — z, que es continua por ser g continua.

h(a) = g(a) —a >0

h(b) = g(b) —b< 0} Jc € (a,b)/h(c) =0
glc) —c=0
glc) =c
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Para la segunda parte, supongamos que p y ¢ son dos puntos fijos de g. Luego, por teorema del valor

medio, para algin r € (a, b)

9(p) —9(a) _ ()

p—aq
pP—q ’
— =4
pP—q
1=yg'(r)
Absurdo pues, por hipdtesis, todo r € (a, b) verifica que ¢'(r) < 1. O
Una sucesion de punto fijo consiste en
Prt1 = 9(Pn)

utilizando un pq inicial.

Proposicién 49. Si g es continua y p,, = g(pn—1) sucesidn de punto fijo converge a algo, entonces converge

a un punto fijo de g.

Sin embargo, esto no nos asegura que converga.

Proposicién 50. Sea g € Cla,b] — [a,b] con |g'(x)] < k < 1 para todo x € [a,b]. Luego, Ypo € [a,b], la

sucesion de punto fijo pny1 = g(pn) converge al dnico punto fijo p.

Demostracion. ® pni1 = g(pn) € [a,b] pues po € [a,b] y g : [a,b] — [a, D]

e Jp unico punto fijo (por lema 48)

® |pni1 — pn| —— 0. Esto se debe a que:
n— 00

Ipn+1 —pl = 1g(pn) — 9(p)|
=19'(")| - Ipn —p|
<k-|p,—pl
<k-[g(pn-1) —9(p)|
<k-g' ()] pn-1 —pl
<k* (pn-1-p)

<K (po—p) ————0

n—oo
Proposicién 51. Sea g € C" tal que:
e g(p)=p
« 9" (p) #0
¢ 9" V) =g )= =g'p)=0

Entonces, la sucesidn de punto fijo pn+1 = g(pn) tiene orden r.

(teorema del valor medio)

(teorema del valor medio)

(pues k < 1)

(p es punto fijo de g)
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Demostracion. Escribamos el polinomio de taylor de g al rededor de p.

" (r—1) (r)
o) = o) + ot =p7 + L=+ 4 L)y Ly

9" (¢)

r!

r

=g(p) + (z —p)

Evaluando en = = p,,

r)
o) = op) + £,y
(r)
9(pn) — g(p) = 2 T(!C") (pn —p)"
(r)
l9(pn) — 9(p)| = |2 T(!C") (pn —p)"
Como |g(pn) — 9(p)| = [Pn+1 — 1l
(")
‘pn+1 —P| = Wmn —p|r

o1 =2l _ 1971(G)
lpn — pl" r!

Tomando limite

_ (r) (r)
fig et =Pl 197G) 19t (p) 20
n—o0o |pn —p|7” n— oo rl rl
Luego, el orden de convergencia es r. O

7.2.1 Método de Newton

Hasta ahora siempre asumimos que nos daban la funcién de punto fijo g(z). Ahora se plantea el problema
de cémo elegirla. Defino entonces que, dada f tal que f'(z) # 0,

i@
A= Fia

que, si converge, converge a la raiz de f en forma cuadratica. A este método se lo llama método de
Newton, que sale de buscar donde se anula la tangente con la férmula f(z,,) + f'(z,)(x — z,) = 0.

Proposicién 52. Sea f € C?[a,b]. Se p € [a,b] tal que f(p) = Oyf'(p) = neq0. Entonces, existe & tal
que si pyg € [p— 0,p + 8], entonces el método de newton converge al cero de f. Formalmente, la sucesion

Pn+1 = Pn — f,(p") converge a p.
I (pn)
Gréficamente:
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Proposicién 53. Sea f € C?, creciente, convexa y con cero. Entonces, el cero es uinico y Newton siempre
converge.

7.3 Método de la secante

La idea del método de la secante es ir tomando de a dos puntos y ver buscando en qué momento se anula
la secante. Para esto, se toma la siguiente sucesién:

f('rn—l) : (xn—l - x'n,—Q)

f(@n—1) = f(zn—2)

Tp = Tp—1 —

Gréaficamente:
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Problemas:
Ventajas:

e No siempre converge.

+v5

. . 1
e Convergencia superlineal ( )- e Pierdo la convergencia cuadratica.

e Criterios menos complicados que Newton. e Divido por una resta, lo que agrega mucho error.

7.4 Meétodo de regula falsi

El método de regula falsi es una combinacién de biseccién y método de la secante. Aplica el método de
la secante y se queda con el z; que hace que f(x;) - f(z;+1) < 0y aplica secante nuevamente.
La desventaja que tiene es que el orden de convergencia es lineal.
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8 Cuadrados Minimos

Supongamos que tenemos una tabla de valores:

X |Y
Lo | Yo
L1 | Y1
T2 | Y2
Tn | Yn
En lugar de interpolar (Vi € [0,---,n] : P(x;) = y;) queremos buscar una funcién que se le parezca.

Buscamos en una familia F' de funciones la funcién f € F' que “mads se parezca” a los valores de tabla.
La pregutna obvia es: jqué quiere decir “se parezca’?
8.1 Opciones de criterios

8.1.1 Ceriterio corollary

Una opcién es buscar la funcién que minimice el maximo error cometido:

feF \1<i<n

min ( max |f(z;) — yz)

A este criterio se lo llama minimax. El problema que tiene es que es demasiado sensible a outliers. O
sea a tener un punto particular con mucho error.

8.1.2 Suma de errores

Otra alternativa es considerar no el maximo sino la suma de los errores:

minz |f(zi) — wil
i=1

fEF 4

Si bien esto tiene la ventaja de que reduce la sensibilidad a outliers, tiene el problema de que es necesario
encontrar el minimo de una funcién mdédulo, que es problemético porque no es derivable en todo punto.

8.1.3 Cuadrados Minimos

Para resolver ese 1ltimo problema, podemos considerar la suma de los cuadrados de los errores:
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