Capitulo 1

Conjuntos, Relaciones y
Funciones.

Definicién 1.1.1. (informal de conjunto y elementos.)

Un conjunto es una coleccién de objetos, llamados elementos, que tiene la
propiedad que dado un objeto cualquiera, se puede decidir si ese objeto es
un elemento del conjunto o no.

Se dice que cada elemento a de un conjunto A pertenece al conjunto A,y
se nota a € A. Si un objeto b no pertenece al conjunto A, se nota b ¢ A.

Definicién 1.1.3. (Subconjuntos e Inclusién.)

Sea A un conjunto. Se dice que un conjunto B estd contenido en A,y se
nota B C A (o también B C A), si todo elemento de B es un elemento
de A. En ese caso decimos también que B estd incluido en A, o que B es
un subconjunto de A. Si B no es un subconjunto de A se nota B Z A (o

B¢ A).
BCA si Ve, zeB=z€A
A=B < ACByBCA.

, BZA si dx € B:x & A.

Definicién 1.1.5. (Conjunto de partes.)

Sea A un conjunto. El conjunto de partes de A, que se nota P(A), es el
conjunto formado por todos los subconjuntos de A, o sea el conjunto cuyos
elementos son los subconjuntos de A. Es decir

P(A)={B: BC A} otambién B e P(A) < BC A.
e Cualquiera sea el conjunto A, () € P(A), A€ P(A).

e P(0) = {0}, o sea el conjunto que tiene como unico elemento al con-
junto vacio.

1.1.2 Operaciones entre conjuntos.

Complemento ¢: Sea A subconjunto de un conjunto referencial U . El
complemento de A (en U) es el conjunto de los elementos de U que no
pertenecen a A, que se suele notar con A" o A° (aqui usaremos la notacién
A€ que es la que aparece en la préctica). Es decir

A={zxecU:x ¢ A}.

Unidén U: Sean A, B subconjuntos de un conjunto referencial U . La unién
de A y B es el conjunto AU B de los elementos de U que pertenecen a
A o a B. Es decir

AUB={zeU:z € Aox € B}.

Interseccién N. Sean A, B subconjuntos de un conjunto referencial U .
La interseccion de A y B es el conjunto AN B de los elementos de U que
pertenecen tanto a A como a B. Es decir

ANB={zecU:z€ Ayuzc B}

Cuando AN B =), se dice que A y B son conjuntos disjuntos.



Proposicién 1.1.6. (Leyes de De Morgan y distributivas.)

Sean A, B,C conjuntos dentro de un conjunto referencial U . Entonces
Leyes de De Morgan
(AUB)*=A°NB° y (ANB)‘ = A°UB".
Leyes distributivas:
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC) y AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Diferencia —: A — B := AN B¢, es decir

r€A—-B <= zc€AyxeB’ < zcAyx¢B.

Es decir, A — B es el conjunto de los elementos de A que no son elementos
de B:

A-—B={a€cA:a¢ B}.

Diferencia simétrica A: AA B es el conjunto de los elementos de U
que pertenecen a A o a B pero no a los dos a la vez. Es decir

AAB={ceU:(cecAyc¢B)o(ce Byc¢ A)}.
Vale

AAB=(A-B)U(B—-A) =(ANB°)U(BNA°)=(AUB)—-(ANDB).

e Siempre AAB = BAA (simetrfa), AAD) = A, ANU = A°,
ANA=0), ANA°=T.



Tablas de verdad de los conectores loqicos:

Sean p,q proposiciones, es decir afirmaciones que son o bien verdaderas o
bien falsas, como por ejemplo “hoy es domingo”, o “VYn € N,n > 3", o “los
perros son mamiferos”. Las tablas de verdad de los conectores 16gicos son
las siguientes:
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(La definicién formal =qes pVq.)

Tablas de verdad de las operaciones de conjuntos:

e Complemento: El complemento A¢ de A en U se corresponde con

e Unidn: La unién AU B se corresponde con pV q.
e [Interseccion: La interseccion AN B se corresponde con p A q.

e Diferencia simétrica: La diferencia simétrica P /A ) se corresponde
con p¥q.

e Inclusion: La inclusién A C B se corresponde con p = q.

e Jgualdad: La igualdad A = B se corresponde con p < q.
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e La tabla de la diferencia A — B se obtiene de la definicién A — B =
AN B°:
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Definicién 1.1.7. (Producto cartesiano.)

Sean A, B conjuntos. El producto cartesiano de A con B, que se nota
A x B, es el conjunto de pares ordenados

Ax B:={(z,y): v € A,y € B}.

Definicién 1.2.1. (Relacién.)

Sean A y B conjuntos. Una relacion R de A en B es un subconjunto
cualquiera R del producto cartesiano A x B. Es decir R es una relacion
de Aen B si ReP(AxB).

Sin embargo, cuando el conjunto A es finito (como en este caso), una rela-
cion R en A se puede representar también por medio de un grafo dirigido,
o sea un conjunto de puntos (llamados wvértices, que son los elementos del
conjunto A )y un conjunto de flechas entre los vértices, que se corresponden
con los elementos relacionados: se pone una flecha (que parte de z y llega
a y) para cada elemento (z,y) € R, es decir cada vez que xR y.

Ejemplos:

A=')|4:'2'43J‘-'—'S
R =] (4,0,(1,3), (29, zp,_.%(e,r.); (ot:b)
(2)9), (5,4), (s,S)i

Definicién 1.2.3. (Relacidn reflexiva, simétrica, antisimétrica y tran-
sitiva.)

Sean A un conjunto y R una relaciéon en A.

e Se dice que R es reflexiva si (z,z) € R,Vx € A (dicho de otra
manera, Rz, Vx € A). En términos del grafo de la relacién, R es
reflexiva si en cada vértice hay una flecha que es un “bucle”, es decir
que parte de él y llega a él.

e Se dice que R es simétrica si cada vez que un par (z,y) € R, en-
tonces el par “simétrico” (y,z) € R también (dicho de otra manera,
Vez,y € A, Ry = yRx). En términos del grafo de la relacién, R
es simétrica si por cada flecha que une dos vértices en un sentido, hay
una flecha (entre los mismos vértices) en el sentido opuesto.

e Se dice que R es antisimétrica si cada vez que un par (z,y) € R con
x # y, entonces el par (y,z) ¢ R (dicho de otra manera, Vz,y €
A, xRy e yRx = z =1y). En términos del grafo de la relacién, R
es antisimétrica si no hay ningun par de flechas en sentidos opuestos
que unen dos vértices distintos.

e Se dice que R es transitiva si para toda terna de elementos z,y,z € A
tales que (x,y) € R e (y,2) € R, se tiene que (z,z) € R también
(dicho de otra manera, Vz,y,z € A, Ry e yRz = xRz). En
términos del grafo de la relaciéon, R es transitiva si hay un “camino
directo” por cada “camino con paradas”.



Definicién 1.2.4. (Relacién de equivalencia y relacién de orden.)

Sean A un conjunto y R una relaciéon en A.

e Se dice que una relacién R en un conjunto A es una relacion de
equivalencia cuando es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva.

e Se dice que una relacion R en un conjunto A es una relacion de orden
cuando es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicién 1.2.5. (Clases de equivalencia.)

Sean A un conjunto y ~ una relacién de equivalencia en A. Para cada
x € A, la clase de equivalencia de x es el conjunto

T={yecA:y~z} CA

Proposicién 1.2.6. (Propiedad fundamental de las clases de equi-

valencia.)

Sean A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en A. Sean x,y € A.
Entonces, o bien TNy =10, o bien T=7.

Una relacion de equivalencia sobre un conjunto induce una particion del mismo,
es decir, un conjunto en el que se ha definido una relacién de equivalencia puede
ser dividido en varios subconjuntos de elementos equivalentes entre si y tales que
la reunion de esos subconjuntos coincide con el conjunto entero.



1.3 Funciones.

Sean A y B conjuntos, y sea R una relacion de A en B. Se dice que
R es una funcidn cuando todo elemento x € A esta relacionado con algin
y € B,y este elemento y es unico. Es decir:

Vee A Flye B: zRy.
Aqui el stmbolo “3!” significa “existe un Unico”, es decir:

Vx e A, dy € B tal que xRy,

y siy,z € B son tales que Ry y xR 2z, entonces y = z.

Como a cada x € A le corresponde un y € B y este y es Unico, se le puede
dar un nombre que hace notar que y depende de x: se dice que y es la
imagen de = por f,y se suele notar “y = f(z)”, que es la forma usual en
la que conocemos a las funciones; se nota “f : A — B” a una funcién del
conjunto A en el conjunto B.

Definicién 1.3.2. (Igualdad de funciones.)

Sean f,g: A — B funciones. Se tiene

f=9g <= f(x)=g(x), Vz €A

Dada una funciéon f : A — B, el conjunto A se llama el dominio de la
funcién f, y el conjunto B se llama el codominio de la funcién f. Como
se ve de los ejemplos anteriores, todos los elementos del dominio tienen
que estar involucrados en una funcién, o sea tienen que tener al menos una
imagen y con y = f(x), pero puede ocurrir que haya elementos y del
codominio que no estén involucrados, que no tengan preimagen x tal que

flx) =y
Definicién 1.3.3. (Imagen de una funcién.)

Sea f: A — B es una funcién. La imagen de f, que se nota Im(f), es el
subconjunto de elementos de B que estan relacionados con algin elemento
de A. Es decir

Im(f) ={y € B: 3z € A tal que f(z) =y}.
Definicién 1.3.4. (Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.)

Sea f: A — B una funcién. Se dice que

o f es inyectiva si para todo elemento y € B existe a lo sumo un ele-
mento z € A para el cual f(z) = y. Dicho de otra manera, f es
inyectiva si para todo z,2’ € A tales que f(z) = f(2’) se tiene que

/
x=ua.

e f es sobreyectiva si para todo elemento y € B existe al menos un
elemento x € A para el cual f(z) = y. Dicho de otra manera, f es
sobreyectiva si Im(f) = B.

e f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva, es decir para todo
elemento y € B existe exactamente un elemento x € A para el cual

flx)=y.



Definicién 1.3.5. (Composicién de funciones.)

Sean A, B,C conjuntos,y f: A — B, g: B — C funciones. Entonces la
composicion de f con g, que se nota go f, definida por

go f(z)=g(f(x)), Va€ A

resulta ser una funcién de A en C'. Esto se visualiza mejor en el diagrama:

iy, W el ] BT 2 <
f “af _/E’/v oyt I
_—?P e %(F[t]) - %op (x.N)

1.3.1 Funciones biyectivas y funcién inversa.

funcion inversa de f. Estd definida

tinicamente cuando la funcién f es biyectiva. Se tiene que f~!: B — A es
la funcién que satisface para todo y € B:

Ty =2 = fl@)=y.

Proposicién 1.3.6. (Biyectividad y funcién inversa.)

Sea f: A — B una funcion.

e Si f es biyectiva, entonces f~lof=id4 y fof'=idp.

o Si existe una funcion g: B — A tal que gof=1idy y fog=idp,
entonces f es biyectivay f'=g.

e La funcién inversa de la funcién

n—1
fo :N—=Z, fo(n) = 2

si n es impar

|3

si n es par

es la funcién fg° 1. Z — N dada por

iy [ 2k+1 s k>0
Je (k)_{ -2k si k< -1



Numeros Naturales e Induccidon.

2.1.1 La suma de Gauss.

Zf:— ﬂ+1)

k=1
1
VneN: 1+2+"'+(n_1)+":n(n;)'

2.1.2 La serie geométrica.

n ) qn+171 .
P n+1 si g=1.

2.2.1 Sumatoria.

Sea n € N. La notacion E a; , que se lee la sumatoria para ¢ de 1 a n de
i=1
a;, representa la suma de los n primeros términos de la sucesién (a;);en:

n
Zai:a1+“'+an7

que se define formalmente por recurrencia, para evitar los puntos suspensi-

VOS:
n+1 n

Zaz—al y Zal Zai—i—anH,VnGN

=1

La sumatoria satisface las dos propiedades siguientes para todo n € N, para
todo par de sucesiones (a;)ien, (bi)ien en A y para todo ¢ € A:

. (Z ) (Zb) Zaz—i—b)

i=1

n n
e C- E a; = E c-a;.
i=1 i=1

2 2

»

) . n n n 2(712 n 1) 5
Asi por ejemplo, (k+n)= k) + n) =" T8
2= () () =

2.2.2 Productoria.

Sea n € N. La notacién Hai, que se lee la productoria para i de 1 a
i=1

n de a;, representa el producto de los n primeros términos de la sucesién

(ai)ieN :

n
Hai:al...an
i=1

que se define formalmente por recurrencia, para evitar los puntos suspensi-

VOS:
n+1

Haz—al y Haz—<Hai>-an+1,VnEN
i=1



n
. Hi:1‘2-~(n—1)-n se nota n!,
i=1

. Hc:cn, Vee A, VneN.
i=1

La productoria satisface la propiedad siguiente para todo n € N y sucesiones
(ai)ien, (bi)ien en A:

o (L) (1T) =TT

1=
Teorema 2.3.2. (Principio de induccién.)
Sea p(n), n € N, una afirmacion sobre los nimeros naturales. Si p satisface
e (Caso base) p(1) es Verdadera,
e (Paso inductivo) Vh e N, p(h) Verdadera = p(h+ 1) Verdadera,

entonces p(n) es Verdadero, Vn € N.

Aqui la hipétesis “p(h) Verdadero” para un h dado se denomina la hipdtesis
inductiva (HI).

Teorema 2.3.3. (Principio de induccién “corrido”.)

Sea ng € Z y sea p(n),n > ng, una afirmacion sobre Lsp, . St p satisface
e (Caso base) p(ng) es Verdadera,
e (Paso inductivo) Vh >ng, p(h) Verdadera = p(h+1) Verdadera,

entonces p(n) es Verdadero, ¥Yn € N.

2.4 Sucesiones definidas por recurrencia.
Una sucesiéon definida de esta manera, como aqui:
a1 =1, apy1=2a,+1, VneN
es una sucesiéon definida por recurrencia, ya que para calcular un término

necesitamos conocer el anterior. Ademads de necesitar conocer el caso base
n = 1 obviamente, sino no sabriamos por donde empezar.



2.5.3 Swucesiones de Lucas.

Una sucesion de Lucas es una sucesion (an)nen, definida recursivamente
por
ay=a, a1 =b, apio=capy1+day, ¥Yn € Ny,

donde a,b,c,d € C son nimeros dados.

Consideremos la ecuacién X2 —cX —d = 0 asociada a la sucesién de Lucas
(que se obtiene de la expresiéon ag — ca; — day = 0 y luego reemplazando
as por X2, a; por X y ag por 1).

Supongamos que estamos en el caso en que X2 — cX — d tiene dos raices
distintas r y 7. Observemos que estas dos raices r y T satisfacen las
relaciones

rP=cr+d y T =cF+d. (2.3)

Existe una tnica sucesion (ypn)nen, = (7™ + B7")nen,
que satisface las condiciones iniciales vg =a, 71 = .

Esto es cierto pues para ello hay que resolver el sistema lineal
a + [ = a
ar + BT = Db
que tiene solucién y es Unica pues r # T por hipdtesis: se obtiene

_b—a? ar —b

o= — y B= —.
r—T r—T

Se concluye que esta sucesion (Vn)nen, = (™ + S7")pen, coincide con la
sucesion de Lucas original (ap)nen, , ya que satisface las mismas condicio-
nes iniciales y la misma recurrencia. Por lo tanto el término general de la
sucesion (an)nen, €S

an = ar™ + 87", ¥Yn € Ny.
Teorema 2.5.7. (Principio de induccién completa.)

Sea p(n), n € N, una afirmacion sobre los nimeros naturales. Si p satisface

e (Caso base) p(1) es Verdadera,

e (Paso inductivo) Vh € N, p(1),...,p(h) Verdaderas = p(h + 1)
Verdadera,

entonces p(n) es Verdadero, Vn € N.

(El paso inductivo en este caso también suele escribirse en la forma: Vh € N,
p(k) Verdadera para 1 <k <h = p(h+ 1) Verdadera.)



Ejemplo: Sea (ap)nen la sucesién definida por recurrencia como
n
a1 =1, apy1 = 1—1—2%, Vn € N.
k=1
Probar que el término general de la sucesién es a, =2""', Vn € N.

Demostraciéon. Aplicaremos aqui (por necesidad) el principio de induccién
completa enunciado en el Teorema 2.5.7.

p(n): ap=2"""
e Caso base: ;p(1) V? Si, pues 2° =1 =aq;.

e Paso inductivo: Dado h € N, { p(1),...,p(h) Verdaderas = p(h+1)

Verdadera?
—HL a1 =2 ... ,a,=2""1, 0sea a =25 para 1 <k <h.
— Qpq apy1 =2".

Pero por definicién de la sucesién, para h > 1 se tiene

h h h—1
k— i h h
TPRED S D S NS SE PSR
k=1 k=1 =0

<

. . usa suma geométrica
, cambio de variable
CO1mo se querila probar.

Es decir hemos probado tanto los casos base como el paso inductivo. Se
concluye que p(n) es Verdadero, Vn € N. ]
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Combinatoria de conjuntos,
relaciones y funciones.

Definicién 3.1.1. (Cardinal de un conjunto.)

Sea A un conjunto, se llama cardinal de A a la cantidad de elementos
distintos que tiene A, y se nota #A. Cuando el conjunto no tiene un
nimero finito de elementos, se dice que es infinito, y se nota #A = oco.

Observacién 3.1.2. (Cardinal de un subconjunto.)

Sea A es un conjunto finito y sea B C A. Entonces #B < #A

Observacién 3.1.3. (Cardinal de la unién y del complemento.)

Sean A, B conjuntos finitos dentro de un conjunto referencial U .
e Si A y B son conjuntos disjuntos, entonces #(AU B) = #A + #B.
e En general #(AUB) =#A+#B—#(ANB).

e Si U es un conjunto finito, entonces #(A°) = #U — #A.

Se deduce por ejemplo

#(A—B)=#A—#(ANB) y #(AAB)=#A+#B—2#(ANDB).

Proposicién 3.1.4. (Cardinal del producto cartesiano y del conjun-
to de partes.)

1. Sean A y B conjuntos finitos. Entonces #(A x B) = #A-#B.

2. Sean AA1,...,A,, A conjuntos finitos. Entonces

H(AL X - x Ap) = #AL - #A, = [ [ #4,

i=1

#(A") = (#A)".

3. Sea A un conjunto finito, entonces #(P(A)) = 2#4.

Proposicién 3.1.5. (Cantidad de relaciones.)

Sean Ay, y B, conjuntos finitos, con m y n elementos respectivamente.
Entonces la cantidad de relaciones que hay de A,, en B, esigual a 2™™.

Proposicién 3.1.6. (Cantidad de funciones.)

Sean A, y By conjuntos finitos, con m y n elementos respectivamente.
Entonces la cantidad de funciones f que hay de A, en By, esigual a n™ .

Proposicién 3.1.7. (Cardinal de conjuntos y funciones.)

Sean A y B conjuntos finitos.

e Sea f:A— B una funcidn inyectiva. Entonces #A < #B.
e Sea f:A— B una funcion sobreyectiva. Entonces #A > #B .

e Sea f: A — B una funcion biyectiva. Entonces #A = #B.



Definicién 3.2.1. (El factorial, o la cantidad de funciones biyecti-
vas.)

Sea n € N. El factorial de n, que se nota n!, es el nimero natural definido

como
n

nl=n-(n-1)---2-1=]]4
i=1
que coincide con la cantidad de funciones biyectivas que hay entre dos con-
juntos con n elementos, o con la cantidad de permutaciones de elementos
en un conjunto de n elementos.
Esta definicion se extiende a Ny definiendo 0! = 1.

Proposicién 3.2.2. (Cantidad de funciones inyectivas.)

Sean Ap, y B, conjuntos finitos, con m y n elementos respectivamente,
donde m < n. Entonces la cantidad de funciones inyectivas f : A, — By
que hay es
1 1 n!
n-n—1)---(n—-m+1) = ————.
(=1 )=

Teorema 3.3.4. (Ndmero combinatorio.)

Sea n € Ny y sea A, un conjunto con n elementos. Para 0 < k <n, la
cantidad de subconjuntos con k elementos del conjunto A, (o equivalente-
mente, la cantidad de maneras que hay de elegir k elementos en el conjunto

Ay, ) es igual a
n\ n!
k) Kl(n—k)

Observacion 3.3.2. e (3) = (1) =1 pues el tinico subconjunto de A,
con 0 elementos es el conjunto @), y el tinico subconjunto de A,, con

n elementos es A, mismo.

° (’f) = n pues los subconjuntos de A4, con 1 elemento son los subcon-
juntos

{a1},{az2}, ..., {an-1}, {an}.

e Podemos darnos cuenta que (nfl) = n también ya que dar un sub-
conjunto de A, con n — 1 elementos es lo mismo que elegir cudl ele-
mento a; quedd afuera del subconjunto: por ejemplo el subconjunto
{a1,...,an—1} es el que corresponde a haber dejado a,, afuera.

e Con el mismo razonamiento, (Z) = (nfk), Vk,0 < k < n, ya que
a cada subconjunto By de A, con k elementos, podemos asignarle
el subconjunto complemento Bj que tiene n — k elementos, y esta
asignacién es una funcién biyectiva... O lo que es lo mismo, cada vez
que elegimos k elementos en A, estamos dejando de elegir los n — k
elementos complementarios.

e Mais ain, dado que (Z) , 0 < k < n, cuenta la cantidad de subcon-
juntos con k elementos en el conjunto A, con n elementos, y que
sabemos que la cantidad total de subconjuntos que hay en A, es 2™,
se tiene:

zn:<g)+<j>+...+<nﬁl)+(g):kio(;;), ¥ € No.



3.3.3 El Binomio de Newton.

n n n
(x+y)" =a"+ <1>x”1y+ <2>$”2y2+~-+ ( )xy"1+y”

= Z <Z> 2" FyE Vi e N,
k=0

o lo que es lo mismo, ya que los numeros combinatorios son simétricos

((0) = (2 )

(x+y)" = <n) 2Fy"k Vn e Np.



Enteros — Primera parte.

Definicién 4.2.1. (Divisibilidad.)
Sean a,d € Z con d # 0. Se dice que d divide a a,y se nota d | a, si
existe un elemento k& € Z tal que a = k- d (o sea si el cociente % es un

nimero entero). También se dice en ese caso que a es divisible por d, o
que a es miultiplo de d. O sea:

dla<= 3Jke€Z:a=k-d

En caso contrario, se dice que d no divide a a, y se nota d {f a. Eso es
a

cuando el cociente g ¢ 7, o sea no existe ningin entero k € Z tal que

a=k-d.

El conjunto de los divisores positivos y negativos de un entero a se notara
por Div(a) y el de los divisores positivos por Div, (a).

Propiedades 4.2.2. (De la divisibilidad.)

e Todo nimero entero d # 0 satisface que d | 0 pues 0 = 0-d (aqui k =
0). Asiel O tiene infinitos divisores : Div (0) = Z \ {0}.

o dla<e —d|a (pues a=k-d < a=(—k) - (—d)).
De la misma manera d |a < d| —a & —d| —a.

Se concluye que d | a < |d| | |a| (donde |z| denota el médulo o valor
absoluto de x).

En particular a cada divisor negativo de a le corresponde un divisor
positivo.

e Sia#0,d|a= |d <|al (pues |a| = k|d| con |a| # 0 implica
k es un entero no nulo y positivo, es decir £ > 1; por lo tanto,
|a| = k|d| > |d]).

En particular, todo nimero entero a no nulo tiene sélo un nimero
finito de divisores, todos pertenecientes al conjunto

{—lal,....,~1,1,....]a| }.

O sea Divy (a) C{1,...,]a| }.

Ademsds, por la observacion del inciso anterior, el nimero total de
divisores de a es el doble del nimero de divisores positivos.

ed|layal|ld<< a==2d (pues a =k-dy d=j-a implica que
a = (k-j)-a, por lo tanto k y j son dos niimeros enteros que satisfacen
k-j=1,0sea, k==1).

e Paratodo a € Z,setiene 1|ay —1|a,ytambién a|ay —ala.
Asi, si a # +1, a tiene por lo menos 4 divisores distintos (+1, +a ),
o 2 divisores positivos distintos (1, |al|).

Definicién 4.2.3. (Numeros primos y compuestos.)

e Sedice que a € Z es un numero primo si a # 0, £1 y tiene inicamente
4 divisores (o 2 divisores positivos). Por ejemplo +2, +3,+5,+7, +11.

(En general los nimeros primos se notan con las letras p, ¢,...)

e Se dice que a es un numero compuesto si a # 0,1 y tiene mas que 4
divisores (o més que 2 divisores positivos). Por ejemplo +4, +6,+8,49.

Se observa que a es compuesto si y sélo si tiene un divisor positivo
d que satisface 2 < d < |a] — 1 (pues ya vimos que Divy (a) C
{1,...,]a| } ysi a tiene mas que 2 divisores positivos, tiene que haber
uno en “algun lugar en el medio”).



Propiedades 4.2.4. (De la divisibilidad.)
Sean a,b,d € Z, d+#0.

e dlayd|b=d|a+b.

(Puessia=k-cy b=j-ccon k,j € Z, entonces a+b=(k+3j)-c,
donde k+j€Z.)

e dlayd|b=d|a-b.

e d|a+b noimplica que d|ay d|b : Por ejemplo, 6 | 4+ 8 pero
614y 618.

e Sin embargo si d | a+b y se sabe que d | a, entonces d | b.
(Pues d| (a+b)—a.)

e dla=d|c-a, Vcel.

edla=d*|a®yd|a*, VneN.
(Pues si a =k -d, entonces a®> =k?>-d*> y a" = k™ -d".)

Veremos més adelante que vale la reciproca también: si d? | a® enton-
ces d | a, etc.)

e d|a-bmnoimplica d|a o d|b: Porejemplo, 6|34 pero 613 y
614.

Definicién 4.2.5. (Congruencia.)

Sea d €Z, d+# 0. Dados a,b € Z, se dice que a es congruente a b modulo
dsid|la—b.

Se nota a = b (mod d) o también a =0 (d). O sea:

a=b(modd) < d|a—b.

En caso contrario se nota a Z b (mod d) o a Z b (d).

Proposicién 4.2.6. (La congruencia es una relacién de equivalen-
cia.)

Sea d€Z, d#0. Sea R la relacion en Z dada por
aRb < a=b(modd), VabelZ.

Entonces R es una relacion de equivalencia.

Demostracion. o Reflexividad : Para todo a € Z, a = a (mod d) pues
d|la—a.

e Simetria : Hay que probar que para todo a,b € Z tales que a =
b (mod d), entonces b = a (mod d). Pero a = b (mod d) significa que
d|a—b,yporlotanto d| —(a —b) =b—a, luego b =a (mod d).

e Transitividad : Hay que probar que para todo a,b,c € Z tales que
a =0b(modd) y b =c (modd) entonces a = ¢ (mod d). Pero
a = b (mod d) significa que d | a —b, y b = ¢ (mod d) significa
que d | b—c. Porlo tanto d | (a —b) 4+ (b —¢) = a — ¢, es decir
a=c (mod d).



Proposicién 4.2.7. (Propiedades de la congruencia.)

Sea d€Z, d+# 0. Entonces :

1. Para todo n €N, ay,...,an,b1,...,by, €7,

a; = by (mod d)
: = a1+ -+a, = bi+---+b, (mod d).

a, = by, (mod d)

2. Va,bceZ,

a=b(modd) = ca=cb (mod d).

5. Para todo n € N, ay,...,an,,b1,...,bn €7,

a; = by (mod d)
: =  ar---a, = by---b, (mod d).

a, = by, (mod d)

6. Ya,beZ, n €N,

a=b(modd) = a"=0" (mod d).
Teorema 4.3.1. (Algoritmo de divisién.)
Dados a,d € Z con d# 0, existen k, r € Z que satisfacen
a=k-d+r con 0<r<|d

Ademds, k y r son Unicos en tales condiciones.

Se dice que k es el cociente 'y r es el resto de la divisién de a por d (a es
el dividendo y d el divisor). Al resto r lo notaremos r4(a) para especificar
que es el “resto de a al dividir por d”.

Observacién 4.3.3. (Divisibilidad y resto.)
Sean a,d € Z, d # 0. Entonces

rg(a) =0 < d|a <= a =0 (mod d).
Proposicién 4.3.4. (Congruencia y resto.)
Sea de€Z, d#0. Entonces
1. a=r4(a) (mod d), Va€eZ.
2. a=r (modd) con 0<r<|d = r=rga).
3. r1=ry (modd) con 0 <ry,ro<|d = r=ro.

4. a=0b(modd) <= rg(a)=r14b).



Corolario 4.3.5. (Tablas de Restos.)
Sean a,b,d € Z, d # 0. Entonces

o ry(a+b)=ry (rd(a) + rd(b)) .
e rq(a-b) = rd(rd(a) -rd(b)) :

o r4(a™) =rq(ra(a)”), VneN.

Demostracion.
a+b = rg(a)+rqeb) (mod d)
= a-b = rg(a)-re(d) (mod d)

{ a = rg(a) (mod d)
a” = rg(a)” (mod d), Vn e N.

b = rq(b) (mod d)

Definicién 4.5.1. (Méximo comiun divisor.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. El mdzimo comiun divisor entre a y b, que
se nota (a:b), es el mayor de los divisores comunes de a y b. Es decir:

(a:b)|a, (a:b)|b ysi d|ayd]|b, entonces d < (a:b).

e Probar que los tinicos valores posibles para (a®>+8:a+1) , Va € Z,
son 1,3 o 9, y mostrar con ejemplos que se realizan todos.

Para ello miramos quiénes son los posibles divisores comunes de a?+8
ya+1:

{d|a2—|—8 {d|a2+8

dla+1 dl(a-1(a+1l)=a>-1 19,

restando. Por lo tanto en principio los posibles valores para el maximo
comun divisor son Unicamente los divisores positivos de 9: 1, 3 0 9.
Efectivamente, para a = 0 se consigue (a>+8:a+1)=(8:1) =1,
para a = 2 se consigue (a?+8:a+1)=(12:3) =3 y para a = —1
se consigue (a2 +8:a+1)=(9:0)=9.

Proposiciéon 4.5.2. Sean a,b € Z no ambos nulos, y sea k € 7, entonces:

DivCom({a,b}) = DivCom({b,a — k - b}), y
DivComy ({a, b}) = DivCom ({b,a — k - b}).

En particular, para todo k € Z, (a:b)=(b:a—Fk-b).
Aplicando esto a my(a) =a—k-b, se obtiene que (a:b) = (b:my(a)).

Ejemplo: Célculo de (120 : —84):

Como (120 : —84) = (120 : 84), calculamos este tltimo para simplificar las
divisiones (esto no es esencial para el algoritmo). Se tiene

120 = 1-84+436 = (120:84) = (84:36)
84 = 2.364+12 — (84:36) = (36:12)
36 = 3-124+ 0 = (36:12) = (12:0).

Pero (12:0) = 12, luego (120 : —84) = 12 ya que
(120 : —84) = (120 : 84) = (84 : 36) = (36 : 12) = (12: 0) = 12.



Teorema 4.5.5. (Mcd y combinacién entera.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Entonces existen s,t € Z tales que
(a:b)=s-a+t-b.

Observacién 4.5.6. (Combinaciones enteras de a y b.)

Sean a,b € Z no ambos nulos, y ¢ € Z.

c=5-a+t b para ;' €Z << (a:b)]ec

La observacién anterior nos dice que el maximo comun divisor (a : b) es el
namero natural mads chico que se puede escribir como combinacién entera de
a vy b y que todas las demés combinaciones enteras de a y b son divisibles
por éL.

El Teorema 4.5.5 tiene otra consecuencia importantisima que no es obvia
a primera vista: el maximo comtun divisor no solo es el més grande de
los divisores comunes sino que también es divisible por todos los divisores
comunes.

Proposicién 4.5.7. (Mecd y divisores comunes.)
Sean a,b € Z, no ambos nulos y sea d € Z, con d # 0. Entonces
dla y d|b < d|(a:)).
Proposicién 4.5.8. (Mcd de multiplo comiin de dos nimeros.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos, y sea k € Z con k # 0. Entonces
(ka:kb)=|k|-(a:D).
Teorema 4.5.9. (Equivalencias del mcd.)
Sean a,b € Z, no ambos nulos, y sea d € N. Son equivalentes:
1. dla, d|bysiclaycl|b, entonces c <d.
2. dl|a, d|b y existen s,t € Z tales que d = sa +tb.
3. d|a,d|bysiclavycl|b, entonces c|d.

Un nimero d € N que cumple cualquiera de esas 3 propiedades es el mdzrimo
comin divisor (a :b).



Definicién 4.5.10. (Ntumeros coprimos.)

Se dice que a,b € Z no ambos nulos son coprimos si y solo si (a:b) =1,
es decir si y solo si los tinicos divisores comunes de a y b son +£1.

alb < (a:b)=1
e Para a,b € Z coprimos, los distintos valores que puede tomar (2a+b :

3a — 2b) son exactamente el 1 y el 7:

— Sea d un divisor comtun entre 2a +b y 3a — 2b,

d|2a+b . d|3(2a+0)
d|3a—2b d | 2(3a — 2b)

d|6a+3b
== {d|6a—4b = d| 7b.

De la misma manera:

{d\2a+b {d]2(2a+b)
—

d|3a—2b d|3a—2b
d|4a+2b
{d!Sa—% = d| 7a.

Luego d | 7a y d | 7b. Aplicando las Proposiciones 4.5.7 y 4.5.8
y el hecho que a L b, se tiene

d|(Ta:7b)=T(a:b)=7 = d|T.

Se concluye que el méximo comun divisor, que es el mayor de
estos d posibles, es 0 bien 1 o 7 como se queria probar (ademés
efectivamente ya mostramos que habia casos en que es 1 y casos
en quees 7).

Observacién 4.5.11. ( Coprimos y combinacién entera.)

Sean a,b € Z no ambos nulos. Entonces

alb < ds,teZ : 1=sa+1b.

Proposicién 4.5.12.  (Propiedades esenciales de divisibilidad con
coprimalidad.)

Sean a,b,c,d €7 con ¢c#0 y d# 0. Entonces

1. ¢cla,d|laycld = cd]a.

2. dlabydla = d|b.
2

Ejemplo: Célculo de los a,b € Z coprimos tales que — + % es entero.
a

2 a_26+a2

b ab

€7 <= ab|2b+ad’

Pero alser a L b, ab|2b+a® < a|2b+a® y b|2b+a?.
Pero, dado que a | a®, a|2b+a® < a|2b,y,dado que a L b, a|2b <
a|2. Es decir, a € {+1,£2}.

De la misma forma, dado que b | 2b, b | 2b +a® < b | a?, y, dado que

bla® (pues a Lb), bla’-1 < b|1,0sea be {1},
Se obtienen luego los 8 pares a =+1,b=+1y a=+2,b=+1.



Proposicién 4.5.13. (“Coprimizando”)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Entonces

a b
(a:b)_L(a:b)'

Por lo tanto
a=(a:b)a y b=(a:b)¥
a

(a:d) y b=

donde los nimeros enteros a' =

b
D) SON COPTIMOS.
FEjemplos:

e Sean a,b € Z no ambos nulos tales que (a : b) = 6. ;Cuéles son los
posibles valores de (6a +12b:6a —6b)7

Coprimizando, se tiene a = 6a’, b= 6" con o’ LV, luego
(6a + 12b : 6a — 6b) = (36a’ + 72b : 36a’ — 360)
= (36"(a’ +2b') : 36(a’ — V"))
=36(a’ +2b:ad - V).
Para concluir falta averiguar quiénes son los posibles valores de (a’ +
200 :a —V) siad LY.

Sea entonces d un divisor comun:

d|a +20 ,
{d\a’—b’ = d| 3V,

d|a +2b d|a + 20 ,
{d\a’—b’ {d|2a’—26’ — d|3d.

Obtuvimos d | 3a’ y d |3V . Luego d | (3a’:3b') =3(a’ : V') = 3.

Por lo tanto, los posibles valores de (a’ +2b' :a’ —¥b') si @’ L ¥ son
en principio 1 y 3. Efectivamente si por ejemplo «’ =1 y o =0,
(' +2V :d’ —b') =1 mientras quesi ' =b' =1, (' +20 :a'—V) =

(3:0)=3.
Por lo tanto hemos probado que si (a : b) = 6, los valores que puede
tomar

(6a+12b:6a —6b) = 36(a’ +2b:a" — V)
son 36-1=36 o 36-3 = 108.

e Sea a € Z tal que (a : 8) = 4. ;Cuéles son los posibles valores de
(a®> + a+32:16)7?
La condicién (a : 8) = 4 implica en particular que 4 | a, o sea
a=4d . Por lo tanto,
4=(a:8)=(4d :4-2)=4(d:2) = 1=(d:2),

o sea a' impar. Luego,

(a®>+ a+32:16) = (16a” +4d' +32:16) = (4 (4a” +a' +8) : 4-4)
=4(4a” +d +8:4),

donde a’ es impar. Ahora bien, (4a’?+a’+8:4) € {1,2,4} pues tiene
que ser un divisor positivo de 4. Como claramente 2 { 4a’? +a’ + 8
pues a’ es impar, 2 no es un divisor comin (no divide al med). Luego
(4a? + o' +8:4)=1 Porlotanto (a?+ a+32:16)=4.



Observacién 4.5.14. Sean a,b € Z, no ambos nulos. Sea d € Nun ntimero
que satisface que

d|la, d|b y 1

o

@
d
Entonces d = (a : b).

b b
(Esto vale por ejemplo porque % 1l - << ds,t€Zconl=s a + ta, lo

que implica que d = sa + tb, la caracterizacién (2) del Teorema 4.5.9.)

4.6 Primos y factorizacion.

Recordemos que un ntimero p € Z es primo si y solo si es # 0,£1 y tiene
Unicamente 4 divisores, 0, lo que es lo mismo, si y solo si tiene Unicamente
2 divisores positivos. También, que un nimero a € Z es compuesto si y
solo si es #0,£1 yexiste d € Z con 1 <d < |a|] tal que d | a.

Proposicién 4.6.1. (Todo ntmero entero # 0,+1 es divisible por
algin primo.)

Sea a € Z, a # 0,+1. Entonces existe un nimero primo (positivo) p tal

que pla.

Corolario 4.6.2. (Cantidad de primos.)

Ezisten infinitos primos (positivos) distintos.

Digresion sobre Complejidad (1) Dado un ntimero a, hay un algorit-
mo muy natural para establecer si @ es primo o no: simplemente se divide a
a por todos los nimeros d menores que €l (o por todos los primos menores
que él, produciéndolos por ejemplo con la criba, o en realidad alcanza con
dividirlo por todos los primos menores que +/a, como se comenté arriba).
Si nunca da resto 0, es que a es primo.

4.6.1 La propiedad fundamental de los niimeros primos.

Si p es un ndmero primo (positivo), y a € Z es cualquiera, entonces

Divi(p) = {1,p} y por lo tanto DivComy ({p,a}) C {1,p}: es igual a
{1,p} cuando p|a y esigual a {1} cuando p{a. Por lo tanto el maximo
comun divisor entre p y a, esigual a p cuando p | a y esigual a 1 cuando

pta:

(p:a):{]f :i 5)’(6; , y por lo tanto pla < pfta.

(En particular, observemos que si p y ¢ son primos positivos distintos,
entonces p L q.)

Teorema 4.6.3. (Propiedad fundamental de los nlimeros primos.)

Sea p un primo y sean a,b € Z. Entonces

pla-b = pla o plb.

Demostracion. La Proposicién 4.5.12 (2) dice quesi p | a-b y p L a entonces
p | b. Por lo visto arriba, la condicién p L a es equivalente a pta. Luego
la Proposicién 4.5.12(2) dice que si p|a-b y pta entonces p|b. Esto es
claramente lo mismo que decir que si p | a - b entonces p | a o p | b, pues
si p | a-b, hay dos posibilidades: Si p | a, ya estd. Y si p t a, entonces
plb. O

p es primo si y solo si cada vez que p divide a un producto divide a alguno de los factores.



Proposiciéon 4.6.4. Sea p un nidmero primo y sean ai,...,a, € Z, con n > 2. Entonces
plai---a, = pla; para algin i, 1 <i<n.

En particular, dado a € Z, si p | a™ entonces p | a.

Teorema 4.6.5. (Teorema fundamental de la aritmética.)

Sea a € Z, a #0,+1. Entonces a se escribe en forma tinica como producto
de primos (positivos), (o se factoriza en forma inica como producto de
primos (positivos),) es decir:

e Ya€Z, a+#0,£1, existe r € N y existen primos positivos p1,...,pr
distintos y my,...,m, € N tales que

a:ipqn’l pgup:‘n"

e FEsta escritura es Unica salvo permutacion de los primos.

Ejemplo: Sean a =84 =122.3-7 y b= 188650 =2-52-73.11. Entonces
a-b=2.3.52.71.11 y ¥ =218.3.7°

Observacién 4.6.6. (Primos de productos y potencias.)

Sean a,b € Z no nulos de la forma

a==xp/"---p con my,...,my €Ny,
b==£pit---pm con ny,...,n, € Np.
Entonces
e a b= (Epl - pi) . (Epiteepin) = £ptrL L pmetne
Es decir a - b tiene exactamente los primos de a y de b en su factori-
zacion y los exponentes se suman.

n . .,

e a" = (Ep" - p)" = (£1)"pM" - pi*™ es la factorizacion en
primos de a", para todo n € N.

Es decir a™ tiene exactamente los mismos primos que a en su facto-

rizacion, y los exponentes van multiplicados por n.

Nota: Otro hecho que se desprende de este (y que de hecho aparece en la
demostracién de la unicidad de la factorizacién) es que p | a siy solo si p
aparece en la factorizacién en primos de a.

e Sea d|23-5%. ;Cémo puede ser d?

Est4 claro que si k-d = 23-5%, entonces en k y en d no pueden apa-
recer mas que los primos 2 y 5 (por la unicidad de la factorizacién).
Ademidssi d=2"-5/ con 0<1i,j paraque d€Z,y k = 2" . 57" con
0 <4,j para que k € Z, tiene que satisfacerse

23.5% =f.-d=2" .5 .20.5 = 2" F . 5+,

Asi, i/ +i1=3y j'+j =4. Esto implica, dado que i/ >0y j' >0,
que 0<1 <3y 0<j5<4.

Asi, si d |23 5%, la factorizacién en primos de d es
d=2".5/, con 0<i<3, 0<j<4

Luego Div(235%) = {425/, 0 <i<3,0<j<4}.
Por lo tanto, 235% tiene (3+1)(4+1) = 20 divisores positivos distintos,
y 2-20 = 40 divisores enteros, positivos y negativos.



Proposicién 4.6.7. (Divisores de un ndmero y cantidad.)

Sea a € Z, a#0,£1, y sea a = £p|" ---p la factorizacion en primos
de a. Entonces

1. d|la <= d==xp*---pl con 0<n; <my,...,0<n, <m,.
2. #Divy(a) = (mi+1)---(my+1) y #Div(a) = 2(m1+1)--- (m,+1).

e ;Cual es el menor niimero natural n con 12 divisores positivos?

a = 1 tiene unicamente 1 divisor positivo. O sea a > 2. Sea
a = p{"*---p™ con my,...,m, € N la factorizacién en primos de
a. Sabemos que entonces la cantidad de divisores positivos de a
es (my+1)---(my +1). Observemos que como m; > 1, entonces
m;+1>2, Vi. Luego, la condicién 12 = (my+1)---(m,+ 1) impli-
ca 12> 2" osea r < 3: a tiene a lo sumo 3 primos distintos. Por
lo tanto a es de una de las siguientes formas:

— — 1 M2 — 1 M2 m3
a=2p O a=p; Py O a=py Py~ Pz

— Caso a = p™: En ese caso a tiene m + 1 divisores positivos.
Si se quiere que sean 12, entonces m + 1 = 12 implica m = 11:
a=p', y el mis chico de ellos es claramente a = 2 = 2048.

— Caso a = p{" - py?: En ese caso a tiene (m; + 1)(mg + 1)
divisores positivos. Si se quiere que sean 12, entonces (m; +
1)(me+1)=12=6-2=4-3 implica m; +1=6,m2+1=2 o
mi+1=4,my+1=23 (0o cambiando el rol de m; y mg). Asi se
obtiene m; =5,mg =1 0 m; =3,mg = 2. Luego a :p‘;’ “pP2 O
a = p}-p3. Claramente los mas chicos de éstos son a = 25-3 = 96
ya=2%32="72.

— Caso a = pi" - py? - p3?: En ese caso a tiene (m; + 1)(ma +
1)(ms+1) divisores positivos. Sise quiere que sean 12, entonces
(m1 4+ 1)(ma+ 1)(ms +1) =12 = 3-2-2 implica m; +1 =
3,mo+1 =2y ms+1 =2 (ocambiando el rolde m;, my y ms).
Asf se obtiene m; = 2,ms = 1,m3 = 1. Luego a = p? - p2 - p3.-
Claramente el més chico de éstos es a =22-3-5=60.

e Calcular la suma de los divisores positivos de 10'0: Se tiene
Div (101%) = Div (2! 51%) = {2'57, 0 <i < 10,0 < j < 10}.

Por lo tanto

10 10 10 10
Yood= Y 2= 2= (2) ¥)
d>0,d|1010 0<¢,5<10 =0 7=0 1=0 7=0

10 10 11 11 11

. : 5t —1 2+ -1 5t —1

= 57 29 = . =21 -1 .
D il it



Proposicién 4.6.9. (Maximo comun divisor y factorizacién.)

Sean a,b € Z no nulos de la forma

a==xp"---p" con mq,...,m, € No,
b==£pt---p' con ny,...,n, €Np.
Entonces _
(a : b) = plinln{ml’nl} . .pi‘nln{mrvn"‘}.

Corolario 4.6.10. (Mcd de potencias.)

Sean a,b € Z mno nulos.

1. Sean a,b # 0,£1 con factorizacion en primos a = =xp|"*---pr,
mi,...,mp €N, y b==2q¢" - ¢}, ni,...,ns € N. Entonces

(a:b)=1 < p;#q;, Vi, ]

2. (a:b)=1y(a:c)=1 < (a:bc)=1.
3. (a:b)=1 <= (am:b")=1, YVm,n e N.
4. (@ :b")=(a:b)", ¥YneN.
jOjo que para esta 4ta propiedad tiene que ser la misma potencia n !

Ejemplos:

e Calcular (2" +3™:2" —2-3"), para todo n € N.

Sea d un posible divisor comun:

n n
{d|2+3 — d|3"+2-3" = d|3 3"

d|2m—2-3"
De la misma manera:

{d|2”+3" {d|2-2n+2.3”
=

e o g.gn o dl220 2= d]3e2n

Pero
d|3-3"yd|3:-2" = d](3-3":3-2")=3(3":2")=3-1=3.

Por lo tanto, (2" +3":2"—-2-3") =1 o 3.

Pero se ve claramente que 3 no puede ser un divisor comin ya que
3 12"+ 3" (pues si lo dividiera, se tendria que 3 | 2", absurdo!). Por
lo tanto el 3 queda descartado como posible mcd, y se concluye que
(2m4+3":2"—-2-3") =1, YneN.



e Sean a,b € Z no ambos nulos tales que (a:b) =6.
Calcular (ab:6a—60).

“Coprimizando”, se tiene a = 6a’, b=6b" con a’ L b, luego
(ab:6a—6b) = (36a'b : 36a’ — 36b") = (36a'b' : 36(a’ — V"))
=36(a't/ : d' = V).
Para concluir falta calcular los posibles valores de (ab’ : a’—b') cuando
a Lb:

Sea d un divisor comun:

d|ab d|ab d|al /2

d|ad —b — dlad(ad —1b) — dla*—aV — dla
De la misma manera:

d|at d|ab d|ab /2

dla -y 7 \d|¥ad—-v) — \dlay—v>

Obtuvimos d | ' y d | ¥*. Luego d | (a’* : ¥?). Pero, como vimos
arriba, o' LV = a’* L V?, es decir (a/* : ¥'*) = 1. Osea d | 1.
Asi se prueba que los tnicos divisores comunes de a'b’ y @' — V' son
+1, luego o't/ L d’ — V', y se concluye

(ab:6a—6b) =36(a't) : d' — V') = 36.
4.6.3 Minimo comun miiltiplo.

Definicién 4.6.11. (Minimo comuin maultiplo.)

Sean a,b € Z, no nulos. El minimo comin maltiplo entre a y b, que se
nota [a : b], es el menor nimero natural que es un multiplo comin de a y

b.

Ejemplo: Como todos ya “saben”, para a = 588 = 22-3-7? y b = 188650 =
2-52.73.11, el minimo comtn miiltiplo [a : b] es el producto de todos los
primos que aparecen en a y en b a la maxima potencia a la que aparecen,
osea [a:b] =2%.3.5%.73.11. Probemos este hecho en general.

Proposicién 4.6.12. (Minimo comiin miiltiplo y factorizacién.)

Sean a,b € Z no nulos de la forma

a==xp" - p con my,...,my € Ny,
b=+£p---p' con ny,...,n, € Nop.

Entonces
max{m1,n1} .. mymax{ms,nr}
1 by .

[a:b] =p



Corolario 4.6.13. (Mcm y mdiltiplos comunes.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos y sea m € Z, con m # 0. Entonces

alm y b|lm <= Ja:b]|m.

FEjemplo: Observemos que para a = 22-3'-7%2 y b =2'.52.73.11', tenfamos
(@:b) =272y [a:b] =22-3'.52.73.11'. Luego

(a:b)-Ja:b = (2" -7%)-(2%-3".5%. 73 . 111)
_9l+2 30+1 50+2 £2+3  110+1

— 22—‘,—1 X 31+O . 50+2 . 72-‘,—3 . 110+1

=(22.30.7%) . (2" - 52711 = a-b.
Es inmediato probar que este resultado vale en general.

Proposicién 4.6.14. (Producto mcd y mcm.)
Sean a,b € Z, no nulos, entonces |a-b| = (a:b)-[a: bl

En particular, si a L b, entonces [a:b] = |a-b|.

Esto da una alternativa para calcular el minimo comtn multiplo cuando uno
no conoce la factorizacion de los niimeros. De hecho esta forma de calcular el
minimo comuin multiplo es para nimeros grandes mas veloz que factorizar los
ntmeros para luego aplicar la Proposicién 4.6.14, ya que calcular el maximo
comun divisor por el algoritmo de Euclides es para numeros grandes mas
veloz que factorizar.

Ejemplo: Determinar todos los pares de nimeros a,b € N que satisfacen
que

(a:b)=2%-3-17 y [a:b]=2°-3-5% 17
iNunca olvidar que “coprimizar” en general ayuda!
Sabemos que a = (a:b)a’ y b= (a:b)V con a’ L V. Luego
(a:b)a:b]=ab=(a:b)dV.
Es decir

(b 2°.3.52.172
/b/:[a — :23_2.1 s
a (D) 52 .5 .17 5%+ 17, con a

Al ser @’ L b no puede aparecer un mismo primo simultdneamente en a’ y
b, y por lo tanto las posibilidades son (eligiendo cudles son los primos que
aparecen en a’ y luego los restantes estardn en b'):

a=10=25.17 a =23 Vv =5%-17
a =5 0=217 a =17, ¥ =23.5°
a=23.52 0 =17 a =23.17, b =52
a =52-17, b =23 a=23.52.17, b = 1.

Multiplicando estos ntimeros por (a : b) = 22 -3 - 17 se obtienen todos los
pares (a,b).



