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Enunciado (Ejercicio 2 de la Practica 5 del 1C de 2017)
Dado L = {017 |i > j Vi es par}

a) Demostrar que L cumple

Va ((aEL/\]a|22):>EIxEIyE|z (a:a:yz/\|a:y|§2/\|y]21/\Vz'(:cyiz€L)))

b) Demostrar que L no es regular.

Contexto

m Ya vieron en la tedrica el Lema de Pumping para lenguajes regulares y otras propiedades de
los lenguajes regulares (cerrados por resta, por ejemplo).

m Es un ejercicio que esta en la guia de ejercicios, pero podria darse en clase.

Solucién

a) Sea o € L tal que |a| > 2, vamos a ver que ocurre el consecuente analizando por casos:

m o empieza con cero Os: como no hay descomposiciéon y manejo de los is de modo que la
palabra deje de tener cantidad par de Os (porque van a ser cero), la palabra siempre esta
para cualquier ¢ y cualquier descomposicion.

Més formalmente, o = 1° para algtin b > 2 (dado que |a| > 2).
Sean x = ¢,y = 12,2 = 172, De esta forma, V i (zy'z = 12702 = 001240-2) ¢ [) dado
que hay una cantidad par de Os.
Notar que existen otras dos combinaciones de x, y, z tales que o« = zyz A|xy| < 2A|y| > 1,
aunque es importante entender que basta con hallar una. Las otras descomposiciones
aceptables son:
e v=1,y=12=12 en cuyo caso Vi (zy'z = 11T+0=2)
e yr=cy=12=1"" valiendo que Vi (xy'z = 1'T(-1)
En ambos casos, V i (zy'z € L) dado que la cantidad de 0s es 0, que es par (usando la
notacién escribimos que |zy‘z|o = 0 es par).
m « empieza con s6lo un 0 (una cantidad impar de Os, que es 1), y como estd en L tiene
cero 1s, dando una palabra que no tiene longitud > 2.
m « empieza con al menos dos Os, y hay 2 casos

e la cantidad de Os es par, por lo que tomo y como los 2 primeros Os y para cualquier %
va a seguir siendo par.
O sea, a = 0%1° con:

o a=2d,a >1 (porque a es pary a > 2),

ob>0,
o T =E¢,
o y=10%

o0 z = 0@—211)
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Asi, se cumple que o = zyz, |zy| < 2,|y| > 1y como
$yi2 — 02i0a721b — OQ(’H»a/fl) 1b c L

se obtiene que V i (zy'z € L).
e la cantidad de Os es impar pero mayor que la de 1s. En ese caso tomo y como un solo
0, es decir:
o a=0%"con a=2c+1,¢c> 0 porque a es impar, a > b

o r=c¢,
oy=0,
o z=0"11°
Entonces

o sit =0, la cantidad de 0s pasé a ser par y la palabra esta en L
xyoz — 1z =¢ Oafllb — 0(26+1)*11b — 020117 c L

o si ¢ > 1, sigue habiendo mas 0s que 1s y la palabra esta en L.
O sea,
lzy' 2|0 > |ryz|o porque i > 1,y =0
> |zyz|; dado que sabiamos que la cantidad de Os en a = zyz
era mayor que la de 1s

= |zy'z]1 pues y =0
y por tanto zy'z € L.

b) Una idea es suponer que L es regular e intentar usar el Lema de Pumping para llegar a un
absurdo, jpero por a) ya sabemos que esto no va a pasar porque de hecho existe ese n, 2 por
ejemplo!

Es importante entender que esto no constituye un absurdo porque el Lema de Pumping para
Lenguajes regulares da la implicacién de que existe un n, no dice que si existe un n el lenguaje
es regular.

No pudiendo usar el Lema de Pumping directamente con L, buscamos otros recursos.

Escribimos L como la siguiente uniéon disjunta:

L={01|i>jAiesimpar} U {01’ | i es par}

( 0OJO: por més que es cierto que L = {0°17 | i > j} U {0°17 | i es par}, al restar
{0°17 | 4 es par} no nos habria quedado {0°17 | 7 > j} dado que la interseccién es no vacia, y

quizas habria sido mas dificil probar que el lenguaje resultante de la resta no fuera regular.

Es sencillo ver que esta igualdad vale.
Llamemos
m L, ={01 |i>jAiesimpar}
m L, = {017 | i es par}
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Podemos ver que Lj es regular (construir un autémata es sencillo, pero también podemos dar
la expresién regular (00)*1* ), y ademds L — Ly = Ly. Ahora, suponiendo que L es regular,
L, = L — Ly debe ser un lenguaje regular porque tanto L y Ly lo son y los lenguajes regulares
estan cerrados por resta.

Veamos que L no es regular para concluir que L no lo es.

Supongamos que si y usemos el Lema de Pumping: existe n tal que

YV a <(a€L1/\|a|2n>:>E|x Jy 3z (a:xyz/\|xy|Sn/\|y|21/\Vi(winEL1)>>

Sea o = 02"112". Como 2n+ 1 es impar y 2n+1 > 2n, sabemos que o € L;. También es claro
que |a| > n. Asi,

Jz Jy Iz (aza:yz/\|:ry| <nAlyl>1AV1 (xyiz€L1)>

Notemos que como |zy| < n A |y| > 1, z sélo puede tener Os e y va a tener Os y sdlo va a tener
Os (digamos que y = 0™ con m > 1).

Consideremos zz, que es como « pero con al menos un 0 menos.

Tz = O\x|02n+1—|x|—m12n _ 02n+1—m12n

Como m > 1, |zzlp =2n+ 1 —m < 2n = |zz|; y por tanto zz ¢ L, (porque no tiene més Os
que 1s). Se concluye que L; no es regular.

Puntos importantes del ejercicio

m Fijar el Lema de Pumping

e dice que existe alguna descomposicion, no que todas tienen que cumplir

e es una implicacién, no un si y sélo si

m Ver que no siempre se puede probar usando el Lema de Pumping que un lenguaje no es regular,
justamente porque no es un si y sélo si y a veces vale el consecuente sin que valga el antecedente.
En esos casos, a veces hay que darle ciertas vueltas de tuercas para llegar a usar el Lema, o
directamente probar otros caminos.

m Esas otras vueltas de tuercas justamente pueden ser las propiedades que también se apunta a
que se fijen, como por ejemplo las operaciones por las que esta cerrado el conjunto de lenguajes
regulares.

m Es importante entender el anélisis por casos.
Cuando algo tiene que darse para toda «, entonces los casos tienen que cubrir todas las posi-
bilidades (cantidad par e impar de Os, etc.).
Cuando vimos que habia tres descomposiciones posibles pero bastaba con encontrar alguna (en
el primer item del inciso a)), no era necesario (y no siempre va a ser posible) verificar que en
todos los casos la palabra bombeada pertenecia a L.
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