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Capitulo 1

Aritmética de la computadora

En este capitulo vamos a discutir acerca de uno de los dos problemas fundamentales del analisis
numérico. El condicionamiento de un problema matematico refiere a su comportamiento frente a per-
turbaciones, mientras que la estabilidad habla del comportamiento del algoritmo usado para resolver
ese problema en una computadora. En este capitulo vamos a tratar, principalmente, el problema de la
estabilidad, mientras que el problema de condicionamiento se vera en el capitulo 5.

Dado que en una computadora todos los nimeros son representados mediante una cantidad de
digitos finita y fija, solo podemos representar de forma exacta un pequeno subconjunto de los niimero
reales. Esta limitacién presenta dos problemas: los ntimeros representados no pueden ser arbitrariamente
grandes ni arbitrariamente pequenos, y debe haber huecos entre ellos. Esto hace que al realizar cémputos
con numeros reales se generen errores numéricos.

Notacion: En general, notamos £ o & o & para denotar a la representaciéon de x como ntmero de
maquina, o también para denotar al niimero resultante de un pequeno cambio sobre z.
1.1. Representacion estandar IEEE

El estandar fijado por la IEEE contempla varias representaciones que se distinguen por su precisién.
Las dos més frecuentemente utilizadas son single (32 bits) y double (64 bits). Las dos restantes son half
(16 bits) y quadruple (128 bits). Todas estas representaciones son binarias y de punto flotante.

La precision double tiene la siguiente estructura:

Exponente (11 bits) Mantisa (52 bits)
[

LT T T T T T T T

Signo (1 bit)

s Signo (s): 1 bit. El ntimero representado es positivo si s = 0 y negativo si no.
» Exponente (e): 11 bits, en notacién exceso 219 — 1.

» Mantisa (m): 52 bits. Se considera una mantisa normalizada a 1. Es decir, el nimero representado
tiene mantisa (1,m)s.

En definitiva, el nimero representado es

(~1)* - (1m)p - 22 C D



Decimos que un cémputo genera underflow si el resultado es menor que el minimo representable,
en modulo. Anédlogamente, decimos que genera overflow si el resultado es mayor que el maximo repre-
sentable, en médulo. Notemos que si trabajamos con precisién doble, podemos representar niimeros tan
grandes como 1,5 x 103%°, y tan chicos como 2,2 x 1073%°, un rango lo suficientemente grande para que,
en la mayoria de los casos, no sean un riesgo serio.

1.1.1. Distribucion de los nimeros de maquina sobre la recta real

Los numeros de méquina no estan uniformemente distribuidos. Intuitivamente, cuanto maés nos
alejemos de 0, més esparcidos estardn los nimeros de maquina.

Figure 10.20 Density of Floating-Point Numbers

Esta distribucion puede parecer extrana. Contrariamente a lo intuitivo, que haria pensar que una
distribucién uniforme seria mas 1til, esta distribucién de los nimeros de méaquina resulta practica ya
que permite que los huecos entre dos nimeros adyacentes sean siempre, en términos relativos, menores
a 2752 (si estamos trabajando con precisién doble).

1.1.2. Aproximacion de los reales mediante niimeros de maquina

En esta seccién estudiaremos cuén eficaz es la aproximacién de un ntimero real mediante un sistema
con las caracteristicas del presentado previamente. El tipo de sistemas a los que nos referimos son
representaciones de punto flotante con una longitud de mantisa fija y exponente acotado.

En general, tenemos dos modos de aproximacién. Consideremos la escritura

z=(0,dy - dpdyyr---) - 10°

con d; # 0 (esta escritura es inica dado que d; # 0). Entonces dos formas de aproximar z son:

» Truncamiento. Simplemente descartamos los digitos dy41,dg+2,- - -, para obtener

Fl(x) = (0,dy - dy) - 10°

= Redondeo. Sumamos 0, 0---05 -10° =5-10~**1 .10¢ a 2 y truncamos.
——
k41 digitos

fl(x) = |(0,dy ---dg) +0,5-107F] . 10°

En general, las computadoras utilizan la aproximacién por redondeo.

1.2. Mediciones para el error

Definicién 1.2.1. Sea z € R. Sea z* € R un valor que pretende aproximar a x. La medidas mas utiles
respecto a la precision de x* son

= El error o error real: x — z*.

= El error absoluto: |x — z*|.




lz—="|

= El error relativo: 2l

Notemos que la diferencia entre el error absoluto y el error relativo es que este ultimo es indepen-
diente de la escala de x. Luego, el error relativo esta relacionado con la nocién de tener correctamente
representados a los digitos significativos. Es por este motivo que en el contexto de las ciencias de la compu-
tacion, donde las respuestas a los problemas pueden variar enormemente en magnitud, usualmente va a
ser de mayor interés el error relativo.

Cuando trabajamos con vectores x € R™, x* € R™, el error relativo se define con una norma vectorial
||e]], tal que
[l — =]

error relativo =
[E41

También podemos utilizar como medida al error relativo por componentes, que se define como

|z; — ]|
mix ————
i ||

medida que es ampliamente utilizada en el contexto del anélisis del error.

1.3. Epsilon de maquina

Si consideramos a F' el sistema de representacion de punto flotante, conformado por el subconjunto
discreto de los niimeros reales representables, determinados por una base 5§ > 2 (tipicamente 2), y una
precisiéon t > 1 (24 y 53 para precisién simple y para precisiéon doble del estdndar IEEE), entonces
podemos definir al epsilon de mdquina como

. _ 1—t
€maquina — § /8

Este ntimero no es otra cosa que la mitad de la distancia entre 1 y el siguiente ntimero de punto
flotante. En un sentido relativo, es una cota para la diferencia entre un ntmero en los reales, y su
aproximacién de punto flotante (via redondeo). Es decir,

|z — 2

para todo x € R, existe £ € F tal que 2] < €maquina
x

Es decir, €maquina resulta una cota del error relativo generado por la representacién de los niimeros reales
en numeros de maquina.

Obs: Para la aritmética de precisién simple y doble del IEEE, €naquina €S 272 ~x 6x10 %y
2753 ~ 1,1 x 10716, respectivamente.

La nocién de € permite dar cotas superiores sobre el error cometido al realizar distintas operaciones
en una maquina, independientemente de las caracteristicas del sistema de representaciéon de nimeros que
utilice la misma. Las cuatro operaciones estdandar que realiza una computadora son, &, S, ®, @.

Una computadora puede ser construida bajo el siguiente principio de diseno. Sea = e y dos nimeros
de punto flotante arbitrarios, es decir z,y € F'. Entonces,

z®y= fl(z+y)
roy = fllx-y)
r@y= fl(z xy)
zoy = fl(z/y)
Luego, bajo estas condiciones, podemos decir que la computadora cumple con la siguiente propiedad
Teorema 1.3.1. Para todo x,y € F, existe €, con |€| < €maquina tal que

r@®y=(zxy)(1+e)




Es decir, toda operacion en aritmética de punto flotante es exacta hasta un cierto error relativo de
tamano a lo sumo €msquina-

1.4. Estabilidad

Sea f : X — Y un problema, y sea un algoritmo f : X — Y. Un criterio que impondremos a un
algoritmo f, siempre que sea posible, es que los pequenos cambios en los datos inicial produzcan pequenos
cambios en los resultados finales. Una posible medicién de esta propiedad es considerar

= El error absoluto || f(z) — f(z)]|.

ILf (@)~ (@)

= El error relativo @

Si f es un ”buen” algoritmo, entonces podemos esperar que el error relativo sea pequeno, en el orden
de €maquina. Luego, podemos considerar que un algoritmo es preciso si para todo x € X

If (z) — f ()]
1f (@)

= O(Eméquina)

Si el problema f estd mal condicionado, el objetivo definido de que el algoritmo sea preciso es
demasiado ambicioso. Los errores de redondeo son inevitables en una computadora digital, e incluso si
todo el resto del cémputo sea llevado acabo de forma exacta, esta perturbacién en si misma llevaria a
un cambio significativo en el resultado. Por lo tanto, en vez de esperar que los algoritmos sean precisos,
lo mas apropiado es apuntar a que sean estables. Podemos decir que un algoritmo f para un problema f
es estable si para todo x € X

I1f () = f@)]
T Y2 T O Emé, uina
FEIE
para algin ¥ tal que
|2 — ||

=0 (Eméquina)

Si bien esta definicién puede ser ttil en muchas partes del dlgebra lineal numérica, la condiciéon
O(€msquina) €s demasiado estricta para ser apropiada para todo los problemas numéricos en otras areas,
como pueden ser las ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, podemos establecer una segunda definicion.

Definicién 1.4.1. Supongamos que se presenta un error Fjy en alguna etapa de los calculos, y E,
representa la magnitud del error después de n operaciones.

= Si B, ~n-C-Ey con C constante, entonces se dice que el crecimiento del error es lineal.
s Si E, ~ C"-Ey, para C > 1 constante, entonces se dice que el crecimiento del error es exponencial.

Normalmente, el crecimiento lineal del error es inevitable, y cuando C' y Ejy son pequenos, los
resultados son aceptables. Si el crecimiento del error fuera exponencial, entonces el error se volveria
inaceptablemente grande, incluso para valores chicos de n. Por lo tanto, un algoritmo con crecimiento
exponencial del error es inestable, mientras que un algoritmo que presenta un crecimiento lineal del
error es estable.

1.5. Fuentes de Errores

Hay tres fuentes principales de errores en los computos numéricos: redondeo, incertidumbre en los
datos, y truncamiento. Los errores asociados al redondeo son inevitables, al ser consecuencia de trabajar
con aritmética de precision finita. Si bien sus efectos pueden ser reducidos a partir de utilizar una
aritmética de mayor precisién (doble o ampliada), esto requiere de un mayor costo en cuanto al tiempo
de céomputo.




Los errores asociados a la incertidumbre de los datos son siempre una posibilidad cuando estamos
resolviendo problemas practicos, y pueden aparecer de distintas maneras: errores de medicién de cantidad
fisicas, errores al momento de guardar los datos en la computadora, o pueden ser el resultado de errores
en cémputos anteriores. Los efectos que generan los errores en los datos son, generalmente, mas faciles
de comprender que los efectos que generan los errores de redondeo, ya que estos pueden ser analizados
utilizando teoria de perturbacion sobre el problema a resolver, mientras que los errores de redondeo
requieren de andlisis especifico del método utilizado.

Los errores asociados al truncamiento tienen que ver con, por ejemplo en el caso de la regla del
trapecio, tomar una cantidad finita de una serie, y asumir que el resultado se parece al limite de la
sucesion. Los términos omitidos constituyen a los errores de truncamiento.

Los errores de redondeo y la inestabilidad son importantes, y los analistas numéricos siempre
serdn los expertos en estos temas y se esforzardn por asequrarse de que los incautos mo
tropiecen con ellos. Pero nuestra mision central es calcular cantidades que normalmente son
incomprensibles, desde un punto de vista analitico, y hacerlo a la velocidad del rayo.

1.5.1. Cancelacién

Al restar dos nimeros cercanos, el resultado estard préximo a cero, lo que puede ocasionar que se
pierdan digitos significativos. Este fenémeno se conoce como cancelacion catastrdfica, y tiene un gran
impacto en el error relativo.

Para realizar un analisis sobre el fenémeno de la cancelacion, consideremos la resta & = a — 13, donde
a=a-(1+A,),yb=0>-(1+Ay), donde los términos A,, A, representan al error relativo de a y b,
respectivamente. Si ahora queremos calcular el error relativo de x = a — b, obtenemos

x—&| la—b—(a—0D)
x | a—b
Cla=b—(a-(1+As) —b-(1+Ay))
N a—>b
- —a~Aa—b~Ab
N a—>b
|a - Aq| +|b- Ay
|a —b|
) |a| + 0]
< Ay, Ay|) - 00
< mie (|, o]} -

Luego, podemos esperar que cuando |a — b| < |a| + |b| ocurra una cancelacién catastréfica. Este anélisis
nos muestra que la cancelacién genera que errores relativos en a y b se magnifican. En otras palabras, la
cancelacion pone en evidencia errores que venimos arrastrando de calculos previos.

Es importante notar que la cancelacién no es siempre un error grave. Por ejemplo, si estamos tratando
con datos iniciales sin error, o si tenemos una expresién del tipo z + (z — y) , con z > x ~ y.

Multiplicacién por ntimeros grandes o divisién por nimeros pequenos

En este caso, se produce una amplificacion del error absoluto acarreado. Supongamos que x* es una
aproximacién de maquina de z. Dividiendo a z* por un nimero muy pequeno, digamos 10™" para cierto
n > 0, obtenemos el nimero de maquina x*/10™™ que aproxima a x/10~"™ con un error absoluto de

|[* /107" — /107 "] = |2* — x| - 10"

El error absoluto |z* — x| del primer redondeo se ve amplificado en un factor de 10”.




1.5.2. Suma

Las sumas de niimeros de punto flotante ocurren al evaluar productos internos, medias, variaciones,
normas y todo tipo de funciones no lineales. Aunque a primera vista la sumatoria puede parecer que
ofrece poco margen para el ingenio algoritmico, la habitual ”suma recursiva” (con varios ordenamientos)
es s6lo una de las diversas técnicas posibles. Veamos por qué es necesario tener alternativas a la suma
convencional.

En la mayorfa de los contextos de la programacién traducirfamos la sumatoria ., , ; como

Algoritmo de suma recursiva

Entrada: z1,...,x,
Salida: s

150

2 fori=1,...,ndo

3 Ls<—s+xi

4 return s

Este algoritmo es conocido como suma recursiva. Como los errores de redondeo individuales depen-
den de los operandos que estén siendo sumados, la precisién de la suma computada § varia dependiendo
del ordenamiento de los ;. Dos propuestas interesantes para su ordenamiento son de menor a mayor
|z1| < |zo| < -+ < |zy|, y de mayor a menor |z1| > |z2] > -+ > |z,

Otro método posible es la suma de a pares, en donde cada x; es sumado de a pares de la siguiente
manera n
Yi = To;—1%2;, parai=1: LEJ CON Y(n41)/2 = Ty SL M €s Impar

, aplicando este proceso de manera iterativa log, (n) veces. La suma de a pares es una opcién atractiva
para la programacion paralela, ya que cada uno de los pasos puede hacerse en paralelo.

Un tercer método es el método de insercion. Se tiene una lista ordenada x1,--- ,x, de menor a
mayor. Luego, se realiza la suma z1 4+ x5, y el resultado se inserta en la lista x3 - - -z, de forma tal que
la lista siga estando ordenada de menor a mayor.

En general, hay una gran variedad de métodos de suma de donde elegir. Para cada método el error
puede variar significativamente dependiendo de los datos, dentro del rango permitido por la cota del
error. Sin embargo, algunas guias bésicas para la elecciéon del método pueden ser dadas:

= Si es importante una alta precision, considere implementar la suma recursiva con mayor precision;
si es factible, esto puede ser menos costoso (y més preciso) que usar uno de los métodos alternativos
en la precisién de trabajo.

s Para la mayorfa de los métodos, los errores son, en el peor de los casos, proporcionales a n. Si n es
muy grande, la suma de a pares es atractiva.

= Si todos los x; tienen el mismo signo, la suma recursiva con orden creciente y el método de insercién
resultan buenas opciones.

= Para sumas con una mala cota para el error generado por una cancelacién, la suma recursiva con
el orden decreciente es atractiva, aunque no se puede garantizar que logre la mejor precisién.

Las consideraciones de costo computacional y la forma en que se generan los datos pueden descartar
algunos de los métodos. La suma recursiva y la suma por pares se pueden implementar en O(n), mientras
que el resto de los métodos son més costosos, ya que requieren de realizar biisquedas u ordenamientos.

Por dltimo, veamos un caso que se puede dar en caso de sumar dos nimeros z,y € R tales que
x > y. Supongamos que nuestra aritmética tiene una precisién de k = 5 digitos de mantisa. Sean




x =0,88888888 - 107 e y = 0,1 - 102. Entonces

ray= fl(fl(z) + fl(y))
= f1(0,88888 - 10" + 0,1 - 10%)
= £1(0,888881 - 107)
=0,88888 - 107

Es decir, el término x ha absorbido a y. Ahora, revisemos los principios de la suma.

1.5.3. Mitos

Algunos errores conceptuales y mitos son:

= La cancelacion en la resta de dos numeros casi iguales siempre causa errores graves. Vimos que en
el caso de z + (z — y) la cancelacién resulta inocua.

= Los errores de redondeo pueden abrumar un cdlculo solo si se acumulan un gran numero de ellos.
Muy a menudo, la inestabilidad no se debe a la acumulacién de millones de errores de redondeo.
sino por el crecimiento insidioso de unos pocos errores de redondeo.

s Un cdlculo breve libre de cancelacion, underflow y overflow debe ser preciso. Vimos que cuando
trabajamos con sistemas mal condicionados podemos obtener errores graves en los calculos.

s Aumentar la precision con la que se realiza un cdlculo aumenta la precision de la respuesta. Esto
solo vale cuando no tenemos ninguna otra fuente de errores numéricos.

= La respuesta final calculada de un algoritmo no puede ser mds precisa que cualquiera de las canti-
dades intermedias, es decir, los errores no se pueden cancelar.

= Los errores de redondeo solo pueden obstaculizar, y no ayudar, el éxito de un cdlculo.

1.6. Aritmética anidada

La pérdida de precision debido a un error de redondeo también se puede reducir al reacomodar los
célculos o bien reduciendo el niimero de cédlculos. Una operacién tipica es la evaluacién de polinomios;
por ejemplo

2a° + 42% + 52 + 15

Esta expresion que requiere de 8 productos y 3 sumas. Como enfoque alternativo, este polinomio se puede
expresar de forma anidada como
(2x+4)x+5)x+15

de manera tal que esta expresién solo requiere de 3 productos y 3 sumas.
En general, los polinomios siempre deberian expresarse en forma anidada antes de realizar una

evaluacion, ya que esta forma minimiza el nimero de cdlculos aritméticos requeridos, disminuyendo (en
general) el error generado.




Capitulo 2

Repaso de Algebra Lineal

Este capitulo estd dedicado a hacer un repaso del algebra lineal. En particular, nos vamos a enfocar
en recordar algunas definiciones, conceptos, propiedades sobre vectores y matrices que nos van a resultar
ttiles para el desarrollo de algunos temas que veremos a lo largo de la materia.

2.1. Vectores
Vamos a empezar recordando lo que es un vector y sus operaciones basicas:
Vector: Sea v € R™ una n-upla de coeficientes reales:
v ={v1,V2, ..., Vn}

con v; € R paratodoi=1,...,n.

2.1.1. Operaciones entre vectores

= Suma: w = v+ u, con w; = v; + u; para ¢ = 1,...,n. Es conmutativa y asociativa.

Multiplicaciéon por escalar: Sea o € R,w = av, con w; = av; parai=1,...n
» Producto interno (o escalar): (u,v) =Y | u;v;

= Combinacion lineal: Dado un conjunto de vectores v, € R™, con k = 1,..., K, w es combinacién

lineal del conjunto si:
K

w = E aRvg, con w € R"
k=1

Dentro de los vectores en R™ vamos a destacar al vector nulo 0 = (0,0, ...,0). El vector nulo siempre
se puede escribir como una combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores, ya que basta tomar
todos los escalares «; = 0.

Sin embargo, dependiendo del conjunto de vectores elegido, a veces es posible escribir al vector nulo
como una combinacién lineal donde no todos los coeficientes sean nulos. Por ejemplo, consideremos los
siguiente vectores:

v = (71,0,0) o] = 2

=(2,1,0 =1 4
V2 ( ) Q2 — 0= Z()éﬂ)i
V3 = (O, —3,0) 3 = 1/3 =1
’1}4:(1,573) 0[4:0



Entonces, hemos logrado una representacion del vector nulo mediante una combinacién lineal donde
no todos los coeficientes son nulos. Nuevamente, esto no siempre es posible y depende del conjunto de
vectores que estemos considerando. Esto da pie a la nocién de vectores linealmente independientes
o linealmente dependientes:

» Vectores li: Zle apvp =0 ap =0k =1,... K
= Vectores ld: Jay, con k =1, ..., K no todos nulos tal que Zszl agvg = 0.

Es decir, en caso de que la unica manera de escribir al vector nulo como combinacién lineal sea
tomando todos los escalares iguales a 0, diremos que se trata de un conjunto de vectores linealmente
independientes. En el caso de que existan escalares no todos nulos de tal manera que la combinacion
lineal nos dé el vector nulo diremos que los vectores son linealmente dependientes.

Dado el conjunto de vectores vy, ..., vk, si consideramos todas las combinaciones lineales, eso da pie
a lo que se conoce como subespacio generado:

» Subespacio generado S = {z € R" tal que z = Zszl QU }

Dentro de un subespacio, al cardinal del conjunto de vectores linealmente independientes lo llamaremos
la dimensién del subespacio. A cualquier conjunto linealmente independiente cuyo cardinal coincida con
la dimensién del subespacio lo llamaremos base del subespacio, y tienen la propiedad de que cualquier
vector del subespacio puede ser escrito como combinacion lineal de ellos.

2.2. Matrices

De la misma manera en la que hemos recordado los vectores, vamos a recordar las matrices. En este
caso, estamos hablando de arreglos bi-dimensionales (tenemos dos pardmetros m = cantidad de filas,
n = cantidad de columnas):

aip  aiz2 - Qi

a21 a22 o a2n
AeR™ " A=

(751 @2 (£27)

Aml  Am2 e Qmn

2.2.1. Operaciones entre matrices

De la misma manera en la que recordamos operaciones entre vectores, podemos recordar algunas
operaciones entre las matrices A € R™*" B € RP*4:

= Suma: Sim = py n = ¢, entonces la matriz C € R"*™

C=A+B, concj=a;+by, parai=1,...m,j=1,..,n

estd definida. La suma es una operacién conmutativa y asociativa.

= Producto por escalar: C' € R"*™, a € R:

C =aAcon ¢ =aa;, parai=1,..m,j=1,...,n
= Producto entre matrices: Sea C € R™*9 A R™*" B e R"*P  AB = C. Definida si n = p:

Cij = Zaik~bkj Vi € [1...m], j € [1...p]
k=1

Lema 2.2.1. Sea A € R™*" x € R" y q; la columna i-ésima de A:

n
Az = E a;.2;
i=1




Aqui podemos notar que Ax no es otra cosa que una combinacién lineal de las columnas de A.

Lema 2.2.2. Sea ,A € R™*" B € R" ™ g, la columna i-ésima de A, y b} la fila i-ésima de B:
AB = abj
k=1

Lema 2.2.3. Sea , A € R™*" B € R™*" q! la fila i-ésima de A, y b; la columna i-ésima de B:

fila;(AB) = a!.B
COli(AB) = Abz

Una primera observaciéon es que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, incluso en el
caso en que las dimensiones sean las mismas.

2.2.2. Matrices especiales

Dentro de las matrices, vamos a recordar algunas en particular:

= Matriz identidad: es una matriz cuadrada, en la diagonal tiene 1s, y fuera de la diagonal tiene
0s. I € R"*" con I;; =0sii#j,ely; =1:

01 -~ 0
0 0 1

= Matriz diagonal: es una matriz cuadrada, y por fuera de la diagonal tiene 0s. D € R™*"™, con

dij =0sizs 7& ]
dll 0 0
0 dao 0
0 0 dnn

» Matriz triangular superior: es una matriz cuadrada, y por debajo de la diagonal (no incluida)
tiene 0s. U € R™*™ con u;; =0sii > j

* * e *
0 = *
0 0 *

» Matriz triangular inferior: es una matriz cuadrada, y por arriba de la diagonal (no incluida)
tiene 0s. L € R™*" con l;; =0sii < j

* 0
% % 0
* ok *

Propiedades

= Una propiedad interesante de las matrices triangulares es que el producto de triangulares
inferiores (superiores) es triangular inferior (superior).
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s Otra propiedad de utilidad es que el determinante de una matriz triangular es igual al producto
de los elemento de la diagonal.

» Notemos que una matriz diagonal es, en particular, una matriz triangular (tanto superior, como
inferior).

Hay un concepto relacionado con las matrices, que dada una matriz A € R™*™, el rango de A se
define como la cantidad méxima de columnas (o filas) linealmente independientes.

En el caso de que la matriz sea cuadrada, a veces existe lo que se conoce como la inversa de la
matriz:

= Definicién: Si A es una matriz cuadrada, y 3B del mismo tamano que A, tal que AB = BA =1,
entonces A es inversible (no singular) y B es la inversa de A, y se denota B = A™L.

s AAT P =ATMA=T

= A es inversible <= rango(A) = n <= det(A) #0

= Si A tiene inversa, entonces es tnica.

» (ATH) T = A

» Si Ay B cuadradas, y AB inversible, entonces (AB)~! = B~1A~L.

» La inversa (si existe) de una matriz diagonal es una matriz diagonal, y en particular (D~!);; = di
1
» La inversa (si existe) de una matriz triangular inferior (superior) es una matriz triangular inferior

(superior).

= Si una matriz A € R™"*" es triangular e inversible, entonces a;; # 0 para todo i = 1,--- ,n, y
ademés A;;' = L.
Qis
Hay ciertas matrices cuyos coeficientes guardan cierta relacion. Entre ellas estd el conjunto de ma-
trices estrictamente diagonal dominante. Decimos que una matriz es edd cuando:

|aii| > Z |CL7,]‘VZ =1,..,n
J#i

Es decir, decimos que una matriz es edd si cada elemento de la diagonal es mayor estricto en médulo
que la suma del resto de los elementos de su fila. Una de las propiedades de este tipo de matrices es que
son inversibles (lo veremos en detalle més adelante).

Vamos a pasar a unas matrices muy particulares que son las matrices de permutacién. Las ma-
trices de permutacién son matrices cuadradas, que son iguales a la identidad, pero se tienen desordenadas
las columnas (o filas), es decir, son una permutacién de la matriz identidad. P € R™*":

01 0 0
0 0 01
P_0010
1.0 0 0

Este tipo de matrices nos permiten permutar matrices, alterando el orden original de las filas (P A)
o de las columnas (AP) de la matriz A, de la misma forma en la que la matriz de permutacién P tenia
cambiado el orden respecto de la identidad:

01 00 at ab
00 01 ab al

* t = t
0 01 0 ay ak
1 000 al al
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aq as Qa3 Q4| *

_ o O O

oo o

o~ OO

O O = O

aq ap az a2

Obs: como las matrices de permutacion son permutaciones de la identidad, podemos almacenar
unicamente el orden alterado de las columnas de la identidad, el cual, en este caso, serfa [4, 1,3, 2].

Otro tipo de matrices que vamos a mencionar son las matrices elementales. Vamos a empezar
con las que se conocen como matrices elementales de tipo 1, que son muy parecidas a la identidad, salvo
que tienen un escalar « en algin lugar de la diagonal:

oo o

Cuando multiplicamos a una matriz A por una

columna (AE) por a:

1 0 0

0 a O

0 0 1

0 0 0
a; a2 a3 Q4] *

_ o o o

OO O

*{
0
e
0
0

0 0 O
a 0 0
0 10
0 01
matriz elemental, multiplicamos la fila (FA) o la
ap 1 [ o
a, | | a.db
ag || ag
aj | aj
0 0] -
0 00 _ o aas as a
1 o] = |® @2 a3 aq
o 1] L

El segundo tipo de matriz elemental (matriz elemental de tipo 2) es aquella que es igual a la identidad,
pero por fuera de la diagonal tiene un escalar o no nulo:

OQ O

oo = O

o= OO

_= o O O

Cuando multiplicamos a una matriz A cualquiera por este tipo de matrices es el siguiente:

1 0 0 O
0 1 0 O
a 0 1 0
0 0 0 1
1
0
ay Qa2 as Qaq| * a
0

o o= O

O = OO

= o O O

ay +a.a3 as az ag

Obs: Las matrices elementales son inversibles, y las matrices de permutacién son ortogonales.

12



2.3. Transformaciones Lineales

Finalmente, vamos a recordar algunos otros conceptos que relacionan a las matrices con las trans-
formaciones lineales o con los sistemas de ecuaciones. Recordemos la definiciéon de transformacién lineal:

Definicién 2.3.1. Si T : V — W es una funcién de un espacio vectorial V' a un espacio vectorial W,
entonces T se denomina una transformacién lineal de V a W si y solo si, Vu, v € V, ¢ € R, vale que:

s T(u+v)=T(u)+T(v)
» T(cu) =c.T(u)

En este caso, vamos a decir que el Espacio Imagen definido por la matriz A es el conjunto de
vectores en y € R™ tal que existe x € R"™ con Az = y:

Im(A)={y e R™/Iz e R", Az =y}
Ademsds del espacio imagen, existe un espacio definido para las transformaciones lineales que es el
espacio nulo o Ncleo de A. El Nu(A) es el conjunto de x € R™ tales que Ax = 0:
Nu(A) = {x e R"/Az = 0}
En el caso de que las columnas de A sean linealmente independientes, la tinica manera de escribir al

0 como combinacién lineal de las columnas de A va a ser con todos los coeficientes nulos. En cambio, si
las columnas son linealmente dependientes, van a existir valores de x # 0 tales que Az = 0. Por lo tanto:

Nu(A) # {0} < las columnas de A son li

2.4. Operaciones Varias
= Traspuesta

e Definicién: Si A es cualquier matriz m x n, entonces la traspuesta de A, denotada por A7,
se define como la matriz n X m que resulta de intercambiar los renglones y las columnas de
A. Es decir, la i-ésima, columna de A7 es el i-ésimo renglén de A.

e al; = aj; para todo i =1,...,m, j71,...n
o (ANt =A
e (A+B)T =AT + BT
o (AB)T = BT AT
o (A1 = (A7)
= Traza:

e Definicion: La traza de una matriz A € R™**™:
n
t’I“(A) = Z (0777
i=1

e ir(AB) = tr(BA).
o tr(A) = tr(AT).

» Determinante:
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e Definicién: Sea A una matriz cuadrada, entonces:

1. SiA=

[a] es una matriz 1 x 1, entonces det(A) = a.

2. Si A es una matriz n X n, con n > 1, el menor M;; es el determinante de la submatriz
(n—1) x (n—1) de A obtenida al quitar le i-ésima fila y la j-ésima columna de la matriz

A.

3. El cofactor A;; asociado con M;; estd definido por A;; = (—1)"* M;;.

4. El determinante de la matriz An x n, cuando n > 1, estd dado ya sea por:

n
det(A) = Za”AU’ para cualquier ¢ = 1,2, -+, n,
j=1

o mediante

n
det(A) = Zaiinj, para cualquier j =1,2,--- ,n,
i=1

o det(k.A) = k™.det(A).

o Sidet(A) # 0, entonces A es inversible.

o det(?h) =ad—bc

Si bien parece que existen 2n definiciones diferentes del det(A), dependiendo de la columna o fila
seleccionada, todas ellas llevan al mismo resultado numérico. Luego, es mas conveniente calcular el
det(A) a lo largo de la fila o la columna con la mayor cantidad de ceros.

Se puede mostrar que la complejidad del cdlculo del determinante de una matriz general n X n
mediante esta definicién es de O(n!). Incluso para valores relativamente pequenos de n, el nimero
de célculo se vuelve dificil de manejar. Por lo tanto, en vez de utilizar la definicién del determinante,
se utilizan las siguientes propiedades:

i) Sicualquier fila o columna A sélo tiene entradas cero, entonces det A = 0.
ii) SiA tiene dos filas o dos columnas iguales, entonces det A = 0.
iii) Si A se obtiene a partir de A mediante la operacién (£;) < (E;), com & 3£ j,
entonces det A = — det A.
iv) Si A se obtiene a partir de A mediante la operacion (LE;) — (L)), entonces
A =)det A,
v) SiAse ubticn_c a partir de A mediante la operacion (E; +AE ) — (E)coni # j.
entonces det A = det A.
vi) Si Btambién es una matriz n ¥ n, entonces det AR = det A det B
vii) det A’ = det A.
viii) Cuando A !existe, det A ' = (det A) L.
ix) SiA es una matriz triangular superior, triangular inferior o diagonal, entonces

A=TI", a. "

La parte ix) del teorema 6.16 indica que el determinante de una matriz triangular es
simplemente el producto de sus elementos diagonales. Al emplear las operaciones de fila
dadas en las partes iii), iv) y v), podemos reducir una matriz cuadrada determinada a la forma
triangular para encontrar su determinante.

Luego, podemos calcular el determinante en un orden cibico.




2.5. Proposiciones equivalentes

Si A es una matriz n X n, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

= A es inversible.

s Az = 0 solo vale para = = 0.

s Ax = b tiene exactamente una solucién para todo término independiente b.
w det(A) # 0.

= Las columnas de A son linealmente independientes.

= Las filas de A son linealmente independientes.

s El rango de A es n.

» La dimensién del nicleo de A es 0.

s AT A es inversible.

= A\ =0 no es autovalor de A.
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Capitulo 3

Resolucion de sistemas lineales

En este capitulo nos vamos a dedicar a sistemas de ecuaciones lineales, centrandonos en algorit-
mos de resolucién. Vamos a analizar sus propiedades, tales como la eficiencia, el costo, la aplicabilidad,
la inestabilidad numérica, etc.

La resolucién de estos sistemas es un problema importante y frecuente en el andlisis numérico, ya que
estos son ttiles a la hora de modelar matematicamente el comportamiento de problemas provenientes de
diversas disciplinas, como la fisica y la ingenieria, para ser tratados en forma computacional. En muchos
de estos modelos aparecen ecuaciones que, o bien son lineales, o pueden aproximarse bien mediante
ecuaciones lineales. Estos sistemas también aparecen en la resolucién de ecuaciones diferenciales, que son
cruciales para muchas disciplinas. Comenzamos recordando lo que es un sistema de ecuaciones lineales.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma:

1121 + 1222 + -+ -+ A1p T = by

G211 + a22%2 + -+ - + G2nTy = b2

Ap121 + Ap2Z2 + - + App Ty = bn
donde los a; ; y los b; son ntimeros reales.

En particular nos vamos a restringir al caso en el que la cantidad de variables dadas en el sistema
coincide con la cantidad de ecuaciones que tiene el sistema.

Si definimos a A como la matriz asociada al sistema, que no es otra cosa que la matriz que tiene
los coeficientes de las ecuaciones, b al término independiente, que corresponde a los coeficientes que
aparecen del lado derecho de las ecuaciones, y a x al vector de ecuaciones. Entonces resolver un sistema
de ecuaciones no es otra cosa que resolver el sistema Ax = b:

a1l a2 -+ Glin b1 T

az1 G2 - Q2p by T2
A= b= T =

an1 an2 tee Anpn bn Tn

Esta representacion nos facilitara tanto su comprensiéon como su tratamiento computacional.

Las variables z1,...,z, se denominan las incégnitas del sistema. Una solucién de un sistema de
ecuaciones lineales es un conjunto de valores para las incégnitas que satisfacen simultaneamente todas
las ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones lineales puede no tener solucién, tener solucién tinica, o tener infinitas
soluciones. Si la matriz asociada al sistema es inversible (o, lo que es lo mismo, sus columnas son lineal-
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mente independientes) la solucién serd tnica. Si, por el contrario, la matriz es singular, podria pasar que
el sistema no tenga solucién o que tenga infinitas de ellas.

Un sistema de la forma A -y = 0 se denomina homogéneo. Las soluciones de un sistema homogéneo
forman un subespacio vectorial. Ademsds, la totalidad del conjunto de soluciones de cualquier sistema
A -x = b puede obtenerse obteniendo una solucién particular del mismo, y luego sumarle a = cualquiera
de las soluciones del sistema homogéneo asociado, pues A-(x + y)=A-z+A-y=A-z=b.

Como nos estamos restringiendo al caso de igual cantidad de variables que de ecuaciones, la matriz
A € R™ ™ el vector b € R™, y buscamos un vector z € R™ tal que Ax = b.

Si recordamos algunos conceptos vistos en el repaso de Algebra Lineal, cuando tenfamos un sistema
Az = b, hacer el producto Az no es otra cosa que una combinacién lineal de las columnas de A:

Ax =D

Az = a1z + asxo + -+ -+ apnzn,

Entonces, resolver el sistema de ecuaciones no es otra cosa que buscar la combinacién lineal de
las columnas de A que nos dé como resultado el vector b. Si recordamos, ademas, la relacién entre las
matrices y las transformaciones lineales, sabemos que encontrar un x tal que Ax = b va a ser posible,
Unicamente, en caso de que b € Im(A). Si b ¢ Im(A), entonces no es posible hallar un z tal que Az = b,
y por lo tanto el sistema no tiene solucion.

Por otro lado, si b € Im(A), entonces podemos escribir a b como una combinacién lineal de las
columnas de A. En el caso de que exista una inica manera de escribir a b como combinacién lineal de
las columnas de A, la solucién va a ser unica. Si, en cambio, tenemos mas de una manera de escribir
a b como combinacién lineal de las columnas de A, entonces vamos a tener infinitas soluciones.

.De qué va a depender esto? Va a depender del rango de la matriz A. Es decir, si las columnas de
A son linealmente independientes, entonces la solucién va a ser unica. Si, en cambio, las columnas son
linealmente dependientes, entonces vamos a tener infinitas soluciones.

Un concepto que vamos a recordar sobre los sistemas de ecuaciones son los sistemas de ecuaciones
equivalentes. Son aquellos sistemas que tienen el mismo conjunto de soluciones:

Ve e R" Ar =b<= Bx =d

3.1. Resolucién de Sistemas Faciles

Vamos a comenzar por resolver sistemas de ecuaciones que denominamos faciles. El primer sistema
de ecuaciones que vamos a considerar es aquel que tiene como matriz asociada una matriz diagonal:

dy; 0 .- 0

0 dyg - 0
A:D:

0 0 - dun

Entonces, ja qué tipo de sistema corresponde a una matriz de este estilo? Corresponde a un sistema
en el cual en las distintas ecuaciones vamos a tener involucradas una tinica variable:

di1z1 = by

daaxo = bo

dnnxn = bn

Para resolver este sistema de ecuaciones, vamos a dividir el andlisis en dos casos:
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= Caso 1: Todos los elementos de la diagonal son distintos de cero:

_bl
xl—d711
xg—TQQ

_bn
T

De esta manera nos queda determinada la tnica solucién que tiene el sistema, y es tnica porque,
como los términos d;; son todos distintos de 0, las columnas de A son linealmente independientes, y
por lo tanto hay una inica manera de escribir al vector b como combinacién lineal de las columnas
de A.

Cuando hablamos de algoritmos, una de las propiedades que vamos a analizar es la cantidad de
operaciones elementales (sumas, restas, divisiones, multiplicaciones) que estdn involucradas en el
algoritmo. En este caso, la cantidad de operaciones elementales que tenemos son n cocientes, y por
lo tanto el algoritmo tiene complejidad O(n).

= Caso 2: existe algiin elemento de la diagonal tal que d;; = O:
d”CCZ = bi7 con dii =0

e Si el término independiente b; # 0, como x; estd multiplicada por un valor nulo, entonces no
existe ningtun valor para x; que satisfaga esta ecuacion, y por lo tanto podemos afirmar que
el sistema no tiene solucion.

e Si, en cambio, el término independiente b; = 0, cualquier valor que le demos a la variable x;
va a ser valido. Es decir, tenemos infinitas posibilidades.

Por lo tanto, si para todo el sistema de ecuaciones ocurre que todos los términos nulos corresponden
a términos independientes nulos, entonces el sistema tiene infinitas soluciones. Basta que exista un
término nulo en la diagonal asociado a un término independiente no nulo para que el sistema no
tenga solucion.

El segundo caso que vamos a analizar, como caso facil, es aquel caso en el que la matriz asociada al
sistema al sistema es una matriz triangular superior:

* * *

0 % - x
U= .

0 0 *

UL, + U12T2 + -+ Un Ty = by

U2 + + -+ + U2p Ty, = b

Up—1n—1Tn—1 F Un—1nTn = bn—l

UnpnTn = bn
Al igual que hicimos con los sistemas diagonales, vamos a considerar dos casos:

= Caso 1: Todos los elementos de la diagonal son distintos de cero: Si recordamos que el determi-
nante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal, concluimos que el
determinante va a ser distinto de 0. Eso nos permite afirmar que la matriz es inversible, por lo
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tanto sus columnas van a ser linealmente independientes, y por lo tanto la solucién del sistema
existe y es unica. Veamos como lo podemos obtener:

br,
Ty = —

Unn

T o bn—l — Un—1nTn
n—1—
Up—1n—1
= b1 — u12%2 - — U1 Ty

1=

Uil

De esta manera, hemos logrado identificar las n variables que intervienen en el sistema, de forma
univoca. Ahora, vamos a analizar la cantidad de operaciones involucradas en el algoritmo:

e En el primer paso, tenemos 1 cociente.

e En el segundo paso, tenemos 1 cociente, 1 producto, 1 resta.

e En el paso j-ésimo, correspondiente a la variable x;, tenemos 1 cociente, (n — i) productos,
(n — 1) restas.

e En el dltimo paso, tenemos 1 cociente, (n — 1) productos, (n — 1) restas.

Por lo tanto, el costo total en operaciones elementales del algoritmo es la suma de todas estas
operaciones: n cocientes, n(n — 1)/2 productos, n(n — 1)/2 restas, y por lo tanto el algoritmo tiene
complejidad O(n?). Este algoritmo se conoce como Backward Substitution, y si bien es més costoso
con respecto al que corresponde a sistemas diagonales, sigue siendo relativamente barato.

s Caso 2: En caso de que alguno de los elementos de la diagonal sea nulo, no vamos a poder dividir
por ese término, y entonces habra que analizar si el sistema o bien tiene infinitas soluciones, o bien
no tiene solucion.

En caso de sistemas con una matriz asociada triangular inferior es simétrico al caso de las matrices
triangulares superiores. En lugar de empezar por la tltima ecuacién, se empieza por la primera, y el
algoritmo se conoce como Foward Substitution.

3.2. Resolucion de Sistemas Generales

3.2.1. Eliminacién Gaussiana

Lo que tenemos hasta el momento son algoritmos para resolver sistemas diagonales, y para resolver
sistemas triangulares. A continuacién, vamos a abordar el caso de sistemas de ecuaciones donde la
estructura de la matriz asociada al sistema no guarda ninguna particularidad, asi que los llamamos
sistemas generales. La idea va a ser construir un sistema equivalente cuya matriz asociada sea de las
faciles (triangular o diagonal), y como los sistemas equivalentes comparten el mismo conjunto solucién,
resolviendo estos sistemas féciles, resolvemos el problema original.

{Cémo hacemos para construir un sistema equivalente? Para transformar un sistema en otro equi-
valente se aplica una serie de operaciones sobre las ecuaciones del mismo que no modifican su conjunto
de soluciones. Estas operaciones son las siguientes:

» Permutar el orden de las ecuaciones (multiplicar por una matriz de permutacién: P[A, b]).

» Multiplicar ecuaciones por un escalar no nulo (multiplicar por una matriz elemental de tipo 1:
Ei[A,b]).
» Sumar /restar ecuaciones (multiplicar por una matriz elemental de tipo 2: Eis[A, b]).

No se modifica el conjunto solucién ya que las matrices que permiten realizar estas operaciones son
inversibles, y por lo tanto - Az = F - b <= Az =b.

Basado en esta propiedad, se desarrolla el Método de Eliminacién Gaussiana. Este consiste
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en convertir un sistema de ecuaciones general, sin ninguna estructura, a un sistema equivalente cuya
matriz asociada sea triangular superior. Una vez obtenida el sistema equivalente, se puede aplicar el
procedimiento de Backward Substitution, y asi encontrar las soluciones del sistema original.

El mismo opera sobre la matriz aumentada ([A,b]) del sistema, que es la matriz

ail ai12 e QA1n bl

a1 G2 ... G2y | b2
A =

Apl Qp2  ---  Gun | bn

Como cada iteracién efectiia cambios sobre la matriz A, utilizaremos la notacién A¥) para referirnos
al resultado luego de la k-ésima iteracion del proceso, mientras que con al™ y bz(- ) haremos referencia a

ij
cada uno de sus elementos.

La idea del algoritmo es aplicar operaciones de filas en forma consecutiva hasta llevar A a una
forma triangular superior. El método itera sobre las columnas de la matriz, buscando en cada paso
colocar ceros en los lugares que se encuentran debajo de la diagonal. Es decir, en la k-ésima iteracién,
todas las columnas hasta la k — 1 tienen ceros debajo de la diagonal, asegurando que tras n—1 iteraciones
la matriz quedara en forma triangular superior.

En la k-ésima iteracion se resta a las filas k + 1,--- , n un multiplo de la fila k-ésima, con un factor
mz(-k) correspondiente. Esto significa que, para todo ¢ = k + 1,...,n, los coeficientes de la fila i-ésima
quedarin

o) = i oD,

y como se quiere dejar un 0 en la columna k-ésima, es decir, az(-llz) = 0, debe tomarse, para cada fila
i, el multiplicador

age
(k—1)
Ak

mi =

Es importante notar que solo es posible efectuar el k-ésimo paso del algoritmo si a,(clz_l) # 0. Si

a,(ﬁt_l) = 0, el algoritmo falla.
Como cada paso del algoritmo coloca ceros debajo de la diagonal en la columna k-ésima, y no
modifica los ceros que fueron ubicados en otras columnas por los pasos previos, la matriz A1 que se

obtiene tras n — 1 iteraciones del proceso es triangular superior.

A continuacién se presenta el algoritmo en forma de pseudocédigo:

Algoritmo de Eliminacién Gaussiana

Entrada: A € R"*"” y b € R".
Salida: x € R” tal que A -x =b.
1 fork=1,...,n—1do

2 if axy # 0 then

3 fori=k+1,...,ndo
ik

4 Mgk <
Akl

5 Fi%Fifmik~Fk

6 else

7 L fallar
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donde F; se corresponde con la i-ésima fila de la matriz ampliada del sistema. El costo total del
algoritmo es :

Costo :i(n—i)(n—ﬂ—Z)p +n—9)n—i4+2)r +(n—1i)c

i=1

3
n
donde p = producto, r = resta, ¢ = cociente. Por lo tanto, su complejidad es aproximadamente O(g)

3.2.2. EG con pivoteo

Ahora bien, dada una matriz, puede ocurrir que en la k-ésima iteracion nos aparezca un elemento
nulo en la posicién agk, y por lo tanto no se cumpla la condicién necesaria ;qué podemos hacer en ese
caso? Vamos a analizar:

0 =

0 0 =«
0
x %
x %

Veamos qué dos posibilidades pueden ocurrir:

= Caso 1: Una primera posibilidad es que nos encontremos, efectivamente, con un término nulo en
akk, pero que el resto de los elementos (ag+1,% en adelante) de esa columna también sean nulos.
Recordando que el objetivo de este paso es lograr ceros en la columna, al ya tener la columna llena
de ceros, no hay necesidad de efectuar ese paso, y se puede pasar a la siguiente columna.

= Caso 2: Si nos encontramos con un elemento no nulo en el resto de la columna, no podemos pasar
al siguiente paso. Sin embargo, sabemos que si a un sistema de ecuaciones permutamos el orden
de las filas, el sistema que obtenemos es un sistema equivalente. Entonces, podemos pensar en
realizar una permutacién entre la fila k y una fila j (con j > k) que tenga un elemento no nulo
en la columna k, obteniendo un sistema equivalente con un elemento no nulo en la posicién Ay,
pudiendo continuar con el algoritmo.

En ambos casos pudimos solucionar el problema, y por lo tanto toda matriz A admite resolucién
aplicando Eliminacién Gaussiana con permutaciones.

Cuando se busca implementar la Eliminacién Gaussiana, hay que tener en cuenta que en la compu-
tadora se trabaja con aritmética finita. Cuando se trabaja con aritmética finita, las operaciones elemen-
tales pueden presentar errores. Entonces, es deseable que el algoritmo tratara evitar algunos errores que
pueden ser significativos, propiedad que se conoce como estabilidad numérica. Por ejemplo, en aritmética
finita, si se divide por un nimero chico, se incrementa el error absoluto en las operaciones, lo cual no es
deseable.

Supongamos que queremos calcular la factorizacién LU de la matriz A

__|€ -1 o 1 0 U1 U122
T e R T

Si aplicamos el algoritmo de eliminacién gaussiana sin pivoteo, la factorizacion LU nos queda uj; =
€, u12 = —1,lo1 = € 1, usp = 1+ €. Sin embargo, cuando trabajamos con aritmética de punto flotante,
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si € es lo suficientemente chico, entonces gy = fI(1 + ¢~ 1) se evalda a e~ !, ya que ¢! > 1. Asumiendo
que lo; es computado de forma exacta, entonces nos queda

ol 34 4 7

[

Por lo tanto, la factorizacion LU computada falla en reproducir a A. Notemos que la matriz A estd
muy bien condicionada (keo(A) = 115)’ por lo que no es un problema de que el sistema esté mal

condicionado. El problema es la eleccion de € como pivote. Luego, podemos concluir que es necesario
tener algunas estrategias que nos permitan reducir este tipo de escenarios en los que se compromete la
solucién del sistema.

En cada paso del algoritmo de Eliminacién Gaussiana, llamamos pivote al elemento de la diagonal
sobre el cual estamos trabajando (en el paso k-ésimo, el pivote es al(f; 1)). La técnica de pivoteo consiste
en realizar operaciones sobre la matriz, intercambiando sus filas (o sus columnas) para modificar el pivote

sin alterar las soluciones del sistema asociado.
La idea es la siguiente:

= Si lo que molesta es dividir por niimeros chicos, en el paso k-ésimo podemos permutar por aquella
fila j-ésima (con j > k, y ay]z*l) # 0) que tenga coeficiente mas grande en médulo. Esta estrategia

se conoce como pivoteo parcial.

El pivoteo parcial consiste en intercambiar el pivote por un elemento de la misma columna,
considerando el propio pivote y los elementos que se encuentran por debajo de él, y eligiendo el
de mayor valor absoluto. Por lo tanto, se lleva a cabo intercambiando dos filas de la matriz. Esta
técnica solo requiere considerar, a lo sumo, n posibles valores para el pivote. Garantiza que se
elegird un pivote no nulo (a menos que el elemento de la diagonal y todos los que estén debajo sean
nulos), y permite mejorar la estabilidad numérica.

= Otra estrategia, conocida como pivoteo completo, considera toda la submatriz que falta reducir,
eligiendo como pivote al elemento de mayor valor absoluto. Se lleva a cabo intercambiando dos filas
y dos columnas de la matriz (intercambiar columnas equivale a alterar el orden de las variables
del sistema, por lo que los intercambios de columnas deberan ser revertidos en la solucién que se
obtenga).

Esta técnica permite mejorar atin maés la estabilidad numérica, pero es poco utilizada por resultar
considerablemente menos eficiente, ya que la bisqueda del pivote tiene una complejidad cuadratica.

Estas estrategias de ninguna manera aseguran evitar todos los problemas asociados a trabajar con
aritmética finita. Son estrategias que tratan de reducir estas complicaciones, pero no las anulan.
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Capitulo 4

Factorizacion LU

En este capitulo vamos a derivar la factorizacién LU de una matriz, y vamos a ver cémo se puede
utilizar para resolver sistemas de ecuaciones lineales, de forma eficiente.

Hasta el momento, la herramienta que tenemos para resolver un sistema de ecuaciones lineales es la
Eliminacién Gaussiana, el cual consiste en transformar al sistema general a uno equivalente cuya matriz
asociada sea triangular superior, mediante una cantidad de operaciones en orden ciibico, y luego resolver
ese sistema triangular usando Backward Substitution (orden cuadrado).

Recordemos que la EG se aplica a la matriz aumentada ([A,d]), y por lo tanto el resultado depende
no solo de A, sino que también del término independiente b. Luego, si nos llegaran a plantear otro sistema
de ecuaciones en el cual, inicamente, se cambia el término independiente, nos vemos en la obligaciéon
de tener que realizar la EG desde el inicio. Es decir, por cada sistema de ecuaciones que se plantee,
siempre vamos a tener un costo cubico para llegar al sistema triangular, para luego resolverlo con costo
cuadratico.

Luego, la factorizacion LU busca evitar tener ese costo cubico por cada sistema de ecuaciones que
se plantee. jQué es la factorizacién LU? Consiste en tener escrita a la matriz A como el producto de una
matriz triangular inferior (L) por una matriz triangular superior (U):

A=LU

Por qué nos va a ser 1til esta factorizacién? Si se tiene el sistema Az = b, y conocemos la facto-
rizacién LU de la matriz A, entonces podemos reescribir este sistema como LU - x = b. Si denotamos a
Uz =y, y resolvemos primero un sistema Ly = b, y después un segundo sistema Uz = y, entonces este
dltimo = va a ser solucién del sistema original, pues

Ly=1b

— L(Ux)=b<= Az =10
Ur=y

[ Cudl fue la ventaja? Partimos de un sistema general, sin ninguna estructura en particular, a te-
ner que resolver dos sistemas de ecuaciones, ambos triangulares, que se pueden resolver con un costo
cuadratico, en vez de un costo ciibico. Nos falta ver de cémo podemos obtener la factorizaciéon LU de A.
Para eso, vamos a pensar en el proceso de Eliminaciéon Gaussiana.

4.1. Buscando la factorizaciéon LU

Vamos a suponer que se puede realizar el proceso de EG sin tener que realizar ninguna permutacién
de filas (siempre nos encontramos con un elemento no nulo en el pivote).

Vamos a considerar una matriz elemental de tipo 2, que tenga la siguiente pinta:
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—Mma1

E =

s}
an}

1 0
0 1
0 0

o O O

donde msg; hace referencia al multiplicador que utilizamos en la eliminacién gaussiana.

Vamos a considerar a la matriz original A, a la cual vamos a multiplicar por izquierda por esta matriz
elemental, y lo que queremos ver es que esta multiplicacion, en realidad, lo que va a estar realizando es
que a la fila 2 le resta mqq F, sin modificar al resto de las filas:

1 0 0
— Mo 1 0
0 0 1
0 0 0
[ 3?1
dy; — M21dy,
321
331

- .0
0 3(151
0 do1
0
0 a3,
0
l_ &)
0
ap
dyy — M21dys
0
a3
0
an2

0
3(1)2
a3

0
a3

0
an

0
ap;
ay:

¢

83J-

0 -
a2,

0
a3y

nnd

a

=

2

G -
n

o 0
n Mz a1,
35

nn

Luego, con esta matriz elemental, podemos realizar el cdlculo de Fy — mo; Fy. Luego, nos gustaria
poder encontrar una matriz que nos permita expresar el primer paso de la eliminacién gaussiana en forma

matricial.

Si colocamos todos los multiplicadores del primer paso en la primer columna de una matriz M?,
completando con la identidad, obtenemos una matriz que permite expresar matricialmente el primer paso

de la EG:

1 0 0
— M2y 1 0
—mz; 0 1
—my 0 0

| —Mpl 0 0

- 0

. 1
agl — mo1aj;
931 — M31ay
0 40
S
0 0
dn1 — Mplar

o O

— mo1a,
0
— M31a17

— mi1ad,

— Mp 3?2

0]
aé 1
agl
93

i)
aéz
3%2
932

0

g i
a%j a%n
23 3,
0 0
3&- am
0 0
anj ann_
: 0 T
0 o 0
dap — M21ad1,

0 -
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Obs: esta matriz es triangular inferior.

Esta matriz recibe el nombre de primera matriz de transformacién gaussiana. Luego, si ahora
consideramos una matriz M* en la que colocamos en la columna ¢ los multiplicadores del paso i-ésimo

de la EG, completando con la identidad, entonces obtenemos una matriz que nos permite expresar de
forma matricial el i-ésimo paso de Gauss:

= 1 rai-1 i—1 i—1
1 e 0 0 = B B oo @ e &
0 10 al | g o g e g
L gy
0 mipy; 1 0 0 11 dit1n
8w =gy O sue 0 ... ai‘”fl Jusn gl
-ai—1 -1 i—1 i—1 -
d1° 9 . e a4 ) e 31n1
i— I— L
0 ay i %n
=0 o0 ay 3y
i1 i1 joud i1
0 0 st dpqp T Mipaidy Ay, T Migidy,
i—1 i—1 i—1 =1
| 0 0 ce ;" — Mpid; e dnn — Maidy,

Luego, si asumimos que agffl) = 0, podemos expresar todos los pasos de la EG de forma matricial

de la siguiente manera:

M= IM=2 ... MYA = U con U triangular superior

1 -« 0 0 - 0]
o 1 0 0
LS g 4 e D
0 . —my 0 - 1]

Con esto obtuvimos una expresion matricial de la Eliminaciéon Gaussiana.

Recordemos que nuestro objetivo es obtener la factorizacién LU de A. Hasta ahora sabemos cémo
obtener la U (aplicando EG sobre A), y podemos pensar que si obtenemos la inversa del producto de
matrices M* habremos obtenido también la L, considerando que:

= M" son triangulares inferiores

s El producto de triangulares inferiores es triangular inferior, por lo que el producto de M? es
triangular inferior.

= Lainversa de una triangular inferior también es triangular inferior, por lo que la inversa del producto
de M* también es triangular inferior.

MM MYA=U
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A= (Ml)_l e (M”—Q)—l(Mn—l)—l U

Sin embargo, calcular N — 1 inversas para obtener la factorizacién resulta demasiado costoso, por
lo que necesitamos poder decir méds cosas sobre estas matrices para encontrar una forma eficiente de
calcular L.

Estas matrices M* son matrices muy particulares. Por un lado, son triangular inferior, con todos los
elementos de la diagonal iguales a 1, por lo que son inversibles. Ademéds son muy parecidas a la identidad,
salvo en la columna i-ésima, por lo que podemos reescribirlas de la siguiente manera:

T e g S S
. 0 1 0 0 - .l : _
M=l e ol =1— [misul [0 1 .- 0
0 .-« —my 0 ..o 1] L Mai ]
M =] — me;
con m; = (0,...,Mjy1i,- -, Mpi) ¥ & el i-ésimo vector canénico.

En base a esto, buscaremos caracterizar la inversa de M?, que ya sabemos que existe. Supongamos
que I +mle; es la inversa de M". Para comprobar que esto es asi, veamos que M* - (I + mle;) = I:

(I —mie)(| +mie;)) =1+ mieg—mie;— mieimie; = | — mie;mte;

0

pero emf=[0 --- 1 --- 0] m;l+1; =0

Mpj

Entonces (I — mie;)(/ + mie) =1 = (I — mie;))™ ' =1 + mie;

Con esto conseguimos caracterizar las inversas de las M*, por lo que reemplazando nos queda:

A= T +mbe)) I +mhes)---(I+ml_jen1)-U

Ahora, si desarrollamos este producto, nos queda:

A= (I+mbley +mhey---+mk _je, 1) U

y si lo expresamos de forma matricial:
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M1 0 . 0 oo 0]
Mot 1 0 o0
A= mi1 Mg - 1 .o 0 v
_mnl an .. ... e 1_

Ahora, la construccién de esta matriz triangular inferior nos viene gratis, porque lo unico que
tenemos que hacer para construirla es poner debajo de cada una de las columnas los multiplicadores
que utilizamos para realizar los distintos pasos de la Eliminacién Gaussiana, y con esto obtuvimos la
factorizacién LU de la matriz A.

4.2. Propiedades

Cuando hablamos de factorizacién LU, siempre vamos a estar pensando en la matriz L y la matriz
U que surgen de la eliminacién gaussiana, y por lo tanto la matriz L siempre va a verificar que:

= Los elementos de la diagonal valen 1.
= Por debajo de la diagonal estan los multiplicadores que se utilizan durante el proceso de EG.

» La matriz U es la matriz triangular superior, asociada a un sistema equivalente al sistema de la
matriz A, que surge de aplicar EG sobre A.

No toda matriz tiene factorizacién LU, pues es necesario que sea posible realizar el proceso de EG
sin permutaciones. Es un error muy comun pensar que si la matriz es inversible, siempre vamos a poder
hallar la factorizacién LU, y eso no es cierto. Un contraejemplo sencillo es:

0 1
1 0
que es inversible y no tiene factorizacién LU (ni siquiera podemos hacer el primer paso de Gauss).
La factorizacion LU esta estrechamente asociada a poder realizar la eliminacién gaussiana.

= Vimos que A sea inversible no sirve para saber si tiene factorizaciéon LU. Nos gustaria alguna
propiedad que nos asegure la existencia de la misma:

e Si y solo si A tiene todas sus submatrices principales inversibles, entonces tiene factorizacion
LU. Las submatrices principales son aquellas submatrices formadas a partir de las primeras
k filas y las primeras k columnas.

e Si bien la propiedad anterior asegura la existencia de la factorizaciéon LU, y por lo tanto es
una propiedad tedrica importante, no es del todo practica (es demasiado costosa de verificar).
Por lo tanto, nos gustaria una propiedad mas sencilla para poder afirmar la existencia de la
misma.

Existen matrices que, por las caracteristicas que tienen, si podemos afirmar que tienen facto-
rizacién LU, y ademds sus caracteristicas son faciles de comprobar. Entre estas matrices se
encuentran las matrices estrictamente diagonal dominante, es decir que

|aii| >Za"ij7vz.: 17 ,
J#i

La idea es que las matrices edd son inversibles, y como toda submatriz principal de una matriz
edd también es edd, en particular, también es inversible, y por lo tanto la tienen factorizacion
LU.
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= Si una matriz Es inversible y tiene factorizacién LU, entonces la factorizacién LU es tGnica.

4.3. Factorizacion PLU

(,Qué es lo que ocurre cuando encontrdbamos un elemento nulo en la EG? Sabemos que la Eliminacién
Gaussiana puede continuar mediante permutaciones de filas. Sin embargo, por la definicién que hemos
hecho de la factorizacién LU sabemos que, en caso de ser necesaria la permutacion, esta no existe.

Sin embargo, si se realizan todos los intercambios de filas requeridos por adelantado, entonces el
algoritmo de eliminacion puede continuar sin requerir de mas permutaciones. Es decir, va a existir lo que
llamamos la factorizacién PLU, es decir la factorizacion LU de la matriz original permutada:

PA=LU

donde P es la matriz de permutacion resultante de aplicar eliminaciéon gaussiana con permutaciones, L
es una matriz triangular inferior con 1s en la diagonal, y U es una matriz triangular superior con los
elementos pivotes en la diagonal.

La matriz P realizara un seguimiento de las permutaciones realizadas durante el proceso de elimi-
nacién gaussiana. Es decir, cada vez que se intercambian dos filas de A, se intercambiardn las mismas
dos filas de P.

Una vez que se establece la factorizacién PLU, la solucién al sistema original Az = b se obtiene apli-
cando el mismo algoritmo de Backward y Foward substitution presentado anteriormente. Explicitamente,
primero multiplicamos el sistema Az = b por la matriz de permutacion, lo que lleva a

PA-xz=Pb
LU -2 = Pb

y luego resolvemos ambos sistemas triangulares, como hicimos anteriormente

Ly = Pb
Ur=y

Notemos que, como todo sistema de ecuaciones se puede resolver mediante la EG con permutaciones,
todas las matrices tienen factorizacion PLU. El costo de obtener la factorizacién PLU es de orden ctbico.
Ademas, esta forma de obtener una factorizacion LU permite realizar pivoteo durante la eliminacion
gaussiana, en busca de reducir el error numérico. Ademds, es posible calcular Pb en O(n) si usamos
la forma compacta de P, por lo que podemos resolver cualquier sistema posterior con distinto término
independiente b en O(n?), como en el caso de la factorizacién LU.
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Capitulo 5

Normas vectoriales y matriciales, y
Nuimero de condicion

En este capitulo vamos a analizar la sensibilidad de un sistema de ecuaciones cuando modificamos
algin valor en los coeficientes de la matriz o del término independiente. Queremos ver cémo varia la
solucién frente a cambios en los datos de entrada del problema.

Tener una forma de medir la distancia entre vectores y entre matrices nos va a permitir analizar
la convergencia de los métodos iterativos que resuelvan sistemas lineales, y determinar si una matriz
estd mal condicionada, permitiendo reconocer este problema, y asi evitar obtener soluciones erréneas al
aplicar métodos directos (como la Eliminacién Gaussiana con o sin pivoteo).

Recordemos que a la hora de resolver problemas que involucran niimeros reales utilizando la compu-
tadora, siempre debe tenerse en cuenta que el abordaje de los mismos es numérico, es decir, opera
tan solo con aproximaciones de los nimeros reales, dentro de lo permitido por la aritmética finita de la
computadora.

Esto produce, inevitablemente, errores de redondeo que pueden ocasionar pérdida de exactitud en
los resultados. Por lo tanto, es importante tener cuidado en evitar que dichos errores se propaguen de
formas no deseadas.

5.1. Normas Vectoriales

Para hacer esto, nos va a resultar muy 1til recordar algunos conceptos del dlgebra lineal, y vamos a
comenzar con las normas vectoriales. Las normas vectoriales son funciones definidas en R", que toman
valores reales, y que cumplen con las siguientes propiedades:

f:R®™ — R es una norma sii:
= f(x) >0sixz#0.
w f(z)=0<=2=0.
. f(aw) = |alf(z) Va € R
» f(z+y) < f(z)+ f(y) (desigualdad triangular).
Cualquier funcién, definida en R™, que toman valores reales, y cumplan con estas cuatro propiedades

es una norma vectorial. Veamos algunas de ellas:

s Norma 2 o Norma Euclidea: ||z||2 =
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n
» Norma 1: [|z|; = Z ;]
i=1
n 1
» Norma p (generalizacién de norma 1y 2): ||z||, = (Z |xi|p) :
i=1

» Norma Infinito: ||z = I{leix ||
i=1,--,n

Dada una norma, existe una regién del espacio que se caracteriza por tener el valor de esa norma
igual a 1, a la que llamaremos Circunferencia de radio 1. Esta region del espacio nos va a resultar ttil,
més adelante, para algunas definiciones. Si pensamos en R?, la regién en el espacio tendria la siguiente
pinta:

x|z =1 Il =1 |[X]loc =1
xre=1 1] + || = 1 max{|x|, |x|} = 1
Y y y

1) (o)1)
(-1,0) /4‘_\(1-0) % (—1,0) /\“‘0) " (=11) (1,1)
; t $
\<>/ \/ =31, =1 (= —1

(0, |-1) (0,4-1)

5.2. Normas Matriciales

Asi como existen las normas vectoriales, también tenemos las normas matriciales. En este caso,
la funcién debe estar definida en el espacio de las matrices R™*™, toma valores reales, y va a ser una
norma si y solo si cumple con las siguientes propiedades:

= F(A)>0,VA#0.

= F(A)=0+— A=0.

v F(aA) = |a|F(A), Va € R.

« Desigualdad triangular: F(A + B) < F(A) + F(B).

Dentro del conjunto de normas matriciales, existe un subconjunto que cumple con una propiedad
adicional, y que se las conoce como normas sub-multiplicativas, que estdn definidas para el caso
m =n, y la propiedad dice que:

» F(AB) < F(A)F(B).
Trabajar con normas que cumplan esta propiedad adicional nos va a resultar muy til.

Algunos ejemplos de normas matriciales son:

m n

> %)

i=1 j=1

= Norma de Frobenius: ||A||r =

» Norma M: ||Al[y = méx |a;;].
i,J

Dentro de las normas matriciales tenemos un subconjunto de normas llamadas normas matriciales
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inducidas o naturales. Si consideramos la transformacioén lineal asociada a la matriz A, T : R™ — R™,
tenemos un vector en R" cuya imagen estd en R™, y la norma inducida busca relacionar la norma del
vector con la de su imagen.

AX para
+2 Ixl.=

|

s =+
1
1+
™

En particular, la norma matricial inducida busca la méaxima alteracién relativa en la norma de un
vector, al aplicarle la transformacién asociada a la matriz A:

Az]

Al =
w0 ]

Una definicién equivalente consiste en considerar la region dentro del dominio de la transformacién
lineal asociada a la matriz A cuya norma vectorial sea igual a 1, para luego buscar en la imagen de esa
regién aquel vector de méaxima norma:

4 (g )| = s 1

[[Az||

Iz =2

7

Algunos ejemplos para n = m:

» Norma 1: ||A|; = ﬁnax | Az
x:

» Norma 2: |42 = ﬁnax [|Az||2
x:

» Norma p: ||A|l, = méx |Az|,
zil|z]lp=1
= Norma co: ||Aljee = méx ||AzHOo

||zl o=

Una de las ventajas que tiene la norma infinito, la norma 1, y la norma 2 es que tienen una férmula
cerrada para calcularla:

n
|A]lo = nllax Z la;;| = r{lax llat||1, siendo af la fila i-ésima de A.
j=1
n

|AllL = méx Z la;j| =  méx |la;||1, siendo a; la columna i-ésima de A.
=L m izl n

lAll2 = o1 (lo veremos més adelante)
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5.3. Numero de condicién

Las normas matriciales nos brindan herramientas para caracterizar sistemas de ecuaciones pro-
blemaéticos, donde pequenos errores numéricos pueden magnificarse y producir soluciones considerable-
mente inexactas. Los sistemas que presentan este tipo de inconvenientes se dice que estan mal condicio-
nados, mientras que aquellos con la propiedad de que pequenas perturbaciones en los datos de entrada
resultan en pequenas cambios en los datos de salida se dicen bien condicionados.

FEl significado para ”"pequenos” y ”grande” en estos enunciados dependen del contexto de trabajo.
En algunos casos va a ser mas apropiado medir las perturbaciones en una escala absoluta, y en otros
serd mas apropiado medir el error relativo. Por lo tanto, vamos a analizar el caso del error relativo, ya
que la aritmética de punto flotante usada por computadoras suele introducir errores relativos méas que
absolutos.

Notemos que vamos a analizar el caso en el que A se encuentra fija y b sufre algunos pequenos
cambios, y no el caso en el que A sufra los cambios. Sin embargo, se puede demostrar que el nimero de
condicién para este problema coincide con el anterior. Por lo tanto, analizar el nimero de condicién nos
va a permitir dar una cota sobre qué tan preciso serd nuestro resultado, independientemente de si las
perturbaciones provienen de A o de b.

Es facil visualizar qué causa que un sistema 2 x 2 esté mal condicionado. Geométricamente, dos
ecuaciones con dos incégnitas representan dos lineas rectas, y el punto de interseccion es la solucién para
el sistema. Un sistema mal condicionado representa dos lineas rectas que son casi paralelas.

Si dos lineas rectas son casi paralelas y si una de las lineas estd inclinada solo ligeramente, entonces
el punto de interseccién (es decir, la solucién del sistema lineal 2 x 2 asociado) se modifica drésticamente.

Perturbed

— L Solution
~  Original

Solution

Figura 5.1: Sistema de ecuaciones mal condicionado.

Debido a que los errores de redondeo pueden verse como perturbaciones de los coeficientes originales
del sistema, emplear incluso una técnica numérica generalmente buena (muy cerca de ser aritmética
exacta) en un sistema mal condicionado conlleva el riesgo de producir resultados sin sentido. En general,
para un sistema mal condicionado, una pequena perturbacién en cualquiera de los coeficientes puede
significar que puede existir una perturbacién extremadamente grande en la solucién.

La siguiente proposicién formaliza esta idea intuitiva.

Definicién 5.3.1. Sea A € R™*™ inversible. Sea z* solucién de Az = b. Sea I soluciéon de Ax = b. Si
Il es una norma inducida cualquiera, entonces

K(A) = [l A[lATY

Notemos que en esta definiciéon queda implicito que una matriz debe ser inversible para poder calcular
su nimero de condicidon.
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Este nimero de condicién va a jugar un papel fundamental cuando estudiemos la sensibilidad de un
sistema, es decir como puede cambiar la soluciéon de un sistema de ecuaciones al modificar alguno de los
términos.

Para relacionar el error relativo entre * y & con los cambios relativos en el término independiente
aparece la siguiente propiedad:

Ix* —%|| _ |[b~b]
<[~ bl

LAY [lAT

Notemos que estos errores se relacionan justamente con el nimero de condicién de la matriz A.

Esta desigualdad nos dice que, si tenemos pequenos cambios relativos en el término independiente,
se puede asegurar tener pequenos cambios relativos en el vector solucién siempre y cuando el nimero de
condicién de la matriz A sea chico. Si, en cambio, el numero de condicién es muy grande, entonces no
podemos asegurar que pequenos en el b implican pequenos cambios en el .

Input space Output space
T v = flz)
S
backward errar ~—
.
T+ Ar —~— forward error
~
e
T
—3 o~
7=+ a2)
Figure 1.1. Backwardand ferward errors for v $(z). Selid line = exact; dorted

line = computed.

Figura 5.2: Sistema de ecuaciones mal condicionado.

En general, para resolver un mismo problema vamos a tener varios sistemas que nos permiten
encontrar la solucion, de los cuales algunos van a estar bien condicionados y otros no.
5.4. Propiedades Varias
Normas Vectoriales:

v [2]loe < |l2]l1, ||2]|2 < n]jZ||co. Obs: No vale para normas matriciales.
» Desigualdad C-S: |z7y| < ||z|2/lyl|2-
= [lz]f3 = 'x.
Normas Matriciales:
= [ Allar < [[All2 < nl|Allas-
= Si se trata de una norma inducida, entonces:
o ||I]=1.
o [|Az| < [|A[l]l]|.
o [|AB| < [IA[l[lB]-
Nimero de condicién

= Si ||| es inducida, x(I) = 1.
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= Si ||.|| es sub-multiplicativa, k(A4) > 1

» También podemos relacionar el error absoluto entre z* y & con los cambios absolutos en el término
independiente mediante la siguiente desigualdad: ||z* — Z|| < ||b — b]||| A~ Y.
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Capitulo 6

Matrices SDP

Este capitulo esta dedicado a las matrices simétricas definidas positivas, que son matrices muy
particulares, para las cuales vamos a demostrar que la eliminacién gaussiana no tiene inconvenientes
durante su proceso, por lo que va a existir la factorizacion LU, y ademds vamos a caracterizar ciertas
propiedades de esa factorizaciéon LU.

Empezamos por la definicién de una matriz simétrica definida positiva. Una matriz es sdp si y solo
si es simétrica y que, dado cualquier vector no nulo, multiplicando a izquierda y a derecha a la matriz A
por ese vector se obtiene un nimero positivo:

Definicién 6.0.1. Sea A € R™"*", se dice simétrica definida positiva sii:
s A= AT, es decir A es simétrica.

» ' Az > 0 para todo x € R™, x # 0, es decir A es definida positiva.

Propiedades:
= Una de las primeras propiedades que tienen las matrices sdp es que son inversibles.

= Otra propiedad que tienen las matrices sdp es que todos los coeficientes en la diagonal son positivos

= Las matrices sdp tienen la propiedad de que todas sus submatrices principales también son sdp,
luego todas las submatrices principales van a ser inversibles, y por lo tanto A va a tener factorizacién
LU.

Veamos otra manera de llegar a la misma conclusién sobre la existencia de la factorizacion LU de
una matriz sdp. Para eso vamos a hacer uso de las siguientes propiedades:

s Aes sdp < B'AB es sdp, con B inversible.

= La submatriz conformada por las filas 2 a n y por las columnas 2 a n después del primer paso de
gauss es sdp.

El primer paso de la eliminacién gaussiana se puede aplicar ya que aj; > 0 al ser A una matriz
sdp. Luego, como la submatriz A es sdp, en particular, el elemento pivote ass (ai1) es mayor que
0, y por lo tanto se puede aplicar el siguiente paso de la eliminacién gaussiana sin permutaciones.
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6.1. Buscando la Factorizacion de Cholesky

Lo que vamos a ver qué podemos decir sobre la factorizacion LU de una matriz sdp, que ya sabemos
que existe, por el hecho de que la matriz sea sdp.
A=LU
A= (LU =U'L

Como A es simétrica, A = A?, por lo que LU = U'L!. Adem4s, como L es triangular inferior con 1s en
la diagonal, es inversible (y por lo tanto L' también lo es).
LU =U'l' =
U(Lt)—l — L—lUt

Notemos que tanto U como L! son triangular superior, y por lo tanto U(L!)™! es triangular superior.
Por otro lado, tanto L™! como U? son triangular inferior, y por lo tanto L~'U? es triangular inferior.
Luego, estamos en condiciones de asegurar que la matriz U(L!)~! o la matriz L=1U? (son la misma) es
al mismo tiempo triangular inferior como triangular superior, y por lo tanto es una matriz diagonal D.
Luego
UL =L"'U'=D =
U=DL'—

Notemos que

Dy = (L7'UYy

n
-1
= E :lik “ Uki
k=1

-1
=l - wii
= U4

Hasta ahora solo usamos que A es simétrica y que tiene factorizacién LU. Veamos qué podemos decir
sobre los coeficientes de la matriz D.

Por un lado, sabemos que, al ser A una matriz sdp, vale que ‘Az > 0 para todo = no nulo. Por
otro lado, sabemos que existe Z no nulo tal que L'z = e; (la solucién serfa & = (L)~ le;), donde e; es el
i-ésimo vector canénico (0,---,0,1,0,---,0), entonces:

A =3'LDL'%
= (L'z)'D(L'%)
= el De;

=dy
y como x* Az > 0 para todo z no nulo, 'A% = d;;, y T # 0, entonces d;; > 0 para todoi=1,---,n.

Luego, podemos considerar la matriz v D, donde (VD);; = +/d;;, y sabemos que existe y esta
bien definida porque los elementos no nulos de D ya sabemos que son positivos. Luego, se cumple que

D=+D-D.

;Para qué vamos a utilizar esto? Volviendo a la estructura A = LDL!, podemos reemplazar a D
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por VD - /D, obteniendo

A=IVD VDL!
— VD - (LVD')
= LVD - (LVD)! (%)
=L L'

() pues al ser /D diagonal, v D = \/Et.

Finalmente hemos obtenido A = LL!, con L triangular inferior, y esto es lo que se conoce como
Factorizacién de Cholesky. Es decir, a toda matriz sdp la podemos factorizar como una matriz
triangular inferior por su traspuesta. Notemos que L no necesariamente tiene 1s en la diagonal, pero
sabemos que los elementos de la diagonal son positivos y valen l~” = Liv/dy = Vi

Sabiendo, entonces, que a una matriz sdp la podemos factorizar como una matriz triangular inferior
por su traspuesta, podemos tratar de derivar directamente a esta factorizacién, sin necesidad de pasar
por la factorizacién LU .

[a11 a1 -+ anl] 'Eu 00 e 0 rha Z2l R Y
a1 a» - ap2 b1 by =+ 0 0 ha - In
N R = O R GO LR

Ldn1  dn2 " anng i b2 - Ted Lo 0 -0 Bl

Factorizacion de Cholesky
Entrada: A € R"*" definida positiva.
Salida: L triangular superior, con elementos positivos en la diagonal, tal que A = L - L.

11,1 — /a1
fori=2,...,ndo
a;,1

N o=

3 li,l —
lia

4 for j=2,...,ndo
j—1

ajj =Y (k)
k=1
6 fori=j5+1,...,ndo

1 =
7 lij < +—- (am‘ - lek : ly;k)
k=1

Zn,n — \/an,n - Z;; (lmk)Q

®

Puede observarse que la complejidad del algoritmo es O(n?). Si bien se trata de la misma complejidad
asintética que la de obtener una factorizacién LU, las constantes son mejores; en la préactica, computar
una factorizaciéon de Cholesky es aproximadamente el doble de rapido que obtener una factorizacion LU.
6.2. Propiedades Varias

» A+ AT es una matriz simétrica.
s A — A7 es una matriz antisimétrica.

= Toda matriz se puede escribir como la suma entre una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.
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t _
eiAei = Qjj-
Si A es definida positiva, entonces A7 también lo es.

Si las columnas (filas) de A son linealmente independientes, entonces AT A (AAT) es simétrica
definida positiva.

Si A no es inversible, AAT es simétrica semi-definida positiva, es decir que 2t AAT2 > 0, para todo
x.

A tiene factorizacién de Cholesky <= A es sdp.

El polinomio de grado 2 p(z) = ax? + bx + c tiene discriminante A = b — 4ac, y vale que:
e A >0 <= p(x) tiene dos raices reales distintas.
e A =0 <= p(z) tiene dos raices coincidentes reales.
o A <0 <= p(x) no tiene raices reales.

Si A es sdp, entonces |zT Ay| < VaT Ax\/yT Ay (< si z e y son li, = si son 1d).

Si A es sdp, entonces |aij| < ajiaj;

Si A es sdp, entonces el elemento de médulo maximo de A estd en la diagonal.
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Capitulo 7

Factorizacion QR

De momento hemos caracterizado la factorizacion LU de una matriz, y ademas vimos la utilidad
que tiene esta factorizacion para resolver sistemas lineales. En este capitulo vamos a presentar otro tipo
de factorizacion, que también nos va a resultar 1til en el contexto de resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales, pero ademds nos va a resultar valioso en el marco de otros problemas, que vamos a ver mas
adelante en la materia. La factorizacién QR utiliza matrices ortogonales, asi que vamos a recordar qué
es una matriz ortogonal.

Matrices ortogonales

Recordemos que dos vectores x,y € R™ se dicen ortogonales (x_Ly) si su producto interno
(x,y)=x"y =0

Un conjunto de vectores es ortogonal si sus elementos son ortogonales dos a dos. Un conjunto de vectores
es ortonormal si es ortogonal y la norma de todos sus elementos es 1. Notemos que los elementos de
un conjunto ortonormal siempre son linealmente independientes.

Decimos que una matriz Q € R™*" es ortogonal si y solo si es una matriz inversible que tiene la
particularidad de que la inversa es su transpuesta, es decir QQ* = Q'Q = I.

Otra manera de definir a una matriz ortogonal es via la caracterizacion de ciertas propiedades que
tienen sus columnas y filas. En el caso de las columnas, podemos ver que las columnas son ortogonales
entre si, y ademds tienen norma 2 igual a 1, es decir que forman un conjunto ortonormal. Las filas
también son ortogonales entre si y son de norma 2 igual a 1.

Sigamos con mas propiedades de las matrices ortogonales:
Q2 =1
» k(@) =1

Notemos que esta propiedad es muy significativa, porque el nimero de condicién nos habla de la
estabilidad que podiamos esperar al momento de resolver un sistema de ecuaciones. Esto nos esta diciendo
que las matrices ortogonales son muy estables, y por lo tanto frente a pequenios movimientos en el término
independiente, se aseguran pequenos movimientos en el vector solucion.

v [[Qzll2 = (]2

Esto nos dice que la transformacion lineal definida por una matriz ortogonal no cambia la norma 2 de
un vector. Es decir, la imagen de un vector tiene la misma norma 2 que el vector original. Por lo tanto,
podemos pensar que Qx estaria rotando a x sobre la circunferencia de radio ||z||2 en algin dngulo 6.

= El producto de matrices ortogonales es también ortogonal, es decir, si Q1 y Q2 son ortogonales,
Q1 - Q2 es ortogonal.
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w det(Q) =10 —1.
= Las matrices de permutacién P son matrices ortogonales.

Entremos ahora a la factorizacion QR. La idea va a ser que a una matriz, en principio, cuadrada
la vamos a escribir como el producto de una matriz ortogonal @ por una matriz triangular superior R.
;Para qué nos va a servir esto?

Si se tiene el sistema Az = by se tiene la factorizacion QR de A, entonces podemos reemplazar
a A como QR, es decir QRx = b. Ahora, como la matriz ) es ortogonal, sabemos que su inversa es la
traspuesta, entonces vamos a multiplicar a izquierda por la traspuesta, y nos queda

Q- -Rr=0b
Q'Q - Rx = Q%
Rz = Q%

Luego, el sistema original Az = b es equivalente al sistema Rz = Q'b. Entonces si hallamos la solucién
de Rz = @', habremos obtenido la solucién del sistema original Az = b. Pero, ;cudl es la ventaja de
este nuevo sistema? Hay dos ventajas principales que tiene utilizar la factorizacion QR respecto de la
factorizacién LU

= Es mds estable numéricamente. En particular, la solucién obtenida mediante la factorizacion QR
T tiene un error relativo tal que

= O(K,(A) : Gméquina)

= Todas las matrices admiten factorizacién QR.

Si bien es un excelente método para resolver sistemas de ecuaciones lineales, no es el método estdandar
para la resolucién de los mismos. La eliminacién gaussiana es el algoritmo que se suele utilizar en la
préactica, ya que este iltimo requiere solo la mitad de operaciones numéricas.

7.1. Buscando la factorizaciéon QR

Vista, entonces, la utilidad de la factorizacién QR, necesitamos de alguna metodologia para encon-
trarla. Las dos formas que estudiaremos para computar la factorizacién QR de una matriz se basan en
el mismo principio: ir aplicando sucesivas transformaciones a la matriz, todas ellas definidas por ma-
trices ortogonales, hasta llevarla a una forma triangular superior. La diferencia estd en el tipo de estas
transformaciones.

7.1.1. Rotaciones en un angulo ¢

Comenzamos analizando en el plano cierto tipo de transformaciones lineales, que se conocen como
rotaciones. La idea es que, dado un vector x, la imagen sea una rotaciéon en un angulo 6, en sentido
horario, del vector original, preservando la norma 2 del vector original.
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Veamos cémo podemos caracterizar a este tipo de transformaciones. Lo primero que podemos decir
es que, como esta transformacion preserva la norma 2 del vector original, es que la matriz asociada debe

ser ortogonal:
w1l W12
W =
W21 W22

Lo que queremos hacer es determinar los coeficientes de la matriz W. En primer lugar, observemos que:
w11 Wa1
W61 = W€2 =
Wa1 W22

Con esto en mente, si logramos identificar las coordenadas de la imagen del primer vector canénico
y la imagen del segundo vector candnico, entonces habremos determinado los coeficientes de la matriz
asociada a la transformacion lineal.

Comenzamos por el primer vector canénico e; = (1,0). Sabemos que la norma 2 de We; es igual a la
norma 2 del original, por lo que tiene norma 2 igual a 1. Lo que queremos es identificar qué coordenadas
tiene este vector imagen. También sabemos que el triangulo rectangulo que se forma tiene hipotenusa
igual a 1, porque es la norma 2 del vector imagen. En un tridngulo rectangulo podemos aplicar lo que

sabemos de seno y coseno, y nos queda x; = cosf, o = —sen6:

\ s 1,0) x
~ > e = XL

2 L

x| —Fw(z W
) s P = X2
A
ey X = S

Xy = - WP

. . . 0
Entonces, ya tenemos identificada la primer columna de W: We; = (—C;)eszn 9).
Ahora veamos qué pasa con el segundo vector candnico es = (0,1). Nuevamente buscamos las

coordenadas, y nos queda xs = cosf, x1 = sen6:
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Con esto tenemos identificada la segunda columna de W: Weg = (cos 6, sen 6).

En definitiva, hemos logrado caracterizar los cuatro coeficientes de la matriz asociada a la transfor-
macién que rota a todo vector del espacio, en un angulo tita, en sentido horario, y esa matriz es:

W — { cos s1n9} .

—sinf cosf

Notemos que, efectivamente, la matriz W es una matriz ortogonal, porque las columnas tienen norma
2 igual a 1, ya que cos?6 + sen?6 = 1, y las columnas son ortogonales entre si, porque cosf - senf —
senf - cosf = 0.

7.1.2. Rotaciones hacia el eje x

Ahora nos vamos a plantear el mismo problema, pero un poquito diferente. En este caso, en vez de
darnos un angulo, nos van a dar dos vectores de igual norma 2, y lo que vamos buscar es una rotaciéon
tal que la imagen del primer vector sea el otro vector:

W=y
Entonces, lo que queremos es encontrar una rotacién, que dado Z, esa transformacion sea tal que

la imagen de T sea un vector § que tenga la misma norma que Z y tenga la segunda coordenada nula.
Como los dos vectores van a tener la misma norma, la primera coordenada de § debe ser ||Z||2.

¥

A

Hasta ahora sabemos que gy = [”131, y sabemos que las rotaciones en sentido horario tienen la

cosf  senf
—senf cosf|’ Y
cuyas incégnitas son cosd y senf, el cual podemos resolver:

estructura W = [ queremos que Wz = g. Luego, tenemos un sistema de ecuaciones,
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Z1cosf + Tasenb = ||Z|2

Tocosh — Tisenf =0

Notemos que, en vez de estar buscando un z tal que Wz = g, lo que estamos haciendo es buscar los
coeficientes de W tales que Wz = g.

Una primera observacién es que Zo es no nula, porque si lo fuera & estaria sobre el eje z, y no
necesitaria rotar (se podria considerar a la identidad como la transformacién buscada). Luego, para que
el problema sea de interés, vamos a considerar que o # 0. Luego, si T3 # 0, podemos seguir despejando
de la siguiente manera:

cos 01 + sen 0o = ||Z||2

—sen 0% + cosfiy =0

=
0
cosf = sen~ t
T2
=
.%2
senf - =% +senf - Ty = ||||2

Z2
sen 72 + sen 073 = Zo||Z |2

sen 0

—

cos 0

Por lo tanto,

Entonces, logramos caracterizar a la matriz W que tiene la propiedad de que la rotacién asociada
a ella verifica que la imagen de Z es g, donde g tiene la caracteristica de que su segunda coordenada es
nula, es decir g2 = 0.

7.1.3. Meétodo de Givens

Veamos para qué nos puede servir este tipo de transformaciones. Recordemos que queriamos en-
contrar la factorizaciéon QR, con ) una matriz ortogonal, y R una matriz triangular superior. Primero
vamos a considerar el caso de una matriz A de 2 x 2, para luego generalizar el caso de n x n.

Notemos que si conseguimos anular age al multiplicar a A por una matriz ortogonal W (cuya inversa
es W, por ser una matriz ortogonal), entonces habremos conseguido la factorizacién QR, pues:

WA= [3 j
— WA=R
— W'W.-A=W'R
A=QR
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Ahora veamos cémo podemos encontrar a W para que anule ase. Si tomamos al vector & = aq,
siendo a; la primer columna de A, y tomamos al vector § como ( ”””02” ), sabemos que existe una rotacién
W tal que WZ = g. Luego, si multiplicamos a A por esta matriz W, obtenemos

_ Nz =
WA_[ 0 *

ya que coly (WA) = Weoly(A) = WZ = 4.

Por lo tanto, obtuvimos la factorizacién QR de A, y concluimos que toda matriz 2 x 2 tiene fac-
torizacion QR, y siempre la podemos encontrar via la rotacion que anula ass. Veamos como podemos
generalizar esto a matrices de n x n. Vamos a ignorar, de momento, que la matriz A es de n X n, y vamos
a considerar unicamente los primeros dos coeficientes de la primer columna de A (a1, as2)

ayip a2 - Ain

21 Az -+ Q2p
A =

an1  QAp2 -+ Qpn

Sabemos que existe una rotacién W tal que la imagen de (gi!) es una vector con la segunda

componente nula. Si embebemos esa matriz W de 2 X 2 en una matriz de n X n, completando el resto
con la matriz identidad, lo que obtenemos es también una matriz ortogonal:

w1 w2 0 -0 0
ﬁ&l ﬁ&g 0 te 0
Wi=|0 0 1 - 0
0 0 0 1

La utilidad de esta matriz es que si multiplicamos a A de n x n por esta matriz, se obtiene la rotacién

deseada sobre (gl!), afectando tinicamente a las primeras dos filas de A.

* * *
0 * *

Wi, A = @31 432 a3n

apl  Ap2 - Qpn

Luego, para triangular a la matriz A, la idea va a ser iterar sobre las columnas de A, e ir aplicando

tantas rotaciones como sea necesario, hasta que se consiga triangular la matriz. Luego, la matriz de
(i-1)
i

rotacién W;; € R"*", que anula a a;; , va a tener la siguiente estructura:

Wi,; = W11, Ws,; = W21,

)

wji = Wiz, wjj = Waz,

- . (i—1) ;
con W € R?X2 tal que Wi = §, rotando al vector & = (Zfﬁ,l)>, al vector § = (“””O”2 ), ¥y,
ji

El resto de la matriz se completa con la matriz identidad. Notemos que los valores de las posiciones
de A se van modificando a lo largo del proceso, por lo que siempre se consideran los obtenidos en la
iteracién anterior del algoritmo.

De esta forma, construyendo iterativamente las matrices de rotacién y multiplicando A a izquierda,
se llega a una forma triangular superior

44



R=W,_1,) Wp_2s Wy0,-1) .c.- (Wi ...- Wia)- Al
—W-.A

donde W es el producto de todas las W; ;, ¥ como el producto de matrices ortogonales es ortogonal,
W es una matriz ortogonal. Tomando Q = W7, se obtiene una factorizacién QR para A:

Analisis del costo Primero observemos el costo del producto

cos(f) sin(d) 0 0 a1 G2 a1z o G
—sin(f) cos(d) 0 - 0 as1 a2 A3 - G2g
Wio A= 0 0 1 0 az1 az2 a3z ‘- 43| —
0 0 0 1 an1 An,2 Anp3 " Gpp
cos(f) - a1,1 +sin(f) - az 1 cos(f) - ar2+sin(f) -azs -+ cos(f)-ay,, +sin(d) - asp
—sin(f) - a1,1 +cos(f) -az1  —sin(f) - a2 +cos(f) -aze -+ —sin(d) - ar n +cos(d) - azn

filag
filay

Como se puede observar, se realizan operaciones solo en las primeras dos filas, cada una de las
cuales toma n - (2 productos + 1 suma). Con lo cual, al realizar todo el producto matricial se realizan
4n productos y 2n sumas. Todos los productos matriciales hacen lo mismo, por lo cual por tenemos un
consumo un total de (n — 1) - (4n productos + 2n sumas).

En cada etapa voy operando con 1 fila menos que en la anterior. Luego, por etapa gasto:
» Etapa 2: (n —2) - (4(n — 2+ 1) productos + 2(n — 2 + 1) sumas)

» Etapa 3: (n —3) - (4(n — 3+ 1) productos + 2(n — 3 + 1) sumas)

» Etapa i: (n —1) - (4(n — i+ 1) productos + 2(n — i + 1) sumas)

En conclusidn, el costo total del algoritmo es de:

n—1
Z (n—j)-(4(n—j+1) productos +2(n —j+ 1) sumas) € O(g -n3)
j=1

Conclusién: Este algoritmo es conocido como el Método de Givens, y tiene complejidad, en el
caso general, de O(%n?’). Este método presenta una gran ventaja si se estd trabajando con matrices
ralas (donde una gran cantidad de las posiciones estd ocupada por ceros), ya que se puede aprovechar el
hecho de que cada paso del algoritmo pone un cero en una posicién particular de la matriz, por lo que se
puede realizar una optimizacién aplicando la transformacién inicamente en el caso en que no haya un 0
en dicha posicién.

7.1.4. Reflexiones sobre un plano

Vamos a ver otra manera de hallar la factorizaciéon QR de una matriz. Primero lo vamos a pensar en
R?*2, v después lo vamos a extender a R"*™. En este caso se toma en cuenta transformaciones lineales
conocidas como reflexiones, que lo que hacen es, dado un plano, reflejar a todo vector, respecto a ese
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plano. Si vemos en este grafico, el plano viene dado por el vector v, u es el vector ortogonal al plano, y
la imagen de Z es y:

y V

La transformacién que estamos buscando tiene que cumplir al menos las siguientes caracteristicas:

= Hz =y.
» Hu= —u.
s Huo=w.

{ Qué caracteristicas tiene esta reflexién o como podemos ir deduciéndola? Veamos qué es lo que estd
pasando. Tenemos un plano definido por la direccién v y u, con u ortogonal a v. Como u es ortogonal
a v, forman una base del espacio R?, por lo que todo vector en R2 se puede escribir como combinacién
lineal de esta base. En particular, si

T =av+ fu
—t
7 =av—fu
pues como 7 es la reflexién de & sobre v, tiene la misma componente « por el lado de v y —3 por el lado
de u.

Entonces, queremos que

v
IS3]
Il
O &

v — PBu
=av + fu— 2Bu
=z —20u

Si ahora escribimos a H como H = I — W, entonces lo que vamos a buscar es
Hi=(I-W)&
=1-Wz
<~
26u=WZ
= W(aw + fu)
=aWuv+ gWu
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Por lo tanto, necesitamos que Wv = 0 y que Wu = 2u. Si encontramos una W que cumpla con estas
propiedades, entonces habremos encontrado la H que buscdbamos. Veamos de dénde podemos sacar una
transformacion con esta propiedad.

Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que u € R?, y vamos a definir una matriz P = uu?,

asumiendo ||u|l2 = 1. Veamos qué propiedades tiene esta matriz:

= P es simétrica.

s P2=P.
= Pu=u.
= Py =0.

Buscéabamos una matriz W tal que Wu = 2u y Wv = 0, por lo que si tomamos W = 2P = 2uut,
y por lo tanto podemos tomar H = I — 2uu’, obteniendo la matriz deseada. Luego, esta matriz H tiene
las siguientes propiedades:

= Hv=w.

= Hu= —u.

= H es simétrica.
= H es ortogonal.

7.1.5. Meétodo de Householder

Para encontrar la factorizacién QR aplicando reflexiones, primero debemos poder resolver un pro-
blema ligeramente distinto al anterior. Hasta el momento nos daban el plano, y reflejabamos respecto de
ese plano. Ahora, nos van a dar dos vectores , § de igual normal 2, y queremos encontrar una reflexion
tal que la imagen de Z sea el segundo.

La propuesta va a ser determinar cudl es el plano generado por v y u tal que, si reflejamos a &
respecto a este plano, la imagen de 7 es §. Es decir, hallar v y u tal que (I — 2uut) - & = §. Se puede
demostrar que

v=2I+Y
i—j

U= ———
12 — gll2
H=1-2uu

cumple con lo pedido. Notemos que normalizamos a u para que |luljz = 1.

Veamos c¢émo podemos usar estas transformaciones para encontrar una factorizacion QR de una
matriz. Vamos a empezar viendo el caso de una matriz A de 2 x 2 a la cual queremos encontrar su
factorizacién QR. El objetivo seria anular el aso mediante la aplicacién de matrices ortogonales.

Siguiendo la idea de la propiedad que nos dice que, dado un  y un g de igual norma, podemos
reflejar a T sobre g, vamos a considerar a & como la primer columna de A, y a § va a ser un vector cuya
segunda componente sea nula, y ademds cuente con la misma norma 2 que .

<

() o (9

Entonces, sabemos que existe una H tal que la imagen de ¥ es ¢, y por lo tanto, cuando hacemos
H A obtenemos el siguiente resultado:

_ [zl *
HA = |: 0 *
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pues coli(HA) = Hceoly(A) = HZ = §j. De esta manera, hemos obtenido una matriz triangular superior,
al aplicarle una reflexién a la matriz A. Luego, para obtener la factorizacién QR simplemente hacemos

HA=R
H'HA=H'R

Para el caso de una matriz de n x n va a ser muy similar. Para el primer paso de la triangulacién,
si consideramos a

ail a2 - Qi aiy Hi”Z

a1 Gy v d2n ~ az1 ~ 0
A = xTr = y =

An1 an2 e Qnn anl 0

sabemos que existe una reflexion H; € R™ ™ tal que la imagen de Z es ¢, de manera tal que podemos
obtener

|Zllz a2 -+ ain

0 a22 A2np 1

HA=| | ) . =A
0 Gn2 Ann

y de esta manera conseguimos anular desde la segunda hasta la n-ésima componente de la primer columna
de A. Veamos cémo podemos continuar con el resto de las columnas.

La idea va a ser que para cada k € {1,...,n — 1}, se toma como Z a los ltimos n — k + 1 elementos
de la columna k-ésima, y luego se le aplica el mismo proceso. Sin embargo, la matriz de reflexién es de
n—k+1xn—k+ 1,y necesitamos que esta pueda multiplicar a A*~1) € R"*"_ Por lo tanto, debemos
rellenar esta matriz de reflexiéon con la identidad:

(i-1)

g EB
P Qi1 j= 0 w — T—9
: : Co iz =gl
a, 0
1 0
= i {0 I-— 2uzu§]
Luego, si aplicamos esta matriz a A~ obtenemos
[ (i—-1) (i—1) (i—1) (i—1) (i—1)7]
R Ly T
i ! 1— =
0 ax Y] i1 T 92
A=ty _ | o : P ; N Y
HATZ =10 0 0 |&ll2 af, - a, |=4
i I
0 0 0 0 a1 0 3y
e 0 0 0 ayy o am

Notemos que el unico caso en el que este procedimiento se podria romper es en el caso T = g, al
no poder definir u;. Sin embargo, simplemente debemos saltear la columna, ya que esta ya tiene ceros
donde se buscaba colocarlos.
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Entonces, si aplicamos este procedimiento de forma iterativa, podemos concluir que la matriz A1

serd triangular superior, y obteniendo la factorizacién QR:

H, . ... .H-A=R
A=H ... H |, R

n—1"

Este algoritmo es conocido como el método de Householder, y siempre estd definido para toda
matriz n X n. Ademsds, tiene una complejidad de orden cibica, donde la cantidad de operaciones de
punto flotante necesarias es de alrededor de % -n3, sin embargo es ciega respecto a la cantidad de ceros
en la columna, y por lo tanto es menos eficiente cuando se trabaja con matrices ralas, en comparacién
al método de rotaciones.

7.2. Unicidad de la Factorizacion QR

A esta altura tenemos dos metodologias para encontrar la factorizacién QR de una matriz de n x n,

y es natural preguntarse si dicha factorizacién es unica. La factorizacion QR no es unica, salvo que la
matriz R tenga coeficientes de la diagonal positivos, es decir r;; > 0 para todo ¢ = 1,--- ,n. Notemos
que para que esto sea posible, A debe ser inversible.
7.3. Propiedades Varias
Identidades Trigonométricas

» sen—0 = —senf = sen (6 + 7).

» cos—0 = cosf = —cos (0 + 7).

= cosf =senF + 0.

» senf = cos (5 —0).

» sen? 6 + cos?0 = 1.

Propiedades Equivalentes: (@ € R™*™ es una matriz ortogonal sii:
" QQ'=0Q'Q=1.
v [|Qx|2 = ||z|]2, para todo x

» las filas (columnas) de @ forman un conjunto ortonormal.

Matrices Ortogonales
= Si @ es ortogonal y triangular, entonces @ es diagonal, y ademds col;(Q) = =e;.
» Las matrices ortogonales preservan la norma de Frobenius, es decir ||Al|r = ||QA| F.

= Un algoritmo basado en reflexiones o en rotaciones para introducir cero es automéaticamente estable.
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Capitulo 8

Autovalores

Vamos a dejar de lado los sistemas de ecuaciones lineales y vamos a trabajar con otro concepto
relacionado con las matrices, que es el tema de autovalores. Vamos a recordar lo que son los autovalores
de una matriz:

Definicién 8.0.1. Sea A es una matriz € C™*", entonces x € C™ no nulo es un autovector de A sii I\
escalar tal que:
Ax = Mz

El escalar A se denomina autovalor de A, y se dice que = es un autovector asociado a A de A.

Notemos que A debe ser una matriz cuadrada, ya que si A fuese una matriz m X n, entonces
Ax € C™, mientras que z € C™, y por lo tanto A no podria existir ningin autovector.

Al autovalor de médulo méximo se lo conoce como radio espectral de A, y se nota como p(A) =
méx{|A| : X autovalor de A}. Este concepto nos va a resultar util un poco mds adelante cuando veamos
algunos métodos iterativos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

1 Qué cosas podemos decir de los autovalores y los autovectores? Lo primero que vamos a decir es
que si se tiene un autovalor A de una matriz A, entonces la matriz A — Al es una matriz singular, pues

Ax = \x
Az — Az =0
(A= Xz =0

por lo que A — I es singular, por lo que det(A — \I) = 0.

Cuando se desarrolla este determinante, el resultado es siempre un polinomio P(A) = det(A — AI)
denominado polinomio caracteristico de A. Luego, podemos decir que A\ es autovalor de A si y solo
si A es raiz del polinomio caracteristico P(\), y por lo tanto toda matriz A de n X n tiene n autovalores
contados con su multiplicidad, al ser estas las raices del polinomio caracteristico de grado n.

Propiedades de Autovalores
» Si Az = Az, entonces oA + 81 = (aX + 8)z, para todo «a, 3 € C.
» Si Av = Av con v autovector asociado a A, A¥v = \eu.

» Si  es una matriz ortogonal, entonces sus autovalores reales son 1 o —1 (las matriz ortogonales
conservan la norma 2).
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» Si AL A2 ..., )F son autovalores distintos con autovectores asociados v!,v?,---,v*, entonces

los autovectores son linealmente independientes. Por lo tanto, si A tiene n autovalores distintos,
entonces tiene una base de autovectores.

s Ay AT tienen los mismos autovalores.
» Si A es triangular superior (inferior), entonces a;; es autovalor de A.

= Si v es un autovector asociado a A, entonces av también es un autovector asociado a A.

8.1. Discos de Gershgorin

Veamos, ahora, otro concepto relacionado con los autovectores, conocido como los discos de Gersh-
n

gorin. Vamos a tomar una matriz, y para cada fila ¢ se define el radio r; = Z laix|, v con este radio
k=1,k+i
se define el disco
Di={xeC:lz—ay|<r;, parai=1,--- ,n}

La propiedad que tienen estos discos es que si se tiene un A autovalor de A, entonces A € D; para algun
i=1,---,n. Esta propiedad nos da una idea de por donde andan los autovalores de una matriz.

Ademss, si M = D;, UD,, U---UD,  es disjunto con la unién de los restantes discos D;, entonces
hay exactamente m autovalores de A (contados con su multiplicidad) en M. Veamos un ejemplo:

i —1 0
A=12 -1 0 M=/ MN== X=4
0 1 4

Dy ={x:|x—-1| <1} |
Dz:[x:|x+ 1| < 2} / >Y‘
D;={x:|x—4 <1} \u’/%

Podemos observar que la uniéon M entre D y D5 es disjunta respecto a D3, y por lo tanto podemos
asegurar que en M hay dos autovalores de A (A\! =i, A2 = —i), y el restante se encuentra en D3 (A3 = 4).

Como calcular los autovalores suele ser costoso, los discos de Gershgorin nos pueden servir para
darnos una idea de por donde andan los autovalores, sin tener que calcularlos.

8.2. Diagonalizacién

Vamos a decir que las matrices A y B de n X n son semejantes si existe una matriz P de n x n
inversible tal que
A=P'BP

El concepto de matrices semejantes es importante porque estas comparten sus autovalores. Es decir,
si Av = \jv, entonces B - Pv = \;Pv, siendo P una matriz inversible tal que A = P7'BP y v el
autovector asociado a \; de A.
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Hay matrices que tienen la propiedad de ser semejantes a una matriz diagonal. Es decir, dada una
matriz A, existe una matriz D diagonal que es semejante a la matriz A. Este tipo de matrices se dice
que son diagonalizables por semejanza, y tienen la propiedad de tener una base de autovectores.

A=rpr'DP
—

Los autovectores de A forman una base.

Nota: La matriz P se puede construir tomando como columnas a los autovectores de A.

8.3. Matrices con Base de Autovectores

No toda matriz tiene base de autovectores, y comprobar que una matriz sea diagonalizable no resulta
facil, por lo que buscamos alguna propiedad méas sencilla que nos permita afirmar que la matriz tiene
base de autovectores.

Propiedades

= Una de la propiedades es que si tenemos una matriz A € R™*" simétrica, podemos afirmar que sus
autovalores son reales.

= Si A tiene un autovalor real, entonces existe un autovector asociado con coeficientes reales.

» Si A es simétrica y A' y A? son autovalores distintos con v! y v? autovectores asociados, entonces
v! v v2 no solo son linealmente independientes, sino que ademds son ortogonales.

Por otro lado, hay un resultado que nos dice que si A tiene todos sus autovalores reales, entonces
existe € R™™ ortogonal tal que Q*AQ = T, con T € R™ ™ triangular superior. Esto nos dice que
A es semejante a una matriz triangular superior, y ademas la relacién de semejanza es via una matriz
ortogonal:

QAQ =T

Ademds, si A es simétrica, entonces T es diagonal, los elementos de la diagonal de 1" son los auto-
valores, y las columnas de @) los autovectores de A:

Q'AQ =D

Esta propiedad nos dice que si A es simétrica, entonces tiene una base ortonormal de autovectores,
y que por tanto es diagonalizable por semejanza via una matriz ortogonal.

8.4. Meétodo de la Potencia

En este punto tenemos una serie de propiedades acerca de los autovalores y autovectores de una
matriz, hemos caracterizado cuando podemos esperar tener una base de autovectores, y las implicaciones
que tienen respecto a la diagonalizacién de la matriz. A continuacién, vamos a ver cémo podemos calcular
los autovalores de una matriz, aplicando el método de la potencia.

Sea A € R™™ Al ... A" susn autovalores con v!,--- ,v™ los autovectores asociados que conforman
una base. Ademads, || > [A\?| > ... > |A\"|. El objetivo del método de la potencia va a ser obtener el
autovalor principal. Consideremos una base de autovectores de A, {vy,---,v,}, ordenados de forma

tal que cada v; esta asociado al autovalor \;.

La idea va a ser aplicar de forma iterativa una sucesién que busca converger al autovector principal.
Para ello, tomaremos un vector x(?) € R” que sea una combinacién lineal de los autovectores, pero que
el coeficiente o asociada a v sea distinto de O:

x(O):a1~v1+~~+anovn,cona17é0.
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En cada iteracién, simplemente multiplicaremos a izquierda por A. Es decir,
<) — A . x(F—D — AF . x(0)
:Ak(alvl++anvn)
:alAkV1++OénAkVn

A\ " A\
. al.vl+a2. )\71 V2++Oén )\71 “Vp .

Ahora bien, como para todo i € {1,...,n} se cumple que |A1| > |\;|, entonces

k
)\.
lim (22) =o.
tim (3) =0

—\F

—_

(k)
Si llamamos %) = X)\—k, tenemos que
1

2o\ A\
lm r™ = Iim [a;-vi+as- 22 Vot dan () v | = v
k— o0 k—o00 )\1 )\1

Ahora bien, jcudl es la critica a este procedimiento? El problema es que la sucesién definida, que
converge a la direccion del autovector vy, depende de A1 que es una de las cosas que queriamos encontrar,
por lo que no parece muy util.

Vamos a ver como podemos lograr el mismo resultado, sin tener que utilizar a A; durante el proce-
dimiento. Para ello, vamos a considerar una funcién ¢ : R® — R continua, que tenga la particularidad
de que saque escalares afuera:

O(ax) = |a|®(x)

Luego, vamos a considerar

(k)
lm | — ‘

—~ | = lim )\Ilc(alvl +2)
k—o00 (I)(x(k))

koo | B(AF (a1 + 3 -+ ))

a1v1+z... ‘
k—oo | D(ayv1 +Z)

1 i
= lm | —/—
k—o00 ‘I’(Ozﬂh)

- 1i
hovoo | (1)

Notemos que es necesario que oy # 0, y que ademds ®(vy) # 0.

Mientras se cumpla con estas propiedades, ® continua y saca escalares afuera, entonces se va a
cumplir que
(k) )
lim 7‘ = lim ‘
k—o0

U1
@(Ul

1
con xF) = AF . x(0)
Un caso particular del método de la potencia es tomar a ® como la norma 2, obteniendo

x(k) U1
fm 7‘ — lfm ‘ (
k—oo | [ [|o 1 koo | |lvg |2
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con x®) = A¥ . x() vy un pseudocédigo seria

Método de la Potencia con & = ||e||2

Entrada: ¥ € R, [|¢©]; = 1,A € R™" lim € N

Salida: ¢
1 fork=1,... ltim do
2 z=Aq
5 z

q =
1]l

Una vez hemos obtenido el autovector vy, que ya se encuentra normalizado, podemos obtener al
autovalor A\; mediante v{ Avy, pues

A’U1 = )\’Ul
—
v Avy = by
= Av1]3
=

Notemos que la tnica hipétesis que el método requiere sobre x(©) es que aq, su componente en la
direccién del autovector principal, no sea nula. Esto suele ser dificil de garantizar, justamente porque
no se conoce dicho autovector. La solucién suele ser elegir x(9) de manera aleatoria, y en caso de que el
método no converja, volver a intentarlo nuevamente con otro x(9).

8.5. Meétodo de Deflacion

Si trabajamos con una matriz que, ademdas de tener un autovalor dominante, tiene un segundo
autovalor que es mayor estricto que el resto:

[A1] > Az > -+ = A
podemos no solo obtener A1, sino que ademdas podemos obtener A5, aplicando el método de deflacién.

Este método consiste en considerar la matriz de reflexién H tal que Hvi; = ey, entonces

t_ )\1 Clt
HAH —|:0 B

donde HAH'! es semejante a A, at es algtin vector fila de R"™!, y B es una matriz de R™*".

Veamos que la matriz HAH?, efectivamente, tiene esta estructura. Para ello, basta con verificar que
COll (HAHt) = )\161!

Huvy = eq, por definicién de H
vy = Htey
—
HA(H'e;) = HAv,
= MHuv;
= \eg

por lo que, efectivamente, col;(HAH') = HAH' - e; = \e3.

Por otro lado, veamos ahora que la submatriz B hereda los n — 1 autovalores restantes de la matriz

A:
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Sabemos que

HAM' - Hv; = HAv;
= )\iH’Ui

Es decir, Hv; es autovector asociado a \; de HAH?® parai = 1,...,n. Luego, si reescribimos a Hv; como

[5}}, entonces:

3

)\iHvl' == HAHt H’U7

w(a) =0 5 ()

. A0 + atwi
<
Aifi = M Bi + alw;

Notemos que en el caso i = 1, como habiamos visto antes, HAH!-e; = Aieq, y por lo tanto 51 = A\
y wy = 0. Es decir, w; no es autovector de B. Ademas, como A; es el autovalor dominante, A\; # \; para
todo i = 2,...,n. Por lo tanto, Hv; es linealmente independiente de A;e; para todo ¢ = 2,...,n, es decir
w; # 0 para todo i = 2, ..., n. Luego, como w; # 0 y w; = Bw;, podemos asegurar que w; es autovector
de B y \; su autovalor asociado.

Luego, esta matriz B va a tener como autovalor dominante a Ao de A, por lo que se le puede aplicar el
método de la potencia para hallar Ay. Notemos que si todos los autovalores de A son distintos en mdédulo,
entonces podremos ir aplicando el método de la potencia, en combinacién al método de deflacién, de
forma iterativa, para poder hallar todos los autovalores y autovectores de A.

Una variante del método de deflacién consiste en definir
A=A -\ -u;-uj,
donde u; es un autovector unitario asociado a Ap.
La matriz A’ tiene autovalores 0, A, ..., A, por lo que si [\ > |A3], puede volver a aplicarse el
método de la potencia.
8.6. Meétodo de la potencia inversa

El método de la potencia inversa es una variante del método de la potencia que permite, dada
una matriz inversible A, encontrar su autovalor (y autovector asociado) de médulo minimo, si el mismo
existe y tiene multiplicidad simple.

Se basa en el hecho de que, si los autovalores de A son

A17 RS A?M
con |A1] < |\;| para todo i € {2,...,n}, entonces los autovalores de A~! son
AN

con |AY > |\ Y| para todo i € {2,...,n}.

Por lo tanto, basta con aplicar el método de las potencias sobre A~! para obtener [\ .
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Una variante interesante del método de la potencia inversa permite, dado un valor p € R, encontrar el

autovalor de A més cercano a p. Consiste en aplicar el método de la potencia sobre la matriz (A —p-I)~1,

que tiene como autovalores a
(>\1 - /1)717 LR (An - :u‘)il;

el autovalor )\; de A que minimiza la distancia con p es también el que maximiza el valor de (A\; — p) 1.

8.7. Propiedades Varias
Niumeros Complejos

Definicién 8.7.1. Un ntimero complejo z es un par ordenado de ndmeros reales, denotado por z = (a, b)
0 z = a+ bi, donde i> = —1, la parte real es Re(z) = a, y la parte imaginaria es I'm(z) = b.

= Siz=a+ bi, entonces Z = a — bi.
» 21t =4+ 5.

= 2129 =21 %2

» Si z € C, entonces |z| = Va2 + b2.

» Si z € C, entonces z - zZ = 2|
n

» Siw € C", entonces ||ulls = Z g2
i=1

s Siwu,v € C", entonces u-v = iuzﬁl
i=1
Propiedades Equivalentes
= )\ es autovalor de A.
s (A —A)z=0.
» Jz # 0 € R” tal que Az = Az

w det (AT —A)=0

Autovalores
= Si A es simétrica definida positiva y \; autovalor de A, entonces A; > 0.
= Si A es singular, entonces A = 0 es autovalor de A.

= Un autovalor A puede estar asociado a lo sumo m autovectores linealmente independientes asocia-
dos, donde m es la multiplicidad de A en el polinomio caracteristico.

= Las combinaciones lineales entre autovectores, asociados a un mismo autovalor A, también son
autovector de ese \. Esto no vale para combinaciones lineales de autovectores asociados a distintos
autovalores.

» Si X es autovalor de AAT, entonces A es autovalor de AT A.

Radio Espectral
Propiedad:El radio espectral de A p(A) < ||A|| para cualquier norma matricial inducida ||e||.

Demostracién: Sea v; el autovector unitario asociado al autovalor \; de A, y sea ||e|| una norma
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vectorial / matricial inducida, entonces

Av; = N
—
{IIAWII = | hivill
1w | < [ A] [lvs]
e
Ihivill < [1A]| v
Il < 1Al

Por lo tanto, |A;| < ||A|| para todo i =1,...,n. Como p(A) = méx; |\|, entonces p(A) < ||A]|, para toda
norma inducida.
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Capitulo 9

Descomposicion en valores singulares

Este capitulo estd dedicado a encontrar una nueva factorizacion de una matriz. Hasta ahora, las
factorizaciones que conocemos son las factorizacién LU, que proviene de la eliminacién gaussiana, y
la factorizacién QR, que proviene de aplicar rotaciones o reflexiones sobre una matriz, hasta obtener
una matriz triangular superior. En todos estos casos, se descompone a la matriz como el producto de 2
matrices.

En la factorizacién en valores singular, vamos a escribir a la matriz A € R™*"™, con r = rango(A
b b b

como el producto de tres matrices:
A=UxV!

con U € R™*™ 'V € R™™ ™ matrices ortogonales, y ¥ € R™*" tal que

[0y O -~ 0 0 --- O
0 o9 0 O 0
=10 o or 0 0
lov 0 -+ 0 0 -+ 0]

con oy > 09 > -+ > 0, > 0, denominados valores singulares.

9.1. Buscando la Descomposicion en Valores Singulares

Ahora veamos qué caracteristicas tienen que tener las columnas de las matrices ortogonales U y V/,
en caso de que exista esta descomposicién. Comenzamos planteando que queremos que

A=UxV!
AV =UX
o -
Alvy vg -+ | = |ur Uz - Up Or
<~
Av; =ou; sii=1,...,r

Av; =0 sii=r+1,...,n
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Esto nos da una relacién que debe existir entre las columnas de V y las columnas de U. Este mismo
procedimiento lo podemos hacer para A':

At =VxtUt
AU =VY!
o _
At |u = o
1 U2 o Uy | = (V1 V2 ot Up
—
Alu; =opv; sii=1,...,r

Aly; =0 siti=r+1,...,m

Entonces, obtenemos otras dos relaciones que debe haber entre los vectores columna de V' y los vectores
columna de U. Ahora, vamos a seguir buscando propiedades:

AtAv; = o2v; parai=1,...,r
AtAv; =0 vparai=r+1,...,n
Esto nos estd diciendo que v; es autovector de A’ A correspondiente al autovalor o7, para i = 1,...,7,y
parai=1r+41,...,n, v; es autovector relacionado al autovalor nulo.
Es decir, si esta U y esta V existen, sabemos entonces que vy, . . ., v, tiene que ser base ortonormal de

autovectores de A*A, al ser estos vectores las columnas de una matriz ortogonal. Por otro lado, sabemos
que la base de autovectores de A*A existe, al ser esta una matriz simétrica. Luego, la base ortonormal
de autovectores de A*A son candidatas a ser las columnas de la matriz ortogonal V.

Por otro lado, como 022 = )\, con o; > 0y \; autovalor de A*A parai =1,...,r, entonces podemos

definir a | 0; = \/\; |, que esta bien definido al ser A*A una matriz semi-definida positiva, y por lo tanto
A > 0.

Veamos ahora de dénde sacamos el resto de las columnas de U, teniendo que cumplir las propiedades
ya establecidas para que la factorizacién realmente exista. Por un lado tenemos la propiedad que nos
dice que debe existir una relacién entre las primeras r columnas de V' y de U:

Av; =o;u; parai=1,...,7

Como o; > 0, al ser los valores singulares que corresponden a las raices cuadradas de los autovalores de
At A que no son nulos, entonces podemos dividir por o; obteniendo:

AUl' .
=wu; parat=1,...,r
0
Luego, como esta propiedad debe cumplirse, proponemos definir a u; para i = 1,...,r tal que

u; = ‘L:fi . Tenemos que comprobar que esta definicién resulte en vectores ortogonales entre si y de norma

:
2 igual a 1, es decir que forman un conjunto ortonormal.

Veamos que, efectivamente, uy,...,u, forman un conjunto ortonormal:
=\ [lvill2=1
——~
T
9 A v, A v, vieAT A v, N iy
= uild= (=) - ==L
; T; o; i
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0

Avi\" [A-v; T AT.A v,
-Sii#j,entoncesuiT~uj—( V> < Vj>—v1 Vi

i . . . i
Con esto hemos caracterizado las primeras r columnas de U. Veamos como podemos caracterizar
las que nos faltan. Para ello, utilizaremos un resultado del dlgebra lineal que nos dice

Im(A) @ Nu(A') =R™

donde la dimensién de la imagen de A es dim(Im(A)) = r, y por lo tanto la dimensién del niicleo de A?
es dim(Nu(A?)) =m —r.

A’Ui
gq
base de la imagen de A. Luego, como el niicleo de A? est4 en suma directa con la imagen de A, podemos
completar a la matriz U con una base ortonormal del espacio Nu(A?), obteniendo asf las m — r columnas
restantes de la matriz U ortogonal.

Como definimos a los u; = para i =1,...,r, entonces u; € Im(A4), y por tanto conforman una

Por dltimo, veamos que a partir de estas definiciones de ULyeyUm, Ui resulta ser autovector de
’ ’ ’ ’
AAt. Sabemos que

Avi

] ui: o,

parat=1,...,7.

» Alu; =0parai=r+1,...,m.

Luego, parai=1,...,r
At Av;
AAY oy = A 2
0j
= O’Z‘A’UZ‘
_ 02 ] AUi
2F}
por lo que u; es autovector de AA! asociado a \;, parai=1,...,r.
Por otro lado, parai=7r+1,...,m
A(A" - u;)=0parai=r+1,...,m
por lo que u; es autovector de AA! asociado a 0, parai=7r4+1,...,m.
Por lo tanto, {u;} es base ortonormal de autovectores de AA?, asociado a \; para i = 1,...,7, y
asociadoa O parai=r+1,...,m.

Notemos que en vez de analizar los autovectores de A* A, pudimos haber analizado los autovectores
de AA?, caracterizando a las columnas de U como las base ortonormal de autovectores de AA?, para
luego definir a las columnas de V' en base a las columnas de U.

Por lo tanto, si consideramos que
= v1,...,v, es base ortonormal de autovectores de A'A, por lo que la matriz V resulta ortogonal.
" Up,..., U, es base ortonormal de autovectores de AA?, por lo que la matriz U resulta ortogonal.
» 0; = /) siendo )\; el i-ésimo autovalor de A'A (A > Ao > ... \,).

Entonces podemos decir que hemos obtenido la descomposicién en valores singulares de A = UX V.
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9.2. Interpretacion geométrica
Vamos a considerar la circunferencia de radio 1, y vamos a identificar dentro de esa circunferencia

a los vectores v;, vo que conforman las columnas de V. Si tenemos A = UXV?, ;qué es hacer Av; =
UxViv?

‘_ i

De esta manera, podemos observar que primero fue una rotacion, luego un estiramiento o un achi-
camiento sobre los ejes obteniendo una elipse, y por tltimo rotamos esta elipse.

9.3. Propiedades Importantes

Veamos ahora algunas propiedades de los valores singulares. La primera propiedad que vamos a ver
es que la norma matricial inducida por la norma vectorial 2 es igual al valor singular més grande, es
decir

[Allz = o1

Otra propiedad interesante es que podemos caracterizar al nimero de condicién basado en la norma
2 a partir de los valores singulares de A, de la siguiente manera:

ra(A) = 2L

On
Por lo tanto, cuanto mayor sea la diferencia entre estos valores, peor condicionada estard la matriz.

Otra propiedad mas es que la norma de Frobenius es igual a

1Allr = V/(01)2 + -+ + (0,)?

9.4. Propiedades Varias
« A=USVT,
v AAT = UEETUT.
« ATA=VETSVT,

» Si A inversible, entonces ka(A) = Z+.

[Allz = o1.
= Si A es inversible, entonces los valores singulares de A~! son é > > =
La “receta” para obtener la descomposicién en valores singulares de una matriz A serfa:
(i) Hallar los autovectores y autovalores de A*A.
v;

(ii) Calcular U segiin: u; = 4% parai=1,...,r.

Ti

(iii) Completar el resto de las columnas de U con una base ortonormal del Nu(A?).

61



Capitulo 10

Métodos Iterativos

Este capitulo estd dedicado a presentar los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. Los métodos que conocemos para resolver un sistema de ecuaciones, hasta el momento, son la
eliminacién gaussiana, la factorizacién LU, y la factorizacion QQR. Cualquiera de estos métodos nos
asegura que, en una cantidad finita de pasos, obtenemos la solucion del sistema. Contrariamente a los
métodos exactos o directos, existen los métodos iterativos que buscan generar una sucesién de vectores
tal que, bajo ciertas hipétesis, converja a la solucién del sistema.

En el caso de la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales A - x = b, se busca una sucesion de
vectores {x*)},en que converja a la solucién del sistema x*, tal que A - x* = b.

La pregunta légica es jpor qué buscar una solucion iterativa al problema si ya tenemos una directa?
Para sistemas de ecuaciones pequenos, donde k > n, siendo k la cantidad fija de iteraciones, los métodos
iterativos resultan mas lentos que los directos, pues demandan mas tiempo para realizar las suficientes
iteraciones de modo de aproximar con exactitud la solucién. Sin embargo, para sistemas de ecuaciones
grandes, donde k < n, la complejidad de estos métodos va a ser ~ O(n?), resultando mucho més eficiente
que los métodos exactos.

10.1. Método de Jacobi

Vamos a comenzar presentando el primer método iterativo, que es el método de Jacobi. El método
de Jacobi va a poder ser aplicado inicamente a matrices que tengan los elementos de la diagonal distintos
de 0, es decir a;; # 0 paratodoi=1,...,n.

Vamos a comenzar con un vector inicial 2(®) € R” y, para generar el siguiente vector, vamos a
considerar la primer ecuacién del sistema:

a1 T1 4+ Fary Ty =b1
Luego, vamos a fijar los valores de las variables s, ..., z, en los valores de z(°), y despejamos z; de tal
manera que la primera ecuacion se satisfaga por igualdad:

1 b — a12$§0) — o —agay)

ry =

a11

Vamos a tomar ahora la segunda ecuacién:
a1 T1+ -+ agy - Ty = by

Entonces, fijemos las variables z1, 23, . .., Z, en los valores de z(?) para despejar a 2, de tal manera que
esta ecuacion se satisfaga por igualdad:

O~ ayl?

(1) by — as1w
Ty =
az2
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Nuevamente, fijadas ciertas variables, despejamos una para que la ecuacion se satisfaga por igualdad.
Si vamos a la i-ésima ecuaciéon
a;1 -xl+-~-+ai7i-xi—&--“—i—ai,n-xn:bi

y, si despejamos como venimos haciendo, obtenemos

m_1 [ o
x; aii.(blzla”xj)
]:

J#i

De esta manera, hemos obtenido las n coordenadas que vamos a utilizar para definir el vector z(1).
Luego, el procedimiento se define de la siguiente manera:

k—1)

k=1) = (mék_l), . 75551

Para cada k = 1,2,... considerar al vector x( ). Luego, se recorren en

orden las ecuaciones del sistema
i1 T+ Qg Tt Qi Ty = by

y, para cada una de ellas, se despeja xgk)

dientes de x*~1)_ Es decir, se define l'l(k)

reemplazando las demas variables por los valores correspon-

de modo que

ai71 . l‘(lkil) + - + a/i,i . xgk) + e _|_ ai7n . xglk_l) = bl

(),

)

y por tanto x

n

k) _ 1 (k1)

=1
i

Notemos que para que la iteracién esté bien definida, A no debe tener ceros en la diagonal.

Esta es una metodologia que nos estd generando una sucesién, y por tanto nos gustaria saber si esta
sucesion converge a la solucion del sistema

k—o0
(o)} 2220 g
Para simplificar este andlisis, primero veamos como podemos expresar esta metodologia de forma matri-
cial. Para ello, vamos a considerar escribir a la matriz A como A = D — L — U, donde

ai,1 0 —ai2 e —Q1;
az,2 —az 1 0

)

0 —An—1,n
0 An,n —Qn,1 e —Qp,n—1

A partir de esta escritura, teniendo en cuenta que D es una matriz diagonal inversible, podemos
reescribir al sistema Az = b de la siguiente manera:

A-x=b sii
(D-L-U) x=b sii
Dx—(L+U)-x=b sii
D-x=b+(L+U)-x sii

x=D1.b4+D ' (L+U) -x
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Luego, llegamos a que la solucién de Az = b es la solucién de este sistema

x=D'b+D ! (L+U) x|

pero esta expresion es la que nos caracteriza matricialmente las iteradas del método de Jacobi. Para
comprobar esto, calculemos z(*) en términos de los elementos de A y B y veamos que coincide con el
algoritmo de Jacobi. Se tiene

1 b1
ain 0 by a1
Dilb = . = .
1 by,
0 Qnn by Ann
a2 Ain
1 0 —aF
a1 0 0 @ij _an 0 co. G2
DY L+U)= . : = 922
1 o . . .
0 Apn al] 0 __Gn1 ) 0
Gnn ann

multiplica la fila ¢ por 1/a;;

Entonces

n k—1
o (bl LA alﬂmg )>
™ =D W4 DYWL+ U)x®Y = :

n (k—1)
1 (bn — Z#n AnjT; )

Qnn

como querfamos ver.

Por lo tanto, podemos asegurar que si el método de Jacobi converge, lo hard a una solucién de
A - x = b. Notemos que todavia no sabemos si este método converge, solamente estamos diciendo que,
en caso de que converja, converge a la soluciéon del sistema. Nuevamente, recordemos que es necesario
que a;; # 0Vi = 1,...,n para poder aplicar el método.

Escribiendo el algoritmo en forma de pseudocédigo, se tiene

Método de Jacobi

Entrada: A € R"*" sin ceros en la diagonal, b, x(°) € R” arbitrarios, K criterio de corte.
Salida: x* solucién del sistema A - x = b.
1 fork=1,2,... K do

2 fori=1,...,ndo

Podemos observar que el costo de cada iteracién es de orden cuadratico, por lo que el costo total
del método nos queda O(k - n?), siendo K la cantidad de iteraciones fija.

10.1.1. Interpretacién Geométrica

Vamos a dar una interpretacién geométrica de lo que est4d haciendo el método en R%. Vamos a
suponer que estamos intentando resolver un sistema de ecuaciones de 2 x 2, por lo que cada una de las
ecuaciones F1, Fs caracteriza a una recta, y la solucién del sistema que estamos buscando no es otra
cosa que la interseccién de estas rectas:
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, . . . . . . 0
El método de Jacobi nos dice de considerar la primera ecuacion, fijar la segunda coordenada xé ),

. . 1 . L .
y determinar la primer coordenada xg ) de tal manera que la primera ecuacion se satisfaga. Luego, para

1) (0)

determinar la segunda coordenada xé , fijamos la primer coordenada z; ’, y luego determinamos el valor

de :cgl) de tal manera que se satisfaga la segunda ecuacion.

10.2. Método de Gauss-Seidel

El segundo método iterativo que vamos a ver es el método de Gauss-Seidel. El método de Gauss-
Seidel es similar al de Jacobi en cuanto a que plantea partir de un vector inicial z(9) y va generando nuevos
punto de una sucesién generada a partir de las ecuaciones del sistema, pero con una leve diferencia.

Al igual que en Jacobi, la primer coordenada la va a actualizar de tal manera que se cumpla la
primer ecuacién, manteniendo fija el resto de las variables:

n

20 = ai Y (al,j .xgo))

1,1 =
J#i
Sin embargo, para la segunda coordenada, en lugar de utilizar todas las coordenadas de z(?), reemplaza

el valor de la primera coordenada x§°) por la coordenada que acaba de determinar:

n

1 1 1 0
mé)za b2—a271x§)—j§(a27j~x§ ))

J#i

De alguna manera, va a ir usando las coordenadas actualizadas, a medida que las va obteniendo.

Cuando estemos en el caso general, y queramos determinar la i-ésima coordenada a partir de la i-

ésima ecuacién, vamos a dejar fijas las coordenadas de i+ 1, ..., n respecto al (9, pero las coordenadas
de 1,...,7— 1, que ya han sido determinadas, van a tomar el valor actualizado:
1 i—1 n
1 1 0
o= bi_Z(ai,j'xE‘))_z (ai,j~x§)) :
Qi — Ry
Jj=1 Jj=i+1

Luego, la diferencia esencial, con respecto al método de Jacobi, es que utiliza no solo las coordenadas
del punto inicial, sino que a medida que actualiza coordenadas, utiliza estas 1ltimas. Este es el caso inicial
para pasar de z(©) a (1), y el caso general para pasar de z*) a £*+1) nos queda

1—1 n
k _ 1 , ) o (k-1)
A e B ) - 3 ().

j=1 j=i+1
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Recordemos que este método asume que la matriz A tiene sus elementos de la diagonal no nulos, porque
sino no podriamos dividir por a;;.

Ahora, vamos a darle una expresiéon matricial al método de Gauss-Seidel, de la misma manera que
hicimos con el método de Jacobi. Para ello, vamos a partir del sistema Az = b, y vamos a reescribir a A
como A=D — L — U, donde

a1 0 —aiz - —a1n
az 9 —az1 0

0 —Ap—1,n
0 Un,n —ap,1 —Qp,n—1

) Ly

Luego, a partir de esta reescritura, teniendo en cuenta que D es una matriz diagonal inversible,
podemos reescribir al sistema de la siguiente manera:

Az =10
(D-L-U)x=b
(D—Lyx—-Uz=b
(D—Lx=b+Ux

r=(D—-L)"'+(D—-L)" Uz

Esta ultima equivalencia vale debido a que D — L es triangular inferior y (D — L)y = ay; # 0, por lo
que (D — L) es inversible. Luego, decimos que las iteradas de Gauss-Seidel se pueden expresar de forma
matricial como:

™ = (D - L)%+ (D - L) 'Uz+Y

Veamos que esta definicién coincide con el algoritmo de Gauss - Seidel. Vamos a despejar las com-
ponentes de z(*) a partir de la igualdad (D — L)z®) = b+ Uz =1, Tenemos

n k—1
by 0 —ai; x(lk_l) by — Zj=2 aljx%k 1;
b+UzF Y =|: |+ . _ by — Zj:B A25T;
bn 0 0 (k—1) .
Ty b
Entonces
n (k—1)
om0 =
(D — L)x(k) =4+ Uz* D & : . 2B — by — Ej:3 ag;x;
Apn1 e Ann
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que es lo que queriamos ver.

Escribiendo el algoritmo en forma de pseudocddigo, se tiene

Método de Gauss - Seidel
1 Definir z(©);

2 fork=1...K do

3 fori=1...ndo

k i—1 k n b1
! L o = o (bi — 2= a"jx; - D j—it1 aijx§ )>;

i

Podemos observar que el costo de cada iterada de Gauss-Seidel es de orden O(n?), siendo el costo
total de orden O(k - n?), con k la cantidad de iteraciones producto del criterio de corte.

10.2.1. Interpretacién Geométrica

Veamos cémo podemos interpretar geométricamente el método de Gauss-Seidel en R2. Vamos a
suponer que estamos intentando resolver un sistema de ecuaciones de 2 x 2, por lo que cada una de las
ecuaciones Fi, E5 caracteriza a una recta, y la solucién del sistema que estamos buscando no es otra
cosa que la interseccién de estas rectas:

;—II.
B2
H o
| e
£
L Z
A

Para actualizar la primer coordenada dejamos fija la segunda, y tomamos la primera coordenada de
manera que se satisfaga la primera ecuacion. Luego, vamos a determinar la segunda coordenada de tal
manera que se satisfaga la segunda ecuacién, pero ahora la que vamos a dejar fija es la primer coordenada

(1) (0)
xy’,ynox; .

Considerando que el método de Gauss-Seidel trabaja con informacién actualizada, es razonable
suponer que este converge mas rapido que el método de Jacobi. Sin embargo, esto no es necesariamente
cierto, incluso puede ocurrir que uno converja a la solucién, mientras que el otro no lo haga. Veamos
algunos ejemplos para notar que esto, efectivamente, depende del sistema:

En este ejemplo, el método de Jacobi converge a la solucién del sistema, mientras que el método de
Gauss-Seidel no converge:
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1 2 2] [x 4
i I | xp| = |—1]| Solucién x = (6, —4,—3)
2 2 1 X3 1
Gauss—SeideI
= (0,0,0)
1
Jacobi = (4,-5,3)
X0 — (0,0,0) ; (20, —24,9)
= (4 -1.1) X3 = (70, —80,21)
X2 — (8.6, —5) = (206, —228, 45)
x3—(6;—4;—3) 5> = (550, —596, 93)
X — (6. _4;_3) x5 = (1382, —1476,189)
X_r, (6 _4;_3) 7 — (3334, —3524,381)
X8 = (6. —4. —3) x® = (7814, —8196, 765)
: x‘-" (17926, —18692, 1533)

X

= (40454, —41988, 3069)

En este otro caso, podemos observar el método de Gauss-Seidel converge a la solucién del sistema,

mientras que el método de Jacobi no converge:

—31

lucién x = (&, =3, 1)

Gauss-Seidel

1 —05 05] [x 4
1 1 1 x| =|-1] So
-05 —05 1| [xs 1
Jacobi
= (0.,0,0) 0
x1 (4,-1,1) i
x* = (3.00, —6.00, 2.50) 2
x3 = (—0.25, —6.50, —0.50) i 'a
x* = (1.00,—0.25, —2.38) =
x5 = (5.06,0.38, 1.38) Xs
x10 — (4.28, -9.68.5.62) %
x20 = (—4.51,15.60, —15.81) X
x30 = (22.32, —61.55, 49.60) Xm -
x*0 = (-59.57,173.88, ~150.01) 5 _
x4 — (258.10, 327.84, 90.68) a0 _

x°0 = (190.34, —544.60, 459.14)

En conclusién, no hay un método que supere al otro

(0,0,0)

4,-5,0.5)
1.25,-2.75,0.25)

2.5, -3.75,0.375)

1.9375, —3.3125,0.3125)
2.1875, 3.5, 0.34375)

= (2.11035, —3.44433, 0.33300
2.11108, —3.44439, 0.33334
2.11111, —3.44444,0.33333
2.11111, —3.44444,0.33333
2.11111, —3.44444,0.33333

(
(
(
(
=
)
)
)
)
)

(
=
=
=

en cuanto a condiciones de convergencia. Hay

sistemas de ecuaciones en los que ambos convergen, sistemas de ecuaciones en los cuales uno converge y

el otro no converge.

10.3. Analisis de convergencia

Hasta ahora propusimos dos iteraciones distintas, aunque nunca probamos que efectivamente con-
vergieran a una soluciéon. Veamos cémo podemos determinar la convergencia de estos métodos. Para ello,
primero observemos que tanto Jacobi como Gauss - Seidel, sus formas matriciales mantienen una cierta
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estructura mas general:

Gauss-Seidel: x*+1) = (D — )70 - x® + (D — L)™'
Jacobi: x**) = DXL+ U) - x® + D~1p

Esquema general: xFHD = . x®) 4 ¢

donde T € R**" y ¢ € R” no dependen de z(*).

Entonces, bajo esta estructura, lo que queremos determinar qué propiedades tienen que cumplir
para que las sucesiones de la forma
2D = g 4 ¢

convergen a la solucién del sistema
¥ =Tz"+¢
Primero, vamos a necesitar de algunos resultados del dlgebra lineal:

s Definicién: A es una matriz convergente si kh’m AF = 0.
— 00

= Definicion: Llamamos radio espectral de una matriz a su autovalor de médulo maximo, es decir

p(A) = méx{|\| : A es un autovalor de A}.

= Propiedad: A es convergente
<p(d) <1
& lim ||AF| =0
k—oco

& lim AFx = OVz € R”
k—oco

» Propiedad: Si p(A4) < 1, entonces I — A es inversible y Z AP = (1 -A)"L.
k=0

Buena fuente bibliografica: Analysis of Numerical Methods E. Isaacson.

Luego, utilizaremos estas propiedades para demostrar que la sucesiéon {x(k)} definida por z(k*+1) =
Tz™®) + ¢ va a converger, sin importar el punto inicial (%), si y solo si p(T) < 1.

<) Primero vamos a ver que si p(T) < 1, entonces la sucesién {x;} converge a la solucién del
sistema.

kD) =) 4 ¢
=T(T2* Y +¢)+c
=T%"Y 4 Te+c
=T2(Tz*? 4 ¢) +¢
=T32* 2 4 T2+ Te+c

=Tk 12O L Thep o 4 Te+e
—
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; (k+1) _ ¢ k+1 ,.(0) k
kl;r{:ox kILIEOTO v +T%c+ +Tc+c
—

’ k .
lim 0+ (I;)T ) c

(I-T)"'-c

(k+1

Por lo tanto, el ka x ) existe, y converge a z* = (I — T)~! - c. Veamos que esta es la solucién del

— 00
sistema x =Tx + ¢

r=I-T)" ¢
(I-T)x*=c
¥ =Tz" +c

Por lo tanto, z* es la solucién del sistema, y por lo tanto {xy} converge a la solucién del sistema, para
todo 29 inicial. Continuemos con la demostracién para el otro lado.

=) Ahora queremos ver que si la sucesién {z(*)} converge para todo z(%) inicial, entonces p(T') < 1.
Es decir, sabemos que
{zi}tren —— 2%, V2@ eR"
k—o0

y queremos ver que p(T') < 1, es decir que T sea una matriz convergente. Para comprobar esto, vamos a
probar que
lim 7%z =0, VzeR"

k—oc0

al ser esta una propiedad equivalente.

Como estamos suponiendo que la sucesién converge a la solucién del sistema x*, para cualquier z(©)
inicial. En particular, tomaremos z(®) = 2* — z, siendo z un vector en R". Luego

lim TFz = lim TF 1Tz
k—o0 k— o0
= lim TF'T(z* — z)
k—o0

= lim TF Y Tz* — Tz)

k—o0
= klin;lo Tk_l(l‘*% — (l‘(1)7’6))
= kh’m TE1 (2" — W)
—00

kh'm TFz = kh’m z* — 2™ =0, por hipétesis
— 00 — 00

Luego, kh’m T*z = 0 para todo z, por lo que T' es una matriz convergente.
— 00

Luego, podemos concluir que, efectivamente, la matriz T’ es una matriz convergente (p(T) < 1) siy
solo si la sucesién {x(’“)} converge a la solucién del sistema 2*, para todo z(°) inicial.

Este resultado nos brinda un criterio til para determinar la convergencia de una iteracién. Recor-
demos que Jacobi usaba Ty = D™!(L + U) mientras que Gauss - Seidel tomaba Tgs = (D — L)~U, de
modo tal que, fijada A, basta determinar si p(T") < 1. Lo que nos falta ver es c6mo podemos asegurar
que el radio espectral sea menor a 1, y de este modo afirmar su convergencia a la solucién del sistema.

10.3.1. Matrices particulares

Hay familias de matrices para las cuales vamos a poder asegurar que el método de Jacobi o el método
de Gauss-Seidel convergen.
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Matrices EDD

Vamos a comenzar con las matrices diagonal dominante. Recordemos que una matriz A es edd si y
n

solo su |a;| > Z la;;| paratodoi=1,...,n
j=1
J#i
Entonces, si A es edd, entonces la matriz de iteracién de Jacobi Ty = D71(L + U) es una matriz
convergente, es decir p(Ty) < 1, y por tanto el método de Jacobi va a converger. Es un error comin
mezclar a la matriz de iteracién T con la matriz original A al momento de analizar la convergencia del
método iterativo. Necesitamos que p(T') < 1, pero estamos pidiendo que la matriz A sea edd. Veamos
que esto es cierto.

Recordemos que p(A) < ||A|| para toda norma inducida ||e||. Por lo tanto, para demostrar que
p(Ty) < 1 basta con encontrar una norma inducida tal que ||T'|| < 1. La norma que vamos a utilizar es
la norma infinito:

T; =D YL+U)

1Tyl = méx (Tl
, siendo (77)! la fila i-ésima de 7.

Pero la fila i-ésima de T'; tiene la siguiente pinta:

1

Qi

(TJ)f = ' [70“1',1’ sy 70451, Oa Qi 41,0, 7ai.n]

Por lo tanto, si le estamos tomando la norma 1 a esta fila, obtenemos:

I = >[4
o G

J#i
———
<1

al ser A edd.
Por lo tanto, ||Ts||c < 1, y por tanto el radio espectral p(T;) < 1

Para el método de Gauss-Seidel tenemos un resultado similar. Si la matriz A es edd, entonces el
método también converge. Para ello, nuevamente vamos a comprobar que p(Tgs) < 1, con

Tgs =(D—-L)"*-U
Sea A autovalor de Tg, y el autovalor asociado tal que ||z||o = 1. Veamos que |[A| < 1:
TGSQL‘ =z
(D—L)'U-z=X\
Uz =MD — L)z
S

- Z a;;xr; = A Z @i x; (Mirando la Fila i)
Jj=i+1

— g a;T; = A E Qi T + AT

Jj=i+1

AT, = — E ai;T; — )\E ai; T

Jj=i1+1
=

[Allagi|lzs| < Z |agj||2;] + Al - Z|am||xy|

J=i+1
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Como ||z|lec = 1, entonces existe 1 = |z;,| > |x;| para todo i. Como la desigualdad a la que llegamos
vale para todo i, en particular vale para ig. Entonces

n i0—1

Mlasgiol 23] < D laios] 5] + A D laigg] |5
—

Z() 1

|/\||aioio| < Z |a10]| + |)‘| Z |a10]|

J=tio+1
10—1 n

A (Jaigiol - me) < D lagl

j=io+1

>0 por ser A edd
| | < E;Lioﬂ | ioj|

= 1
|@igio| — Elo ‘a201|

Por otro lado,

io—l n

‘aio7io| > Z |aioj| + Z |aioj|
=1 G=ig+1
io*]. n

‘ai07io| - Z |aioj| > Z |aioj|
j=1 Jj=io+1

Z?:ioH | @]

1
|ai0i0| - ZZO | z(,]|

1>

Z;’L:io—o—l ‘ Qigj |

1
|ai0i0 I - ZZO |a10] |

Luego, p(Tgs) < 1, por lo que podemos concluir que si A es edd, entonces el método de Gauss-Seidel
converge.

Entonces, |\| < < 1, para todo A autovalor de Tggs.

Matrices SDP
También se puede demostrar que si A es una matriz simétrica definida positiva, entonces el método
de Gauss-Seidel converge.
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Métodos Numéricos modo virtual
(pandemia COVID-19)
Material Complementario

Métodos iterativos - Gauss Seidel en SDP - versién 1.0

Este es material complementario de las diapos de la clase de métodos iterativos usadas durante el dictado
virtual (pandemia COVID-19).

Este documento incluye la demostraciéon de convergencia del método de Gauss Seidel para el caso de matrices
simétricas definidas positivas.

Como paso previo al andlisis de convergencia de Gauss Seidel vamos a probar una propiedad que nos resultara
util

Lema: Sea A € R™ "™ una matriz simétrica definida positiva y B € R"*" tal que A — B — B es simétrica
definida positiva. Entonces
1. A— B es inversible

2. p(—(A-B)"'B) <1

Demostracién:

1. Supongamos que A— B es singular. Entonces existe v € R™, v # 0 tal que (A—B)v = 0. Si multiplicamos
por vt, obtenemos

vV (A=Bv=0
vt Av = v'Bu
Como A y A — B — B! son simétricas definidas positivas y v # 0
v (A)v =v"'Bv >0
v'(A—Bw—v'B'v=v"(A—B—- B2 >0

Pero como v*(A — B)v = 0, entonces v! B'v < 0 lo cual nos lleva a una contradiccién. Entonces A — B
es inversible.
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2. Sea A autovalor de —(A — B)™!B y w el autovector asociado. Queremos ver que |\| < 1. Por definicién
—(A—B)™'Bw = \w
Multiplicando por (A — B)
—Bw = \MA - B)w
Multiplicando por w?
—w'Bw = Aw'(A — B)w = Aw' Aw — \w' Bw
Agrupando los términos
(A — Dw'Bw = M’ Aw

Como A es definida positiva entonces w! Aw > 0 y por lo tanto podemos afirmar que X # 1. Entonces
podemos dividir por A — 1

t Aw

t _
w ' Bw = ()\_l)w

Por otro lado tenemos que A — B — B* es simétrica definida positiva, entonces
w'(A— B —B"Yw >0
Distribuyendo
w' Aw — w'Bw — w'B'w > 0
Usando que w!Bw = w!Btw

wtAw — 2w!Bw > 0

Usando que w!Bw = ﬁthw

wt Aw — 2 wtAw > 0

A
(A=1)

1-2 Jwt Aw > 0

A
O-1)
Como A es definida positiva, entonces (1 — QO\’\fU) debe ser > 0.

Esto es valido sii Qﬁ < 1.

SiA>1=2A<A—1= A< 1locual es una contradiccién.
SiA<—-1=2A>X—1= X> —1 lo cual es una contradiccién.
Como ya teniamos que A # 1, entonces podemos afirmar que |A| < 1.

Concluimos entonces que p(—(A —b)71B) <1

Proposicién:  Sea A € R™*"™ una matriz simétrica definida positiva. El método de Gauss Seidel converge
independientemente del x° inicial.
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Demostracién:
Sabemos que A =D — L — U. Como A es simétrica = U = Lt.
De la expresién de A

A=D—-L-U

Usando que U = L y pasando términos

A+L'+L=D
A—(-L')—(-L)=D

Como A es definida positiva = d;; > 0 y por lo tanto D es una matriz diagonal definida positiva. Si llamamos
B = —L*, entonces A — B — B' es simétrica definida positiva y podemos aplicar el lema anterior y afirmar
que p(—(A-B)™'B) <1

. Qué matriz es —(A — B)"!B?

—(A-=B) 'B=—(A+ LYY (~L) = (A+ L") 'L' = (D - L)"'U

que no es otra cosa que la matriz Tgg. Concluimos que p(Tgs) < 1y el método de Gauss Seidel converge
independientemente del 20 inicial.
|



Hay otro resultado, mas general, que nos habla de matrices tales que a;; < 0 para todo ¢ # j y
az; > 0, que nos dice que, para estas matrices, se satisface una sola de las siguientes propiedades:

» O bien p(Tgs) < p(Ty) < 1. Es decir, ambos métodos convergen, pero como el radio espectral de
la Gauss-Seidel es més chico este ultimo converge més rapido.

» O bien p(Tgs) > p(Ty) > 1. Es decir, ambos divergen.

Estas propiedades estdn sacadas de el paper de P. Stein, R:L: Rosenberg, On the solution of lineal
sumultaneous equations by iteration.

10.4. Cota del Error
Por ltimo, vamos a ver un resultado acerca de la cota del error para un esquema general z = Tz +c.
Sea T € R™*" tal que ||T|| < 1 para una norma inducida, y z* la solucién del sistema. Entonces:
o 2D = T2(F) 4 ¢ converge independientemente del () inicial, al ser p(T) < |(T)|| < 1.

o |lz* —2®)|| < |71 ||2® — 2*||, 1o cual nos da una cota sobre el error con respecto a la solucién del
sistema en funcién del error inicial. Sin embargo, este resultado no resulta demasiado 1til ya que
tendriamos que conocer de antemano qué tan lejos estd el vector inicial z(?) respecto de la solucién
del sistema.

k I~
. [zt —a®)| < T

en funcién de las dos primeras iteradas, que si podemos calcular.

)lz™ — ()|, Ahora si hemos obtenido una cota del error del paso k-ésimo,
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Métodos iterativos - Error - version 1.0

Este es material complementario de las diapos de la clase de métodos iterativos usadas durante el dictado
virtual (pandemia COVID-19).

Este documento incluye la demostracién de una cota del error de un método iterativo para resolver sistemas
de ecuaciones lineales.

Proposicién:  Sean T € R**". Si||T|| < 1 para una norma inducida entonces

1. La sucesion z* = Ta*~1 + ¢ converge a * = (I — T)~'c para cualquier z° inicial

2. [la* — ¥ < ||T|* ||l — 27

k UTU* j1,.1 _ .0
3. ||z —a®|| < 1_|\THHx — |

Demostracion:

1. Hay una propiedad que establece que |p(A)| < ||A|| para toda norma inducida. Entonces |p(T)| <

[|IT|| < 1. Por lo tanto estamos en condiciones del teorema general de convergencia y podemos concluir

que la sucesién converge para cualquier 2°.

2. Partimos del error y veamos como ir acotando. Sabemos que z* = Tz* + ¢ y que 2 = T2 ~! +¢.

la* —a*|| = [|Te* + ¢ = Ta" " — || = ||Ta* = T Y| = |T(a* — 1) < ||T[[]a* — 2|
por norma inducida

Volviendo a aplicar el mismo reeemplazo

|2 —a*|| < [|T||Tw* +e=Ta*"? —c|| = ||T||||Tz* = Ta*=?|| = [|T|||T(* —2*2)[| < [|T]]?||2* —2*|]
por norma inducida

Repitiendo el proceso, llegamos a:
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[l —2*|| < [|IT]|* 2 — 2|
3. Veamos primero la diferencia entre dos iteradas sucesivas
[l —ab|| = ||T2" + ¢ = T2* ™" — || = [|T(«" — 2" )| < [IT|ll|l=" —2*7]
Si seguimos reemplazado llegamos a que
[l —a®|) < |7 ||t — 2°)]
Consideremos ahora dos iteradas j y k con j > k:
|2 —xh|| = ||ad —2d T qad T g 2 T2 P R T R | <2 Y |27 T =T TR |2 k|
Usando la cota anterior:
j—1—k
, A o o A A 4
lla? = 2| < (ITIP "+ ITIP 2 4+ (Tt =2 = TR (T = 2°))
i=0
. J—1-k .
Si ahora tomamos limite con j — oo, como {z7}%, converge a z*y »  ||T|[' = ﬁ ya que
i=0

[|IT|| < 1, obtenemos

[ealls
(=171

lla* — 2t < gl

||z! —



Capitulo 11

Cuadrados Minimos Lineales

Este capitulo estd dedicado al problema de Cuadrados Minimos Lineales. Vamos a comenzar
por definir cudl es el problema, vamos a estudiar algunas propiedades tedricas, y finalmente vamos a
proponer algoritmos para resolver el problema.

(En qué consiste el problema? Vamos a tener un conjunto de pares ordenados de valores (z;, y;) para
i=1,...,m, donde x es la variable independiente e y es la variable dependiente, para el cual buscamos
una funcién f(x), perteneciente a cierta familia F, tal que “mejor aproxime” o mejor describa a los datos.

En esta definicién del problema hay algunos términos ambiguos, por ejemplo ;qué quiere decir que
“mejor aproxime” a los datos? Entonces, podemos tener distintas propuestas

= La primer propuesta es considerar el error en los valores de la funcién con respecto a los valores
de la variable dependiente, buscar el maximo error, y queremos determinar aquella funcién de la
familia de funciones tal que minimice el mdzimo error (criterio minimaz) entre cada uno de los
puntos y el grafico de la funcién, es decir, considerar como métrica

min (izl{fé?fm | f(zi) — yil)

La critica que se le hace a esta expresién es que si la muestra llega a tener valores atipicos, estos
valores podrian dominar a la muestra e inclinar la eleccién de la funcién, llevando a una peor
aproximacion para el caso general.

= Para evitar este problema, hay una segunda propuesta para expresar el concepto de "mejor apro-
xima” a los datos, que es considerar la suma de los errores en médulo, y buscar aquella funcién
que minimice el error absoluto entre los puntos y el grafico de la funcion:

m
;%12; |f(33i) - yi|

De esta manera, los valores atipicos no dominan la muestra, obteniendo asi una funcién tal que,
dentro de la familia de funciones, describa mejor los datos. La critica que se le suele hacer a este
criterio es que estd tomando en cuenta una funcién que no es derivable.

= Luego, se propone buscar aquella funcién, dentro de la familia de funciones, que minimice la suma
del error cuadrdtico

min Y (f(z;) —y:)?| < Método de Cuadrados Minimos
i=1

Este criterio es el més usado en el contexto de aproximacién ya que, bajo ciertos escenarios, tiene
propiedades tedricas y practicas que facilitan obtener la solucion.
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Nos vamos a centrar en resolver el problema de Cuadrados Minimos para familias de funciones donde
los pardmetros a determinar estén relacionados de forma lineal. Por eso es que hablamos del problema
de Cuadrados Minimos Lineales.

Dado un conjunto de funciones {¢1, ..., ¢, } linealmente independientes, vamos a definir a la familia
de funciones como la combinacién lineal de esas funciones:

F=1{f@) =3 eoi(@)}

donde 1, ..., p, son funciones reales fijas. A modo de ejemplo, podemos considerar la familia de fun-
ciones lineales (en cuyo caso tendremos dos pardmetros), de funciones cuadraticas (donde habra tres
pardmetros), etc.

Por lo tanto, el problema de CML va a consistir en hallar estos coeficientes ¢4, ..., ¢, tal que:

3
3

n

min ) () 00 = min 3= (3 (eststr)) - 1)
i=1 T =1 =1

Veamos ahora una forma de expresar el problema de CML de forma matricial. Para ello, vamos
a considerar una matriz A € R™*", donde colocamos los valores de las funciones ¢; evaluadas en las
variables independientes x1,...,z,, de la muestra, un vector b € R™ con los valores de la variable
dependiente de la muestra, y un vector x correspondiente a los coeficientes a determinar:

¢1($1) 2(551) n(fE1) Y1 &1
A ¢1 (22 ¢2(.$2) bn(z2) . y.z Cae c2
1(@n) bo(@m) .o bulwm) i n

Nota: Acd se le llama a x tanto a los coeficientes a determinar, como a los datos del par ordenado (z;, y;),
pero no tienen relacién alguna.

Luego, con estas definiciones de A, b, x, decimos que de CML se formula como

min | Az — b||3
TeR™

En el contexto de la estadistica, el problema de CML es conocido como regresion lineal. Veamos una
motivacién, desde el punto de vista estadistico, para CML. Asumamos que los datos a;; son conocidos de
forma exacta, de manera tal que solo b tenga ruido, y que el ruido presente en cada b; es independiente
y tiene distribucién normal con media = 0 y un desvio estdndar o. Sea x la solucién de CML y xp el
verdadero valor de los pardmetros. Entonces, x es conocido como el estimador de mdzima verosimilitud
de x7, y el error x — xp tiene distribucién normal, con media = 0 en cada componente, y la matriz de
covarianza es 02(A'A)~!. Ademas, x resulta ser un estimador insesgado y de varianza minima. Para més
detalles respecto a la conexién con la estadistica, ver A. Bjorck, Numerical Methods for Least Squares
Problems. SIAM, Philadelphia, PA, 1996 (Pdg. 259).

11.1. Solucion de CML

Una vez planteado el problema, veamos si este tiene soluciéon. Para ver esto, vamos a hacer uso de
un resultado del dlgebra lineal que nos dice que

Im(A) @ Nu(A') =R"

Nu(A?") = Im(A)*
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con este resultado del algebra lineal, podemos afirmar que, como b € R™, entonces podemos escribir a b
como

b L@ —p

donde b € Im(A) es la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A), y b® € Nu(A!) es la proyeccién
ortogonal de b sobre Nu(A?).

Entonces, el problema de cuadrados minimos consiste en hallar el x tal que minimice

in || Az — b|)3 in |y — b||3
Jofn |4z = bllz = min [ly = bll3

- { — (b 4 p@y 2
,in | ly — ( )b

= { —pMy — p2))2
,oun (v ) ll5

= min g — b3+ BN - 20y = b D)
yEIm(A)

=0, pues y—b(1) 1 b(2)

= { — 5IN2 4 (1p(2)))2
,in | Iy Mz + 16113

= min ||(y—b")||? (b es una constante)
y€lm(A)

Como bV ¢y € Im(A), entonces si tomamos |y = bW | se alcanza el minimo, y por lo tanto * € R™ es

solucién de cuadrados minimos lineales si:
Az* = pM)

Como b(M) e Im(A), esto quiere decir que el problema de cuadrados minimos siempre tiene solucién.
Asegurada la existencia de la solucidn, la préxima pregunta a hacer es si la solucién es tnica.

Notemos que si el sistema A - x = b tiene alguna solucién x*, entonces b € Im(A), por lo que
b! = b, y por lo tanto x* también serd solucién del problema de cuadrados minimos lineales.

Sin embargo, lo interesante de este problema es que tiene solucién incluso cuando el sistema A -x =
b no la tiene, es decir, cuando estd sobre-determinado (tiene ecuaciones que “se contradicen”). En
estos casos, obviamente, el resultado hallado no sera una soluciéon de A - x = b, pero si serd la mejor
aproximacién posible segtin el criterio de minimizar el error cuadrético.

Unicidad

Como la solucién de cuadrados minimos estd caracterizada por Az* = b(!)| y Az no es otra cosa
que una combinacién lineal de las columnas de A, podemos afirmar que la solucién es tnica si y solo si
hay una unica forma de escribir a by como combinacién lineal de las columnas de A. Esto equivale a
pedir que las columnas de A sean linealmente independientes, o que A sea de rango columna completo

(rg(A) =n).

11.1.1. Interpretacion geométrica

En primer lugar, observemos que si el sistema Az = b tiene solucién, entonces cualquiera de ellas
realiza el minimo, que es 0.

Si Az = b no tiene solucién, entonces es evidente que el minimo es mayor que 0. Para entender cémo
elegir un vector = que lo realice, pensemos en Az y b como vectores en R™. El minimo se alcanza cuando
la distancia euclidea entre estos dos vectores es minima. Pero el tinico de estos dos vectores que se mueve
es Ax, con lo cual hay que elegirlo de modo tal que esté lo méas cerca posible de b. Recordemos que el
conjunto de valores que puede tomar Ax es el subespacio Im(A) = {Az : z € R"}. Luego, queremos
encontrar la distancia del punto b al subespacio Im(A), y es sabido que el punto sobre el subespacio que
realiza la distancia es la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A).
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r=Ax-b

_—— Ax’-b = A(x+e)-b

AX’ = A(x+e)

11.2. Formas Explicitas para la solucion de CML

Si bien tenemos caracterizadas las soluciones del problema de CML via Az = b1, esta no estd
escrita en funcién de los datos originales, sino que en funcién de b, el cual no conocemos. Ademés, atin
si conociéramos el valor de b*) contamos con el problema de que la matriz A € R"™*™ no es cuadrada.

El problema de CML tiene varias soluciones explicitas que vamos a estudiar:
1. Ecuaciones Normales ~ mn? + %n?’ flops,
2. Descomposicién QR =~ 2mn? — %ns flops,
3. Descomposicién en valores singulares 2mn? + 11n3 flops,

El primer método es el més réapido pero el menos preciso, ideal cuando el nimero de condicién es
pequeno. El segundo método es el estandar y puede llegar a costar el doble que el primero. El tercero es
uno de los méas usados para resolver sistemas mal condicionados, cuando A no tiene rango completo. FEl
primer y segundo método tienen la ventaja de que pueden ser adaptados para trabajar de forma eficiente
con matrices ralas.

11.2.1. Ecuaciones Normales

Este método consiste en resolver el siguiente sistema de ecuaciones, que recibe el nombre de ecua-
ciones normales:
AT A-x=A"T b
La ventaja de este sistema es que estd expresado unicamente en funcién de datos originales, y ademés

es un sistema cuadrado, donde A*A € R™*"™,

Para verificar que estas ecuaciones resuelven el problema, veamos primero que si Az = b(!), entonces
x es soluciéon de las ecuaciones normales, luego probaremos la vuelta. Si x es solucién de CML, entonces

Az = bW
b— Az =b— b
= p@
=

Al(b— Az) = AP
=0 pues b? e Nu(4?)
_—

A — A'Az =0

Al Ax = A'b

Esto quiere decir que cualquier solucién de cuadrados minimos también serd solucién de las ecua-
ciones normales.

82



Para verificar la vuelta, es decir que cualquier solucién de las ecuaciones normales es una solucién
de cuadrados minimos, consideremos x tal que x sea solucién de las ecuaciones normales, es decir

A'Az = Ab

conb= b1 + p@
~—~ ~—~
€Im (A) Nu(A?)

Luego,
Al Az = AY (b +p?)
AtAz = AWM + A2
=0
AT A . x=AT.p®
AT (A-x—bM)=0
, por lo que

A -x—b; € Nu(AT) =Im(A)*.

Por otra parte, como A -x € Im(A) y b() € Im(A), necesariamente
A-x—bM eIm(A).

El tinico vector que estd simultdneamente en Im(A) y en Im(A)* es 0. Luego A - x — b)) = 0, por lo
que A - x = by y entonces x es una solucién de cuadrados minimos.

En el caso de que la matriz A € R™*" tenga columnas linealmente independientes, es decir
rango(A) = n, entonces el rango(A*A) = rango(A) = n, entonces A'A € R ™ es inversible, y la
solucién de CML es z* = (A A) "1 A%b.

El sistema de las ecuaciones normales AT - A tiene las buenas propiedades de ser simétrica, semi-
definida positiva y, en caso de que las columnas de A sean linealmente independientes, definida positiva.
Luego, si A tiene rango completo, se puede utilizar la factorizacién de Cholesky para resolver las ecua-
ciones normales.

Generalizacion del Nimero de Condiciéon

Cuando trabajamos con sistemas de ecuaciones, una de los temas a analizar es la estabilidad numérica.
En particular, nos interesa estudiar cémo varia la solucién del sistema cuando se realizan modificaciones
sobre el término independiente. Para las matrices cuadradas e inversibles tenfamos el concepto del niimero
de condicién, el cual si es grande, entonces pequenos cambios sobre el término independiente pueden
generar grandes cambios sobre el vector solucién, lo cual no es deseable.

Para el problema de CML tenemos un resultado similar. Estamos bajo el caso de una matriz A €
R™>™ con rango completo, es decir rango(A) = n. Entonces, sabemos que la solucién de CML es solucién
de las ecuaciones normales

AtAz = A'b

y como estamos trabajando con una matriz A con rango(A) = n, A'A es inversible. Luego, la tnica
solucién de CML es z = (A'A) =t A%b.

Para analizar la estabilidad numérica, consideremos que en lugar de b tenemos b, luego nos queda
el sistema A*Axr = A'b , y la solucién de CML es 7 = (A*A) =1 A'bh. Entonces, la propiedad nos dice que
tenemos una cota del error

o 2l 150 B0,
L X(A) F L |
|2 152
donde
» X(A) =||All2-||[AT|2 es la generalizacién del nimero de condicién.

= AT se conoce como la pseudo-inversa (Moore-Penrose) de A, y si m > n, entonces AT = (A'A)~1 A"
Si m < n, entonces AT = A(AA") L.
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[ ] b = b(l) _|_ b(2)
w b=0bM 45?2,
Notemos que en el caso de que A sea inversible, X(A) = k(A).

Ademés, se puede probar que Xp(A4)? = Xy(A'A) con X, el ntimero de condicién inducido por la
norma 2.

Hasta aqui tenemos todos los resultados tedricos respecto a la existencia de solucién, unicidad, una
cierta caracterizacién de la solucién, y una metodologia para resolverlo. Sin embargo, las ecuaciones
normales no siempre son numéricamente estables. Si el niimero de condicién X (A), que de por s puede
no ser bueno, al computar AT - A este se eleva al cuadrado.

En particular, se puede probar que lo mejor que podemos esperar de las ecuaciones normales, respecto
a su estabilidad, es que

_ 2
- O(X 6méquina)
Es decir, las ecuaciones normales son tipicamente inestables para problemas mal condicionados.

Esto motiva la utilizacién de otros métodos més estables, que aprovechan algunas de las factoriza-
ciones matriciales estudiadas anteriormente.
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DEPARTAMENTO
DE COMPUTACION

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA

. 7,

Métodos Numéricos modo virtual
(pandemia COVID-19)
Material Complementario

CML - Error - version 1.0

Este es material complementario de las diapos de la clase de cuadrados minimos usadas durante el dictado
virtual (pandemia COVID-19). En este documento hacemos un andlisis del error.

Vamos a analizar la sensibilidad de la solucién cuando variamos el término independiente. Queremos deter-
minar la relacién entre pequenos cambios en el vector b con los cambios en la solucién. La idea es muy similar
a la que vimos para sistemas lineales donde el nimero de condicién de la matriz nos permitia establecer esta
relaciéon. En este caso vamos a tener una generalizacion del nimero de condicién.

Proposicién: Sea A € R™*™ con rango(A) = n. Sean bb € R™ yb=1>b" 412 b=>b"+0b> con
bl bt € Im(A) y b%,b% € Nu(A?). Sibl # 0 entonces

o = 2"l _ [|(ATA)~ A%b — (A*4)~1 A,
[ [(ATA) A%,
donde x(A) = [|Al[2]|(A*4) 1 At

[[b" — bl

164 l2

< x(4)

Demostraciéon:
Como el rango(A) = n, la solucién del problema de cuadrados minimos lineales es tnica y basado en las
propiedades que vimos, sabemos que verifica:

ot = (A'A) AL Azt =D
7= (A'A)TA% Az =D

(A A) T ATD— (A" A) T A = [[(A"A)TTA (B! %) (A" A) TTAN (D +07)] [ B [1(A"A) 7T AT (A A) 7T AT |

b2, b% € Nu(A?)

[1(A*A) 7T ATD— (A A)TTATD| |y = [[(A"A) T AT (A A) T AT |2 = [|(AA)TTANB B2 f [1(AA) T A" |2l =B |2

por ser norma inducida
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Por otro lado, Az* = b', entonces ||b!||2 = ||Az*||2 < ||A]|2]]z*|]2

por ser norma inducida
L _ Il
[lz*{l2 — [[0Y]]2

En conclusién tenemos las dos siguientes desigualdades:

[1(A"A) 7T A" — (A" A) T ATD[]2 < [|(ATA) T A"l [[b" — b2

L 1Al
ol = 11l

Multiplicando los términos (son todos positivos) del mismo lado de las desigualdades obtenemos:

[I(A*A) 1A' — (A*A) 1A%y _ || Alla][(AA) " A[Ja] [ — b2
llz*]2 - 161 ]2




11.2.2. Factorizacion QR

Un método para resolver el problema de cuadrados minimos es utilizar la factorizacién QR. Recorde-
mos que toda matriz admite una factorizaciéon QR, es decir siempre podemos escribir a A como A = QR,
con @ ortogonal y R triangular superior. Habiamos visto dos manera de obtener la factorizacién QR,
una basada en reflexiones, y la otra basada en rotaciones. Vamos a recordar el método de reflexiones.

La idea era considerar a una matriz A € R"*" y, para la primera columna de A, nos construiamos
una reflexién @1 € R™*™ tal que

Qa1 = ||ai||2€1

Una vez tenfamos esta matriz Q1 A, considerdbamos la siguiente columna de A, y nos construiamos una
reflexién tal que la segunda columna de (Q2 - Q1 A) tenga elementos nulos a partir de la tercer posicién
en adelante. Si continudbamos con este procedimiento, obtenfamos

Qn—l---Q2Q1’é:\}E/

nxn nxn

Si ahora trabajamos con una matriz A € R™*" si consideramos la primer columna de esta matriz,

siempre vamos a poder construirnos una reflexién Q1 € R™*™ tal que

Q1a1 = ||al||261

Si ahora consideramos la segunda columna de 1A y nos construimos una reflexién tal que la segunda
columna de (Q2 - Q1 A) tenga elementos nulos a partir de la tercer posicién en adelante. Si continuamos
con este procedimiento, obtenemos

Qn—l~~‘Q29\1}é:\1§/

mxXn mXxn

Por lo tanto, este proceso queda bien definido, independientemente de si la matriz A es o no cuadrada.

Ahora veamos qué estructura puede llegar a tener R € R"™*" asociada a la factorizacién QR de la
matriz A € R™*". Para ello, vamos a dividir el anélisis en dos casos: rg(A) =n, y rg(A) < n.

En el caso de que rg(A) = n, es decir que las columnas de A son linealmente independientes, la
matriz R también debe tener rango completo, por lo que R tiene que tener la siguiente estructura

_ |’
e[
con R; € R™ ™ triangular superior

En el caso de que rg(A) < n, entonces puede ocurrir que, durante el proceso de aplicar reflexiones,
lleguemos a tener todos los elementos por debajo del elemento de la diagonal nulos, es decir

_* * e . *_
*
0 *

L 0 *]

Cuando haciamos la factorizaciéon Q R, nuestro objetivo era colocar ceros por debajo de la diagonal,
y como este objetivo estaba cumplido, podiamos continuar con el siguiente paso. Sin embargo, en el
contexto de CML, vamos a buscar entre las columnas ¢+ 1 en adelante si hay alguna que tenga elementos
no nulos desde la posicion ¢ hacia abajo. Si esa columna existe, la permutamos con la columna ¢, y ahora
hacemos la reflexion respectiva.

Entonces, lo que nos va a estar pasando es que, mediante permutaciones de las columnas, vamos a ir
teniendo elementos no nulos en la diagonal, de manera que nos quedan todas las columnas incompletas
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de la matriz R se encuentren todas al final. En general, se permutan las columnas de R de forma tal que

_[Ry Ry
w0 ]

con Ry € R™*" triangular superior, Ry € R"~"*"~" con r = rg(A).
Luego, nos queda la siguiente igualdad
A-P=Q-R
con P la matriz que permuta a las columnas de A.

Ahora que conocemos la estructura de la factorizacién QR para matrices de m X n, veamos c¢émo
nos queda la solucién de CML. Si escribimos A = Q - R, la expresién que buscamos minimizar se puede
reescribir como

2 2
|A-x-b|=]Q R-x—bl.

Pero como Q es una matriz ortogonal, multiplicar por QT no altera la norma 2, por lo que resulta
que
2 2 2
[A-x=b|; =]Q"-(Q-R-x—Db)|[,. = |[R-x—Q" - b|.

En definitiva, nuestro problema se convierte en hallar x que realice el minimo

2
9"

min |[R-x— Q" - bl

Para hallar este minimo hay que proceder de una forma ligeramente distinta en base a dos casos,
que dependen de k£ = rg(A). En ambos casos es necesario tener en cuenta que, como Q es inversible,
entonces rg(R) =rg(A) = k.

(i) Si A es de rango columna completo (r = n), podemos escribir:

] )

donde R; € R™"*™ es triangular superior, c € R” y d € R™ ™",

(62
R

, 2 2
= m’:n HRl - X — C||2 + ||dH2

Entonces, resulta que:

2
min||R-x - Q" -b||; = min
X X

2

= min
X

Basta con minimizar el primer término de la expresion, ya que es el tnico que depende de x. En
efecto, el minimo se alcanza si dicho término se anula, es decir, si x es solucion del sistema

R, -x=c,

que siempre tiene solucién existe y es tnica porque R; es inversible, al ser cuadrada y de rango
completo, y la solucién nos queda

_p-1
x=R;c
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(ii) Si A no es de rango columna completo, es decir, r < n, necesitaremos que la factorizacién QR
haya sido obtenida con pivoteo de columnas; esto quiere decir, que haya sido construida de forma
tal que las columnas incompletas de R se encuentren todas al final. En general, se permutan las
columnas de R de forma tal que |ry 1| > |roa| > -+ > |rnnl|. Asi,

A=Q R-P,

donde P es la matriz de permutacién correspondiente al pivoteo. Por lo tanto, el minimo buscado
serd,

min|[R-P-x-Q" bl = mm|R-% - Q" bl

donde x = P - x. Resolveremos el sistema para X; terminado el proceso, deberemos tener en cuenta
que las soluciones halladas tendran permutadas sus componentes.

Podemos escribir, entonces:

_|R1 R2 ty, _ (€ s _ (X1
R_[o 0] Qb=1{q *7 %2
donde R; € R™" es triangular superior, Rg € R™*" " ¢,x; € R" y d,xp € R*".

De lo anterior,

2

min’|R'X—QT'b||zzminH<R1'X1+R2'X2C)

—d

2

= n;l'n IRy %1 + Rz x2 —c|3 + [|d]5

De nuevo, esta expresion alcanza el minimo cuando Rix1 + Roxs = ¢, el cual es un sistema de
r ecuaciones con n incdgnitas, por lo que tenemos infinitas soluciones. Luego, para obtener un
sistema de r ecuaciones y r incégnitas podemos fijar al xo € R™™" seglin nos convenga en un xs,
para luego determinar x; como la tnica solucién del sistema

*
R1'X1 :C—RQ'XZ.
Como ya se mencioné cuando se hablé de la factorizacién QR como método para resolver sistemas

de ecuaciones lineales, se trata de un método numéricamente muy estable, debido a que la matriz Q es
ortogonal. En particular, podemos afirmar que si el problema de cuadrados minimos lineales

min ||b — Az||,
x

con A rango completo (r = n), es resultado utilizando la factorizaciéon QR, entonces se puede afirmar
que el algoritmo es estable, en el sentido en que la solucién & calculada cumple que

A
104+ 807 = = min, - L2 = OCensann)
Ademds, el costo para la resolucién de CML via factorizacién QR es ~ 2n?m — %n?’, es alrededor

del doble de costo que la resolucion via ecuaciones normales para m > n, y alrededor del mismo costo
sim = n.

Sin embargo, al utilizarlo con matrices indeterminadas, es decir rango(A) < n, la solucién correcta
depende del rango de A, y determinar rangos de forma numeérica, en presencia de errores numéricos,
no es trivial. Por lo tanto, se trata de un problema fundamentalmente distinto al anterior, y no hay
motivo por el cual los algoritmos estables para el caso de rango completo deban ser estables para el
caso de rango incompleto. De hecho, los tinicos algoritmos estables para CML con rango incompleto, son
aquellos basados en la descomposicién SVD (no se dan detalles).
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11.2.3. Descomposicién en Valores Singulares

Otra posibilidad para resolver el problema de cuadrados minimos es utilizar la descomposiciéon en
valores singulares de

A=U_ 3% .V’
~~ N~~~
mXn mXm mXn nXn

En este caso, como U es ortogonal, multiplicar por UT no modifica la norma 2, y tenemos que:
JA-x—b|2=|U-2- V" .x b
— |2V x-UT-b|;.

Si lamamos VT - x =y, como VT es inversible, tenemos un sistema de ecuaciones determinado: si
encontramos un valor que nos sirva para y, podemos determinar cudl debe ser el valor de x. Entonces,
sustituyendo, obtenemos que

IA-x—b|; =[S y-UT b,

y, por lo tanto, el problema de minimizacién a resolver es

, 2
m;nHE-y—UT-bH2.

Volvemos a separar en dos casos segun r = rg(A) = rg(X%).

(i) Si A es de rango columna completo (r = n), podemos escribir:

o1
c
Y= On UTb_
0 d
donde c € R" y d € R™™ ™. Asi,
- o2
[ o1y
. c
ml’nHE~y—UT~bH§:min On " Yn | —
y y —_—
0 d
) L Jllg
- 2
g1-Y1 —C1
= min ; + a3
y
[1On " Yn — Cn 9

Para alcanzar el minimo basta con anular el primer término, lo cual sucede si y solo si se toma
— [ €L Cn
y=(2,.. =)

(ii) Si A no es de rango columna completo (r < n), solo las primeras r entradas de la diagonal de X
son no nulas. Escribimos entonces:

UT . b=
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conc € R"ydeR™". Ahora,

[ o1-1
: c
min||2-y—UT~b||z:m1'n Or - Yr | —
y y —_— L
0 d
) L 1o
-Ul'yl_cl
= min : +al
y
_O'r'yrfcr 2

De nuevo, para alcanzar el minimo, debe anularse el primer término. Existen infinitas soluciones,

las cuales se logran tomando y = (;—11, e g—:,yﬂ_l, ce ey Yn ), CON Yrya,...,Y, € R cualesquiera.
Una posibilidad es tomarlos a todos iguales a 0, lo cual minimiza la norma de la solucién x que se

encontrard luego.

En ambos casos, una vez hallado y, resta resolver el sistema VTx = y para hallar la solucién x al
problema de cuadrados minimos.

Utilizar SV D para resolver el problema es mas costoso que hacerlo mediante QR. En particular,
resolver CML via la factorizacion en valores singulares tiene un costo cercano al de QR cuando m > n.
Una comparacion precisa entre los costos de usar QR y SVD también depende de la maquina que esté
siendo usada.

En el caso de CML con rango completo (r = n) via SVD, se puede demostrar que satisface

[Aall _

I(A+ Aa)z —bl| = min, -
4]

@) (fméquina)

por lo que si estamos en el caso de rango completo, es preferible resolver CML via la factorizacién QR,
al ser menos costoso.

Si, en cambio, estamos trabajando en el caso de CML con rango incompleto (r < n), los dnicos
algoritmos estables son aquellos basados en la descomposicion SVD, y por lo tanto es preferible resolver
CML via la factorizacion SVD.

11.3. Propiedades Varias
v lu )3 = [ull3 + [J0]3 + 2ut.
» Sise S, te St entonces existe una nica s+t = w, para todo w € R™.

s Teorema rango-nulidad: Si A es una matriz m x n, entonces

dim(Im(A)) + dim(Nu(4)) =n

v dim(Im(A)) = rango(A).
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Capitulo 12

Interpolacion

Este capitulo estd dedicado al tema de Interpolacién. Vamos a comenzar definiendo cudl es el
problema matematico que queremos resolver. En este caso, tenemos un conjunto de n+ 1 pares ordenados
(0,90), - -+ (Tn,Yn), donde la primera variable es la variable independiente y la segunda es la variable
dependiente, y buscamos una funcién f(z) tal que interpole a los datos. Es decir, buscamos f(z) tal que

flzi)=yVi=0,...,n
Este problema tiene multiples aplicaciones; resulta 1til, por ejemplo
= Para derivar o integrar una versiéon méas simple de una funcién complicada.

= Cuando se tiene un conjunto de pares de datos (z,y) que provienen de una funcién y = f(z), o
una medicién cualquiera. Encontrar un polinomio que interpola los datos significa reemplazar la
informacién con una regla que puede ser evaluada en una cantidad finita de pasos. Si bien es poco
realista esperar a que el polinomio represente exactamente a la funcién verdadera f en nuevos datos
de entrada, es posible que aproxime lo suficientemente cerca para resolver problemas practicos. Por
ejemplo, para calcular funciones como el seno, se elige puntos sobre la curva sinusoidal, y se guarda
el polinomio interpolante en la calculadora como si fuese una version comprimida de la funcién
seno.

s Las CPU suelen tener métodos réapidos en hardware para sumar y multiplicar nimeros de punto
flotante, que son las unicas operaciones necesarias para evaluar un polinomio. Luego, es posible
aproximar funciones complicadas interpolando polinomios para hacerlas computables con estas dos
operaciones de hardware.

Recordemos que cuando estudiamos el problema de CML, también teniamos un conjunto de pares
ordenados, pero en ese caso buscdbamos una funcién que mejor aprozime al conjunto de datos, bajo
algin criterio. En este caso, la interpolacién nos exige que el valor de la funcién sea exactamente igual
al valor de la variable dependiente. Esto es la diferencia sustancial entre un problema de aproximacion
y un problema de interpolacion.
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En particular, dentro del tema de interpolacién, nos vamos a restringir a trabajar con polinomios.
Es decir, vamos a tener un conjunto de n + 1 puntos, y vamos a buscar un polinomio de grado a lo
sumo n tal que interpole al conjunto de datos. Esto se debe principalmente a que los polinomios son una
clase de funciones muy estudiada, y tienen multiples propiedades deseables; por ejemplo, son sencillos
de evaluar, derivar e integrar.

La primera pregunta que nos vamos a hacer es si existe un polinomio de tales condiciones, para
luego, en caso de que exista, preguntarnos si ese polinomio es tnico.

12.1. Polinomio Interpolante de Lagrange

12.1.1. Existencia

Vamos a comenzar por la existencia, y para eso vamos a considerar unos polinomios muy particulares

donde n hace referencia al grado del polinomio, y k va a hacer referencia al dato omitido del conjunto
de pares ordenados.

1 Qué particularidad tiene este polinomio? En principio, es un polinomio de grado n, y si lo evaluamos
en alguno de los puntos de nuestro conjunto de datos z;, i # k, obtenemos

En el caso en el que se lo evaltie en x, obtenemos

Lnk(:rk) =1

Si al polinomio L, lo multiplicamos por ¥, entonces vamos a obtener nuevamente un polinomio
de grado n, va a seguir valiendo que yi L, (z;) = 0, para i # k, pero cuando lo evaluamos en xy, el
resultado es yx Lk (x;) = yg-

Entonces, este es un polinomio que se anula en todos los puntos de la muestra, salvo en el zj, donde
vale yr, que es lo que estdbamos buscando. Por lo tanto, si sumamos todos esos polinomios, obtenemos
un polinomio de grado a lo sumo n

P(x) = Z f(zx) - Lok ()

k=0

{Qué particularidad tiene este polinomio? Si lo evaluamos en z;, obtenemos P(x;) = y;Vi =0, -+ , n.
Entonces, este es un polinomio que interpola en todos los puntos de la muestra. Por lo tanto, el polinomio
interpolante existe para todo conjunto de datos que cumpla z; # x;Vi # j.
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12.1.2. Fo6rmula del Error

Recordemos del analisis el polinomio de Taylor, construido a partir del conocimiento en un punto
del valor de la funcién y de las n primeras derivadas, y habia una férmula que relacionaba a la funcion
con el polinomio de Taylor.

Para el caso de interpolacién vamos a tener algo similar, y lo que vamos a decir es que si zg, ..., z, €
[a,b] y f € C"TY([a,b]), es decir que tiene derivada continua hasta orden n+ 1, entonces podemos afirmar
el valor de la funcién en un punto x € [a,b] cualquiera es igual a

donde & es algin punto intermedio del intervalo [a, b]

Esta expresion se parece bastante a la expresion que teniamos en el polinomio de Taylor. También
aparecia la derivada de orden n 4+ 1 en un punto intermedio del intervalo, pero simplemente estaba
multiplicado por (z — )"}, si xg era el punto sobre el cual estaba desarrollado el polinomio de Taylor.

En el caso del Polinomio Interpolador, como este polinomio no esta construido sobre datos de un
tnico punto, sino que a partir de un n + 1 datos, entonces es que nos aparece esta productoria.
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Este es material complementario de las diapos de la clase de interpolacion usadas durante el dictado virtual
(pandemia COVID-19). En este documento deducimos la expresién del error del polinomio interpolante.

Sean f(z) una funcién definida en un intervalo [a, b] y pares ordenados (z;, f(z;)), x; € [a,b] parai=10,...,n.
Sabemos que existe un polinomio P(x) de grado < n tal que P(z;) = f(x;) para todo i =0,...,n.
Dado Z € [a,b], T # x; para todo ¢ = 0,...,n estamos interesados en saber que error cometemos si aproxi-

mamos el valor de f(Z) por P(z). En la préxima propiedad daremos respuesta a esto.

Proposicién:  Sea f(z) € C""a,b], (xi, f(x;)), z; € [a,b] para i = 0,...,n. Consideremos P(z) el
polinomio interpolante de grado < n 'y Z € [a, b]. Existe £(Z) tal que

n+1 =
f(@) =P + %(f —20) (T —x1) ... (T —xp)
Demostracion:
e Caso a: T = zy, para algin k € {0,...,n}.
Sabemos que P(zx) = f(zk) porque P(z) es el polinomio interpolante en los puntos z; parai =0,...,n.

Por otro lado (z —xo)(zk —21) - .. (x — ) se anula. Entonces £(Z) puede elegirse en forma arbitraria
y la identidad es verdadera.

e Caso b: T # z;, para todo k € {0,...,n}.
Definimos una funcién g(t) = f(t) — P(t) — (f(z) — P(2)) [] (ffzi_)) para t € [a,b].
i=0 ‘

(-

Veamos que propiedades podemos deducir que cumple la funcién g(t). Sabemos que:

1. f(t) € C™"*[a,b] por hipdtesis.
2. P(t) € C"*1]a,b] porque es un polinomio.

n
3. 'Ho ((;:73;1)) € C"*1[a,b] porque es un polinomio.
i
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entonces podemos concluir que g(t) € C™*|a, b].

Qué més podemos deducir? Evaluemos a ¢(t) en los puntos de interpolacién:

o) = Flax) - Pa) - (F@) - P@) [T =y

La tdltima productoria se anula ya que k € {0,...,n}. Ademds f(x) = P(xy). Por lo tanto

g(zy) = 0 para todo k € {0,...,n}

Ahora evaluemos a g(t) en Z:

9(@) = £(2) - P(&) - (f(2) - P(2)) [T 2=z,

La tltima productoria vale 1, entonces g(z) = f(z)— P(z)— (f(z)— P(z)), lo que implica que g(z) = 0.

Resumiendo lo que sabemos de g(t) es que:

— g(t) € C" Y a,b]

— g(t) se anula en zg, ..., T, y T.

Recordamos un resultado clésico del andlisis (teorema de Rolle) que nos dice que si tenemos una
funcién h continua en [c,d] y diferenciable en (¢, d) tal que h(c) = h(d), entonces existe £ € (a,b) tal
que h'(¢) = 0.

La funcién g(t) tiene al menos n + 2 puntos donde se anula. Si ordenamos g, 1, . .., Zn, T de menor a
mayor, podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcién g(t) en cada intervalo definido por dos puntos
sucesivos (la funcién g(¢) coincide en valor en los extremos de cada intervalo ya que vale cero en ambos
puntos). Entonces, podemos afirmar que ¢'(¢) se anula en al menos un punto en cada intervalo. Por lo
tanto podemos afirmar que ¢'(t) se anula en al menos n 4 1 puntos.

Si este mismo razonamiento lo aplicamos ahora a la funcién ¢'(¢) en los intervalos definidos por los
n + 1 puntos donde se anula , llegaremos a la conclusién que g”(t) se anula en al menos n puntos.

Repitiendo el proceso, llegaremos a que g"1(¢) se anula en al menos 1 punto. Este punto depende de
los valores g, 1, . .., Zn, T. Llamemos £(Z) a dicho punto.

Volvamos ahora a la expresién de g(t):

g(t) = f(t) — P(t) — (f(z) — p(m))H%

1=0

Desde aqui, derivando término a término, podemos obtener la expresion de la derivada de orden n + 1:

gn+1(t) _ fn+1(t) . Pn+1(t) . ( H (x _-Tz) n+1

xl)

Sabemos que P(t) es un polinomio de grado < n, por lo tanto la deriva de orden n+ 1 es cero. Ademads

n
H ((;:?)) es un polinomio de grado n + 1, por lo tanto la deriva de orden n + 1 es igual al coeficiente

que acompaiia a la potencia de orden n + 1 (que vale H (,7 )) multiplicada por (n + 1)!

De estas observaciones, deducimos que:

gt = N - (f(@) - P(@) (n+ 1) '(H

— l’z)
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Si ahora evaluamos la expresién anterior en £(Z), tendremos que

n

9" E@) = 0= fTE@) — (F@) - P@) (e + U]

i=0

1

(i’ — $l>

)

n

FrHE@) = (f@) - P@) (n+ DI T

i (T — i)




12.1.3. Unicidad

Otra propiedad destacada del polinomio de Lagrange es su unicidad.

Teorema 12.1.1. Dados (x;,y;) parai=0,...,n, el polinomio interpolante de grado menor o igual a
n existe y es unico.

Demostracion. Sea P; el polinomio interpolador de Lagrange en los puntos xy, . .., Z,, y supongamos que
existe otro polinomio P, de grado menor o igual que n, tal que, para todo i € {0,...,n}, Pa(z;) = f(z;).

Ahora bien, si pensamos a P»(2) como un polinomio interpolante de la funcién f(x) = P;(z), pues
Py(z;) = Pi(z;) parai=1,...,n, y por tanto P interpola a P;. Luego, podemos escribir a P; como

P (E,)

(Tl ¥+ 1)| : H(J? - mi) para a‘lgﬁn 51 € [$0a $n]

=0

P1(1‘> = PQ(.Z‘) +

Pero como P; es un polinomio de grado n, Pl(nH)(m) = 0, entonces

Entonces, el polinomio interpolante existe y es unico. |

Notemos que este resultado nos habla de los polinomios de grado menor o igual a n. Sin embargo,
i qué pasa con los polinomios de grado mayor o igual a n + 17 Una manera de construir un polinomio
de grado n 4+ 1 que interpola a los n pares ordenados consiste en agregar un nuevo punto por el que no
pase el polinomio de grado n, e interpolar nuevamente. Por lo tanto, hay infinitos polinomios de grado
n+ 1 que interpolan al conjunto de datos. Otra manera de construirnos un polinomio de grado n+ 1 que
interpola al conjunto de datos consiste en sumarle al polinomio interpolante de grado menor o igual a n
un polinomio de grado n + 1 tal que cada una de sus raices r; = x;, es decir

Poii(z) =Py(z)+a- (z—x1)(x—xz2) -+ (T — xp), a#0

12.2. Diferencias divididas

Hasta el momento tenemos que, dado un conjunto de n + 1 pares ordenados, podemos construir
un polinomio interpolante, el cual es tUnico, y estd relacionado con la funcién que estamos tratando
de interpolar mediante la férmula del error. Sin embargo, el método de interpolacion de Lagrange es
raramente utilizado para el cémputo del polinomio interpolante, ya que hay otros métodos alternativos
que resultan en formas mas faciles de manejar y menos costosas. Con esta idea en mente, vamos a volver
un poco para atrds, y vamos a analizar la expresién del polinomio interpolante.

P(z) := Z flag) - Lpk(x) , donde

Supongamos que tenemos construido este polinomio interpolante, y luego se nos pide anadir un
nuevo par ordenado al conjunto de datos. Entonces, cada uno de los polinomios L, debe ser reconstruido,
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porque la productoria va a ir hasta n + 1, y ademas vamos a tener un nuevo polinomio el cual tenemos
que sumarlo a P(z). Entonces, pareciera que tenemos que hacer un trabajo casi desde cero por el solo
hecho de anadir un nuevo dato al conjunto de pares ordenados.

Sabemos que tenemos distintas maneras de expresar a un mismo polinomio, entonces vamos a ver
si al cambiar esta forma de expresarlo, podemos obtener una forma conveniente de anadir nuevos datos
al conjunto de pares ordenados, y para eso vamos a hacer uso de las diferencias divididas.

Partimos de la siguiente definicién recursiva:

» La diferencia dividida de orden 0 en z; es, para j =0,...,n:
flaj] = f(z;).
» La diferencia dividida de orden 1 en z; es, para j =0,...,n —1:
flzja] = flz]
fleg, wja] = =—=——5.
Tj+1 — Tj
» La diferencia dividida de orden k en z; es, para j =0,...,n —k:
Tig1yees Tjrk] — flTiye ooy @i
f[xj,'~'7xj+k] = f[ A j+k} f[ A Itk 1].
Tjt+k = Tj
Afirmamos que, si P es el polinomio interpolador para los puntos zo, ..., z,, entonces
n i—1
P(CL’)_Z f[an ,.’EJH(I'_‘TJ')
i=0 j=0

es decir,
P(z) = flzo] + flxo, z1](x — x0) + flzo, 21, 22)(x — T0) (T — 21)
+ ot flro, T, )@ —xo) (@ —21) L (T — T).

expresion que se conoce como diferencias divididas, y a veces como forma de Newton, del polinomio
interpolador.
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Este es material complementario de las diapos de la clase de interpolacion usadas durante el dictado virtual
(pandemia COVID-19). En este documento deducimos la expresién del polinomio interpolante mediante el
uso de diferencias divididas.

Sean f(x) una funcién definida en un intervalo [a, b] y pares ordenados (z;, f(x;)), x; € [a,b] parai =0,...,n.
Sabemos que existe un polinomio P(z) de grado < n tal que P(x;) = f(x;) para todo i =0,...,n.
n n

La expresion para este (tinico!) polinomio es P(x) = Y yrpLnk(z) donde Ly = ] ((;7_‘/”;_)).

k=0 i=0,i#£k ‘
En el caso que se agregara un punto mas al conjunto de los puntos de interpolacién, deberiamos rehacer la
expresion de cada término. ;Cémo podremos evitar este trabajo?

Definimos las Diferencias Divididas como

e Orden 0 : f[x;] = f(x)

LTi+1—T4

e Orden 1: f[z;,xi41] =

. _ flmig1,e-m — [Ty Tigr—
e Orden k : f[zi,Tit1,.-. , Titk] = Las ;’frg[m =]

Veamos que el polinomio interpolante se puede expresar en funcién de estas diferencias

Proposicién: Dada f(x) un funcién definida en [a,b] y pares ordenados (x;, f(x;)), =i € [a,b] para
1=0,...,n, el polinomio interpolante se puede expresar como

P(x) = f[xo] + f [vo, 1] (x — x0) + f [x0, 21, 22] (T —20)(x — 1) + ...+ [ [T0, - - -, 0] (x —Tg) ... (¥ — Tp—1)

Demostracién:
Haremos la demostracién por induccién en n.

e Caso base: n=1 Los puntos de interpolacién son xg y 1 y el polinomio interpolante tiene grado < 1.
Por la expresién del polinomio en funcién de los L, tenemos que

—l—f(:l:l)M

(z1 — o)

(x — 1)
(zo — 1)

P(x) = f(xo)
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Sumando y restando x( en el primer término

P(z) = f(zo) G _(iﬁoot?ﬂ_ ) + f(x1)7g1__?0))
Ple) = flag) T IEE ) | g (27 00)

(zo — 71) (z1 — 20)

(o — 1) (x — o) (z — z0)
(o — 1) (o — 1) (1 — o)

Simplificando en el primer término y sacando factor comin (z — zp) entre los dos tltimos, obtenemos:

P(x) = f(xo)T———— + flwo) T ——= + f(a1)

(f(x1) = f(x0))

(z1 — 20)

P(x) = f(xo) + (z — o)

Usando las definiciones de las diferencias divididas obtenemos la expresién de P(x) en funcién de ellas:

P(z) = flzo] + flzo, 1](z1 — x0)

e Paso inductivo

Sea P, () el polinomio interpolante en los puntos xo,. .., Ty, es decir Py,(x;) = f(z;). Por hipdtesis
inductiva,

P, (z) = flzo]+f [xo, z1] (x—m0)+ f [x0, 1, x2] (x—20) (x—21)+. ..+ [ [T0, - - -y ] (x—20) ... (T—2p—1)

Sea @n(z) el polinomio interpolante en los puntos x1, ..., Tyt1, €s decir Qn(x;) = f(x;). Por hipdtesis
inductiva,

Qn(x) = fla1]+f [x1, @) (x—x1)+ f [21, 2, 23] (T—21) (x—21)+- . .+ f [21, .o, Tpg1] (x—21) ... (=)

Sea P,11(z) el polinomio interpolante en los puntos xg, ..., T,+1. Queremos ver que

Poyi(x) = flzol+ ...+ flxoy. - szn) (@ —20) ... (& — Tpe1) + 20,y Tnt1] (& —x0) ... (2 — 2p)

Nos construimos el polinomio P(z) = P,(x) + a(x — x¢) ... (x — x,). Veamos que propiedades tiene

P(z).

Claramente P(z) es un polinomio de grado < n + 1 y ademés es facil ver que P(x;) = P,(z;) = f(x;)
parat=0,...,n.

Por otro lado, eligiendo convenientemente a podemos conseguir que P(z,+1) = f(2ny1). Cémo

hacemos esto? Si queremos que P(xy,+1) = f(2,41), entonces debe cumplirse que P, (2pn41) +a(zn41 —
f(@ny1)=Pn(Tng1)
nt1—20) (Tni1—Tn

20) .- (Tnt1 — Tn) = f(®ny1). Basta tomar a = @ j due siempre esté definido.

En conclusién, P(z) es un polinomio de grado < n+1 que interpola en los puntos xg, . . . , Zn, xnﬂ Como
ya sabemos que el polinomio interpolante en un conjunto de puntos es tinico, entonces P(z) = Pyy1(x).
Si demostramos que a = f[xg, ..., Z,+1] entonces tendremos la propiedad requerida.

Consideremos un nuevo polinonio Q(z) = Q,(x) + ((gc Tnt1) (Qn(z) — P,(x)). Por la expresién de Q(z)

Tpt1—T0)
deducimos que es un polinomio de grado < n +1

Vamos a evaluar a Q(z) en los puntos z; para todo ¢ =0,...,n + 1.
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Ty — X 1
Q) = Qulw) + =0 (G () — Py ()
(x7L+1 - 930)
Sii = 1,...,n, sabemos que x; es un punto de interpolacién tanto para Q,(x) como para P,(x).

Entonces @, (z;) — Py(z;) = 0, de donde se deduce que Q(x;) = Qn(x;) = f(2;).
Si evaluamos en x; = z,41, el segundo término se anula y resulta que Q(n4+1) = Qn(Tn+1) = f(Tnt1)

ya que T4 es un punto de interpolacién para Q,(z).

Finalmente, si evaluamos en zg, Q(xo) = Qn(zo) + M(Qn(l“o) — Pu(z0)) = Qun(wo) — (Qn(z0) —

(Tn+1—m0)
P, (x0)) = Pp(z0). Como xg es punto de interpolacién para P, (x), sabemos que P,(xg) = f(zo) por lo

tanto resulta Q(xo) = f(zo)

En resumen: Q(z;) = f(z;) para todo i =0,...,n+ 1. Pero entonces Q(z) = P,4+1(z) ya que sabemos
que el polinomio interpolante es tinico.

Si dos polinomios son iguales, entonces los coeficientes que acompanan a cada potencia deben coincidir.
Recordemos la expresion de P,1(z) v Q(z):

Poi1(z) = Po(z) +a(z —x0) ... (x — )

(z = zny1)

(Tny1 — o)
El coeficiente que acompaiia a la potencia n+ 1 de P,11(z) es a que es el que queremos demostrar que
vale flzo,...,ZTnt1]-
El coeficiente que acompafia a la potencia n + 1 de Q(z) es el coeficiente de la potencia n de Q,(z),
menos el coeficiente de la potencia n de P,(z), dividido por (zn+1 — o).

El coeficiente de la potencia n de @, (x), por hipétesis inductiva es f [z1,. .., Tpt1].

El coeficiente de la potencia n de P,(x), por hipé6tesis inductiva es f [zg,. .., Zn].

flz1,es®ni1] = Flzo,®n]
(Tnt1—0)

Entonces a = que es la definicién de f [zo, ..., Tnt1]-



;Para qué nos resulta util esta expresiéon? Si tenemos un conjunto de datos, entonces podemos
expresar al polinomio interpolante de grado n como

Po(w) = flao] + flao,a1)(@ — w0) + -+ + flwo, ., @l (@ = 00) .. (= wn_1)

de manera que si agregamos un nuevo punto, lo que nos va a quedar es que el nuevo polinomio interpolante
es igual a
Poi1(z) = Po(x) + flzo -« - Tpg1)(x — o) ... (x — )

Entonces, P, nos sirve para calcular el nuevo polinomio interpolante, y no tenemos que rehacer
todos los cdlculos devuelta. {Cémo nos conviene calcular este nuevo término? Este se puede calcular de
forma eficiente, ya que su coeficiente es la diferencia dividida f|xo, ..., Zn41], que, gracias a la estructura
recursiva de las diferencias divididas, se puede computar reutilizando resultados anteriores

f[l‘l] f[Io,Ihl"Q]

>f[931,$2] >{f[x07$1,$2,$3}|
fla] > > flor, o, 5]

flws]

Figura 12.1: Diferencias divididas que es necesario computar para agregar un cuarto punto a un conjunto
de tres puntos ya interpolados.

Por lo tanto, si quisiéramos construirnos el polinomio interpolante en este conjunto de datos, sim-
plemente hacemos

P(z) = f(zo) + flzo, 21](z — 20) + flro.z1.22](x — 20) (2 — 1)
+ flzo, 1, 2, x3](x — xo)(x — 1) (x — 22)

12.3. Método de Neville

Vamos a ver ahora otra manera de expresar el polinomio interpolante. El polinomio interpolador
para los puntos z1, ..., x, admite también se puede expresar en funcién de dos polinomios que interpolan
n — 1 puntos. Luego, para cualesquiera 0 < 4,7 < n, con i # j, se tiene que

(z —x;) - Pj(z) — (& — @) - Pi(x)

P(l’) = )
Ty — l‘j
donde P; denota al polinomio interpolador para los puntos xo,...,Zi—1,Ti+1,...,Tn, y F; al polinomio
interpolador para xg,...,Zj—1,%j41,---,Tn.

Veamos que esto es cierto. Por la unicidad del polinomio interpolante, nos basta ver que esta expre-
sién interpola a todos los puntos desde x1,...,z,

103



= En z;, tenemos que

——N—
P(a,) = (xj — ;) -Pj(z;) — (w5 — x;) - Pi(x)
Z; Zj
_ = z;) - Pi(z;)
Zi =5
= Pi(x;) = f(xs) pues P; interpola a z;
» En xp, con k=1,...,n,k #1,j, tenemos que
—x;) - b - —x;) - B
P(zy) = (zr — ;) - Pj(xy) — (wx — i) - Pizy)
i3 —.Z'j
= (o — ;) - flow) = (@ = 22)  flz) pues P;, P; interpolan a xj,
xX; —(Ej
_ (wi—zy) - flzw)
€Z; —l'j
= f(w)

Por lo tanto, esta expresién para el polinomio interpolante es vélida.

Esta escritura recursiva da origen al método de Neville, que es otra manera de construir polinomios
interpoladores de forma incremental, permitiendo obtener un polinomio interpolador para n+ 1 puntos a
partir de uno que interpola un subconjunto de n de estos puntos. Por ejemplo, si buscamos al polinomio
interpolante del conjunto 1, x2, x3, x4, lo obtenemos aplicando

Plr) = (z — ;) - Pj(x) — (x — xi) - FBi(x)

{Ei—l'j

en el siguiente orden

Poo(z) = f(z0)

Pra(z) = f(z1) > Po2(z)
> PLa(@) Poa(@)
Pyo(x) = f(22) > Py 3(x)
> P 3(x)
Ps3(x) = f(x3)
Figura 12.2: Extension de un polinomio que interpola los puntos xg,...,x3 para interpolar también

el punto z4. La notacién P;; indica, para 0 < ¢ < j < 4, el polinomio interpolador en los puntos
Liy Litlye-y Ly
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La diferencia con el método de diferencias divididas es que antes teniamos valores, que terminaban
siendo los coeficientes que iban acompanando a las distintas potencias. En este caso, todos estos elementos
son polinomios.

12.4. Interpolacion fragmentaria

12.4.1. Variando el grado

Cuando tenemos un conjunto de datos, podemos ir viendo qué es lo que ocurre con el polinomio
interpolante a partir de ir considerando cada vez méas datos, y por tanto va a ir variando el grado.
Supongamos que tenemos este conjunto de 7 puntos, y consideramos el polinomio interpolante de 3,4 y
5 puntos.

Notemos que a medida que aumentamos la cantidad de puntos, a mayor grado del polinomio, mayor
oscilaciones tiene el polinomio. Esto es algo que nos va a ocurrir siempre que aumentemos el grado, pero
no es un comportamiento deseable, ya que si la interpolacion varia demasiado, entonces la aproximacion
a un dato fuera de la tabla no sera tan buena.

Entonces, queremos poder aumentar la cantidad de puntos a considerar, pero tener més puntos
implica aumentar el grado polinomio, y en consecuencia una mayor cantidad de oscilaciones. Frente a
este problema, aparece lo que se conoce como interpolaciéon fragmentaria.

La idea de la interpolacién fragmentaria es que, en vez de utilizara todos los puntos a la vez, se
consideren varios intervalos més pequenos, interpolar en cada uno de esos intervalos, y la funcién de
interpolacion va a ser la funcién definida en cada segmento como la obtenida en cada uno de esos
intervalos. El resultado ya no serd un polinomio, sino una funcién compuesta de muchos polinomios
“pegados” en los extremos.

En general, buscaremos definir n polinomios distintos, Si,...,S,, uno para cada par de puntos
consecutivos entre los valores a interpolar. La idea es que estos polinomios cumplan S;(z;—1) = f(x;—-1)
y Si(zi) = f(z;), parai =1,...,n. Luego, podremos construir la funcién

Si(z) siz € [z, x1)

S(z) = Sa(x) six € [r1,x2)

Sn(z) stz € [xn_1,zn]

12.4.2. Interpolacion fragmentaria lineal

La forma més sencilla de interpolacién fragmentaria es la interpolacién lineal, donde cada uno de
los S; es un polinomio de grado menor o igual que 1, que interpola correctamente en los puntos z;_1 y
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x;'. Los S; se definen, para i =1,...,n, como

) + f(l”z) - f(-ri—l)

Tj — Ti—1

Sz' (LE) = f(l‘i_1

Az —mi—q).

La interpolacién lineal es sencilla, facil de calcular (incluso en forma manual) y en muchas ocasiones
resulta suficiente para el problema que se busca resolver. Sin embargo, la funcién que se obtiene, si bien
es continua, no es derivable en los puntos x;. Este problema puede resolverse utilizando polinomios de
mayor grado.

12.4.3. Interpolacion fragmentaria cuadratica

Si cada S; se define para ser un polinomio cuadratico, se tienen mas pardmetros para definir, que
se pueden aprovechar para que la funciéon S obtenida sea derivable en todo su dominio.

Sean (z;,y;) con z; < ;41 para ¢ = 0,...,n. Por cada par de puntos (x;,v;) y (®i+1,¥i+1) para
i =0,...,n — 1 realizamos una interpolacién cuadratica S;

Si(x) :=a;(x — xi)Z +bi(x—x;) + ¢

para lo cual necesitamos determinar los valores para los a;, b; y ¢; de modo que se cumplan las siguientes
condiciones:

(i) S es interpoladora: para i =0,...,n—1
Si(z;) = f(zs)
Si(it1) = f(zit1)

1Cada S; termina siendo el polinomio interpolador de Lagrange para los puntos a;_1, ;.

} 2n ecuaciones
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(ii) S es derivable: parai=1,...,n—1

Si(xz;) = S£+1($i)} n — 1 ecuaciones

Entonces, se tiene un sistema de 3n incégnitas y 3n — 1 ecuaciones, lo cual deja una dnica ecuacién
libre para pedir alguna propiedad adicional. En general, esta se utiliza para controlar el comportamiento
de la derivada en alguno de los extremos zg 0 x,, con el inconveniente de que se obtiene una solucién
asimétrica, ya que es imposible pedir condiciones simultaneamente sobre los dos extremos y mantener la
certeza de que el sistema resulta compatible.

12.4.4. Interpolacion fragmentaria ctubica

Dentro de las interpolaciones fragmentarias, una de las que més se usa es la interpolacién cubica.
La interpolacién cubica considera, para cada intervalo, polinomios de grado 3, y lo que le vamos a pedir
a esos polinomios de grado 3 es que sean interpolantes, que la primera derivada esté bien definida, y que
las segundas derivadas estén bien definidas.

Para lograrlo, los S; se definen en la forma
Si(x) := aj(x — ) + bi(w — 2)* + ci(x — ;) + d;
y los valores para cada a;, b;, ¢; y d; se determinan de modo tal que:

(i) S es interpoladora: para i =0,...,n —1

Si(x;) = f(zs)
Si(wip1) = f(xig1)

} 2n ecuaciones

(ii) S es derivable: parai=1,...,n—1

Si(x;) = S/, (z:)} n— 1 ecuaciones

(iii) S es dos veces derivable: parai=1,...,n —1

SV (x;) =S¥, 1 (x;)} n — 1 ecuaciones

Entonces, el sistema que resulta tiene 4n incégnitas y 4n — 2 ecuaciones, con lo que pueden agre-
garse dos nuevas ecuaciones. Hay diferentes alternativas en la literatura, muchas de ellas basadas en
imponer condiciones de frontera, es decir condicionar el comportamiento en los puntos frontera xq y x,,.
Tipicamente, estas alternativas son:

(iv) (a) Podemos pedir que la derivada en los puntos frontera tomen el mismo valor que la derivada
primera del polinomio interpolante. Esta condicién es conocida como Frontera sujeta:
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= Si(20) = f'(20).
- S;L(xn) = f/(xn)

(b) Podemos pedir que la derivada segunda se anule en los puntos frontera, condicién conocida
como Frontera natural:

= 57 (20) =0
. = S(2n) =0

En ambos casos, se puede demostrar que el sistema de ecuaciones que se obtiene es estrictamente
diagonal dominante, lo cual asegura que siempre existe soluciéon, y ademéds que esta es tnica.
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Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA

Métodos Numéricos modo virtual
(pandemia COVID-19)

Material Complementario

Interpolacion segmentaria usando trazadores ciibicos - version 1.0

Este es material complementario de las diapos de la clase de interpolacion usadas durante el dictado virtual
(pandemia COVID-19). En este documento deducimos la existencia y unicidad de un trazador cibico.

Sean f(z) una funcién definida en un intervalo [a, b] y pares ordenados (z;, f(z;)), x; € [a,b] parai=10,...,n.
Una trazador ctibico es un funcién S(x) tal que verifica la siguientes propiedades:

1. S(z) = Si(x) para x € [;, z;41] con S;(x) = a;+bi(x—x;) +ci(v—x;)*+d;(x—x;)3 parai =0,...,n—1
2. S(z;) = f(z;) parai=0,...,n

3. Si(xiy1) = Sit1(xiy1) parai=0,...,n —2

4. S{(zip1) = Siy1(wig1) parai=0,...,n —2

5. 8/ (xig1) = Si 1 (wip1) parai=0,...,n —2

6. 5" (wo) = §"(xn) =06 §'(x0) = f'(0), §(zn) = f'(zn)

El objetivo del desarrollo que haremos a continuacién es mostrar porque podemos asegurar que existe una
funcién que cumple con todas estas condiciones.

Notemos en primer lugar que tenemos 4 coeficientes a determinar para cada S;(x), lo que nos da un total de
4n coeficientes. La segunda propiedad nos impone n + 1 condiciones. La tercera, cuarta y quinta propiedad
imponen n — 1 condiciones cada una. Tenemos entonces un total den+1+n—14+n—14+n—1=4n—2
condiciones. La ultima propiedad aporta 2 condiciones. Por lo tanto, tenemos tantas condiciones como
coeficientes a determinar. Debemos ver que existen coeficientes que satisfacen todas estas condiciones.
Analicemos cada una de estas condiciones. Comenzamos con S(z;) = f(x;) para i = 0,...,n. Como
S(xz) = Si(x) para x € [x;,x;+1], entonces tendremos que:

S(wi) = ai +bi(z; — ;) + ci(z; — iUi)2 +di(x; — $¢)3 = f(z;) Vi=0,...,n—1
S(xn) =ap-1+ bn—l(xn - xn—l) + Cn—l(xn - xn—l)z + dn—l(xn - xn—l)g = f(xn)

De aqui derivamos que
a; = f(:l:z) Vi:O,...,n— 1

an—1 + bn—l(xn - xn—l) + cn—l(xn - xn—l)z + dn—l(xn - xn—l)a = f(xn)
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bn—l(:rn - wn—l) + Cn—l(wn - :Bn—l)z + dn—l(wn - wn—1)3 - .f(wn) - .f(wn—l)

La préxima condicién es S;(x;411) = Sit1(wi41) para i = 0,...,n — 2. Considerando la expresién de cada
S;(x), tenemos la siguiente relacién:

aitbi(Tiv1—x;)+ci(Tip1—2:) 4+ di (Tig1—20)® = @ip1+biv1 (Tiv1—2it1) v (Tiv1—2it1) Hdig1 (Tig1—7i41)?

a; + bi(xH»l — IZ) + Ci(xi+1 — 2?7;)2 + di(xi+1 — Ii)g = ;41 para i = 0, ey — 2

F(@s) + bi(ip1r — @) + ci(@ig1 — 23)® + di(wig1 — x3)® = f(wi41) parai =0,...,n — 2
La cuarta condicién es Sj(zi1) = Sj (wit1) parai=0,...,n —2
bi +2¢i(Tig1 — i) + 3d;(Tig1 — )% = big1 + 2¢i41(Tiv1 — Tig1) + 3dip1 (Tip1 — Tigr)?
b + 2¢;(Tit1 — i) + 3di (i1 — x:)% = biya

La quinta condicién es S}’ (zi41) = Si\ 1 (xip1) parai =0,...,n —2

2¢; + 6d;(viv1 — v;) = 2¢i41 + 6diy1(Tip1 — Tiv1)

2¢; + 6d;(Tip1 — ;) = 2¢i41
Finalmente, analicemos una de las dos dltimas alternativas: S”(xg) = S”(z,) = 0 (la otra alternativa es
similar)
S”(CU(]) = S(l)l(m()) = 2C0 =0
S"(xn) = Sl _,(xn) = 2¢p—1 + 6dn_1(Tn, — Tn_1) =0

Veamos entonces todas las condiciones que nos quedaron:

1. a; = f(z;) parai=0,...,n—1

2. by 1(p —Tp_1) +Cn1(p —Tp_1)? +dn1(vn —20_1)® = flan) — f(@n_1)

3. fa) + bi(@wigr — ) + ci(@wigr — 24)® + di(@ipr — 23) = f(wiq1) parai=0,...,n—2
4. b+ 2¢i (w541 — 5) + 3d; (2541 — 13)? = by parai=0,...,n— 2

5. 2¢; + 6d;(zi41 — x;) = 2¢;41 para i =0,...,n —2

6. cg=0

7. 2¢p—1+6dp—1(zp — 2p—1) =0

La idea de lo que vamos a hacer a continuacion es tratar de poner a todas las variables en funcién de los

coeficientes a; que ya tenemos determinados y de los ¢;. Notamos h; = (z; — x;—1) parai=1,...,n.
De (7) podemos despejar d,—1 — dp—1 = —c;h_nl .

_ (@) =f(@n_1)=cn_1hy—dn_1h})

De (2) podemos despejar b,—1 — bp—1 - . Reemplazando la expresion que

n)=f(@n_1)—cn_1h?+ B~ h3 -
(f(zn)—f(= 1)hz 1thot 3, n)7bn_1 — (=) h-i(mn—l))_%cn_lhn

ya tenemos de d,,_1, obtenemos b,, 1 =

_ (2(:,-_4,1 —20,‘)

De (5) podemos despejar d; — d; = 6hiy, ~ bara 1=0,...,n—2
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(f(@ig1)—f(mi)—cihi —dihd ;)
hiy1

De (3) podemos despejar b; — b; =
expresion de d;, obtenemos

para i = 0,...,n — 2. Reemplazando la

(f(wisr) — i) — cih2y, — B2l pd )

b; =
Ryt
i+1) = f(& 2¢i41 — 2¢;
o Flw) = f@) o Can —2a),
hz‘+1 6
xT; — i 2 C;
o G = F@)) 2 e,
h,;_|_1 3
Finalmente, vamos a usar (4). Por un lado lo hacemos parai=0,...,n — 3

bi + 2¢i(xit1 — 20) + 3di (i1 — 1:)° = bipa

Reemplazamos la expresion que tenemos de b;, b;+1 y d;

(f (@ip1) — f(xi)) 726ihi+170z’+1 L

Cit1 (2ci41 —2¢;) _ (f(@ir2) — fziv1)) 2 Cit2
himt 3 3 -

SCit1hiyo———h;
6hit1 hiyo g Cir1fti2 T Ty

i+1H2¢;hi1+3h3

2 1 2 1 zi2) = fl@ zin1) — fl@
ci(*ghi+1+2hi+1*hi+1)+c¢+1(*ghi+1+hi+1+§hi+2)+ci+2(ghi+2):(f( 12) = fl@in))  (f(@irn) = f(z:))

hiyo hit1

(f(@ir2) = f@iv1))  (f(@iv1) — f(@:))

hiyo hiy1

1 2 1
Ci(ghi+1) + Ci+1(§(hi+1 + hiy2)) + cz-+2(§hi+2) =

Nos queda el caso 1 =n — 2:

bn72 + 20n72(wn71 - $n72) + 3dn72(zn71 - CC7172)2 = bnfl
Reemplazamos la expresion que tenemos de by, —2,b,,—1 y dp—2
(f(xnfl) - f($n72)) 2 Cp—1 h (anfl - 207172) h2 (f(xn) - f(xnfl)) 2

hn71 —gcn_zhn_l—T n_1+26n_2hn_1+3 6hn,1 n—1 — hn _§C7t—1hn

Cn*?(*ghnfl +2hn71 - hnfl) +Cn71(7%hn71 + hnfl + %hn) = (f(xn) _hf(xnil)) - (f(xnili)li{i(xn72))

(f(@n) = f(@n-1)) . (f(@n-1) = f(2n-2))
hn hn—l

En definitiva tenemos las siguientes n ecuaciones que involucran a los n coeficientes cg, ..., cnp_1

1 2
Cn—2(§hn—1) + Cn—lg(hn + hn—l) =

COZO

ci(3hit1) + civ13 (hita + higa) + ciya(5hive) = (f(wi+2;z;i(wi+l)) - (f(w“rhli:f(wi)) para i=0,...,n-3

Cn_z(%hn_l) + Cn—l%(h'n + hn—l) — (.f(wn)_h-:(mn—l)) _ (.f(‘l’n—lh)n__ji(mn—Z))

La matriz asociada al sistema es
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[ Co C1 C2 C3 (& Cit+1 Cit2 S Cp—2 Cp—1
1 0 0 0 0 0 0 0 0
thy 2(hy+ ho) tho 0 0 0 0 0 0
0 tho 2(ha + h3) 3hs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ... 3hiy1 2(hig1+hig2) Shive ... 0 0
| 0 0 0 0 ... 0 0 0 oo Zhpor Z(hn+hoo1))

que resulta ser estrictamente diagonal dominante, por lo cual existe solucién del sistema y la solucién es
unica. De esta manera obtenemos en forma tnica los coeficientes cg,...,c,_1. Dado que el resto de los
coeficientes se encuentran expresados en funcién de co,...,c,_1, podemos afirmar que el trazador cibico

existe y es tnico.



Capitulo 13
Integracion

En este capitulo vamos a presentar métodos numéricos para el calculo de integrales. Este es un
problema matematico muy comun, que tiene multitud de aplicaciones en diversos campos de la ciencia
y de la ingenieria: cdlculo de areas y volumenes, obtencién de ciertas magnitudes fisicas a partir de
otras (desplazamiento a partir de la velocidad, por ejemplo), etc. La forma cldsica de calcular integrales
es analitica: se busca una primitiva de la funcién a integrar, que luego se evalia en sus dos extremos.
Sin embargo, esta soluciéon no siempre es factible. Por ejemplo, existen funciones cuya integral analitica
es una expresion complicada de obtener o de evaluar computacionalmente, o incluso algunas para las
que no existe una expresién analitica conocida. Peor ain, a veces es necesario integrar funciones de las
que se conocen Unicamente algunos valores (por ejemplo, muestras obtenidos empiricamente), volviendo
imposible la integracion analitica.

En estos casos, es 1til contar con métodos que permitan aproximar el valor de una integral de
manera numérica. En particular, nos vamos a enfocar en los métodos de cuadratura numérica, donde
la integral de una funcién se va a aproximar mediante una combinacién de valores de una funcién,
evaluada en un conjunto de datos.

b n
/ f(z)da ~ Zaz‘f(ilfi)
@ i=0

Dentro de los métodos de cuadratura numérica, vamos a destacar a aquellos que utilizan el polinomio
interpolante, ya que constituyen una buena aproximacion de la funcién a integrar, sus integrales son
sencillas de calcular analiticamente y pueden ser evaluadas en forma eficiente, y ademas permiten calcular
una cota para el error cometido en la aproximacion.

(nt1) n
) = Py + L8 [T - )

P(z) =7 f(zx) - Luk(@)
k=0

donde P, es el polinomio interpolador de Lagrange en n + 1 puntos en el intervalo [a,b] y E,, es el
error de la aproximacion. Por lo tanto, utilizando esta expresion, podemos decir que la integral, en el
intervalo [a, b] de la funcién f(x) nos queda
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=a; Error

Entonces, efectivamente, utilizar a la integral del polinomio interpolante como una aproximacién de la
funcién entra dentro del esquema de cuadratura numérica.

Los distintos métodos, que vamos a estudiar, van a variar en cuanto al grado del polinomio interpo-
lante que utilizan para la aproximacién.

13.1. Regla de trapecios

Si consideramos una funcién f € C?([a,b]), para la cual queremos calcular

/abf(x) dx

Entonces, podemos derivar una férmula de cuadratura a partir del polinomio interpolador de Lagrange
de grado 1, en los puntos zg = a y x1 = b. Para ello, escribimos f(z) = P(z) 4+ E(z), donde P(x) es este
polinomio y E(x) representa el error de aproximacién para cada punto. Asi,

By - (&)

o — T1 1 — X9 2

(z—m) - (x —21)

- [f(xo) : m + f(a1) - Q(Jéx_l %fo)] :
_n ; 20 (1) + f(wo)]
Por otra parte,
/ B(r) dz = / P (o) (o= )t para algfin & & (@0,21)
_ JM;O./JEwI(xxo)-(xxl)dx para algin ¢ € (9, 1)
iGh ﬁ_m;m .xumo.xl.x]

ry — s 7
:_%.Jf (&)

Entonces, llamando h = x1 — xg, tenemos
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/a ) di = /z Y pwyde+ [ B@)de

h o
=5 [F@) + floo)) =35 - £7(©)
Error

Esta formulacién de la integral de f recibe la denominacién de regla del trapecio. Notemos que
el término del error estd multiplicado por la segunda derivada de f, y por lo tanto si podemos encontrar
una cota de la derivada segunda en el intervalo [a, b], entonces podemos acotar el error cometido.

Veamos graficamente lo que estamos diciendo. Supongamos que tenemos la funcién f(z) = sen(2z)+
2cos(2x) 4+ 3, tomemos como punto de interpolacién a los extremos del intervalo, por lo que nos queda

Fa
s
-
l
s
a
,
,
A

donde el drea azul es la aproximacién del area roja. En este grafico podemos ver que a este método
se le llama la regla del trapecio justamente porque estamos aproximando el drea de la funcién f(x)
mediante el area de un trapecio.

13.2. Regla de Simpson

De la misma manera que hemos considerado el polinomio interpolante de grado 1, podemos conside-
rar el polinomio interpolante de grado 2, que es lo que se conoce como regla de Simpson. Nuevamente,
los puntos de interpolacion son los extremos del intervalo, pero ademdas tomamos como punto adicional
al punto del medio, por lo que nos queda zg = a, r1 = “T'H’, xo = b. Entonces, la integral de la funcién
se va a aproximar por la integral del polinomio interpolante de grado 2. Si calculamos las integrales

correspondientes, nos queda

b b o
[ rwrae s [P = E22I (1) +a5) + sa2)

b 5
Error = / E(z)dz = —S—Of(4)(u) con u € (a,b)

Por lo tanto, si conocemos una cota de la derivada cuarta en el intervalo [a, b], podremos tener una
cota del error maximo que estamos cometiendo al aproximar el valor de la integral por este método.
Gréficamente, el drea determinada por ese polinomio va a tener la siguiente pinta
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13.3. Regla compuesta

Hasta ahora, hemos considerado con un tnico intervalo tanto para el caso de la Regla de trapecios
como para la Regla de Simpson. Tratando de utilizar esta idea, la propuesta es dividir al intervalo de
integracién en intervalos mas pequenos, y en cada uno de ellos aplicar alguno de los métodos conocidos.
De esta manera, la aproximacién por regla compuesta consiste en sumar las distintas aproximaciones de
las integrales en los distintos intervalos, aprovechando el hecho que

/ab f(@)de = nz__; (/w+ f(z:)dx)

13.3.1. Regla compuesta de trapecios

En el caso de la regla compuesta de trapecios, para aproximar la integral de una funcién f € C2[a, b],
con xg,...,T, € [a,b], dividimos al intervalo [a,b] en n intervalos mds pequetios, cada uno de longitud
h= b_Ta. Luego, si aplicamos la regla de trapecios para cada uno de estos n intervalos, surge la siguiente
férmula

0

b n—1
[ o g (flen) +2 3 i) + fz)
a =1

b—
Error = — 12a “R2f"(u) con u € (a,b)

Gréficamente nos queda

PRPARIRPPPERRP AP EPP PRI R P PRARNRPP AR I P PEAPR,
PIAPPPPPRIPPIPIIRIAPPIPPIP PP PRIPARRIPPRIPPIAL, X
v
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13.3.2. Regla compuesta de Simpson

Lo mismo podemos hacer con la regla de Simpson. En este caso, se utilizan tres puntos del intervalo
para aproximar, por lo que vamos a necesitar una cantidad par de intervalos.

Entonces, tenemos una funcién f € C%[a.b], con zo,...,%a, € [a,b], 1o = a, T2, = by h = b;—na, y
vamos a aplicar la regla de Simpson sobre cada par consecutivo de intervalos. Si hacemos las integrales

correspondientes, la aproximaciéon nos queda

b (n)—1 n
[ st@yde x5 stan) +2 D fla) +4 3 o) + flon
Error = —l)_—ah4f(4)( ) con u € (a,b)
=130 " ne(a,

Graficamente nos queda

A A A A A A A A A S A A A A A A A A A A A A} X

13.4. Meétodos adaptativos

La idea de dividir al intervalo en intervalos mas chicos parece muy apropiada, y también parece
sugerirnos que a mayor cantidad de sub-intervalos consideremos, mejor va a ser la aproximacién de la
integral que queremos calcular. Sin embargo, aumentar la cantidad de sub-intervalos resulta en un mayor
costo computacional. Si pensamos en optimizar la cantidad de intervalos utilizados nos surge la siguiente
pregunta: ;es necesario utilizar el mismo espaciado para todo el dominio? Para responder esta pregunta,
supongamos que queremos integrar una funcién cuyo comportamiento es irregular.

f (f«')

Podemos observar que en algunos sub-intervalos la funcién tiene una gran variacién, lo cual obliga
a utilizar una aproximacién con una particién fina del sub-intervalo sobre la cual utilizar una regla
compuesta. Sin embargo en otros sub-intervalo disjuntos, la funcién tiene una variacién muy pequena,
haciéndola apta para un método de aproximacién sin demasiado refinamiento.
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En este tipo de situaciones se utilizan métodos adaptativos, que analizan en cada sub-intervalo
cual es la precisiéon de una aproximacion de la integral y en caso de no ser suficiente, utilizan una
aproximacién mas fina partiendo en otros sub-intervalos.

En particular, vamos a enfocarnos en el caso de la regla de Simpson compuesta para ver como
podemos decidir si en alguna parte del intervalo no hace falta particionar més, y en otra parte del
intervalo seria conveniente considerar mas puntos.

Llamemos S(z,y) a la aproximacién de Simpson del intervalo [z, y] para la funcién f. Supongamos
que queremos integrar el intervalo [a, b].

Paso 1: Tomamos dos sub-intervalos, cada uno de tamano h = ’)_Ta, aplicando Simpson, obteniéndo-
se

b h5
[ e = s(a0) - 5519w

Paso 2: Partimos cada sub-intervalo en otros dos de tamano % Aplicamos la regla compuesta de
Simpson en [a, “TH’} y [‘%b,b], obteniéndose

a+b a+b I
/f )dz =S < >—|—S( 5 ’b>_1690f (1)

Supongamos que | f®) (1) ~ f® (i) |, entonces si igualamos las expresiones obtenidas en los pasos 1

y 2:
St0.0) — 5 1000 =5 (0,10 ) 5 (SH00) -
o —%Z%f (1) ~ S <a, “;b) +S(a;b,b> — S(a,b)
—%;L;f(‘*)(m ~ 115 (5 <a, “;b) + S (“;b,b> - S(a,b))
Por lo tanto, si volvemos a la expresiéon que obtuvimos de la integral al momento de subdividir los
intervalos

a+b a+b 1 R®
/f )dx =S ( >+S( 5 ,b) E%f ()

=

1 A 3 a+b a+b
E%f(4)(li) :/f )dz — ( ( >+S< 5 »b>)

=

1A a+b a+b
1—6%10(4)(“) z/f )dz — ( ( >+S< 5 ,b))

Pero, si volvemos a la expresién que obtuvimos al suponer f* (w) =~ f (4) (i
1 A 1 a+b a+b
—— — - b

T <S<a, 5 )+S( 5 ,b> S(a, ))

Por lo tanto, el error cometido al momento de subdividir los intervalos es ”parecido” a
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%5 (S <aa2+b> + S (a;rbb> - S(a,b)>

Luego, si pedimos que esta diferencia sea menor que un ¢, podemos asumir que a la aproximacién
via Simpson compuesta va a tener un error menor que €. ;Para qué nos puede servir este resultado?

Tenemos un intervalo [a, b], el cual hemos divido en dos sub-intervalos, en los cuales hemos aplicado
Simpson. Si el error no es menor que €, vamos a razonar de la siguiente manera. Para cada sub-intervalo,
aplicamos nuevamente Simpson, pero vamos a pedir que la diferencia sea menor que €/2. Si lo logramos,
entonces quiere decir que hemos conseguido una buena aproximacién de la integral. Si en alguno de los
dos sub-intervalos el error nos da mayor que €/2, entonces volvemos a dividir a ese sub-intervalo en dos
intervalos méds chicos, y volvemos a aplicar este procedimiento de manera recursiva, pero esta vez con
e/4.

Entonces, lo que estamos logrando con esta metodologia es particionar en sub-intervalos mas chicos
en las zonas que sea necesaria. En las zonas que ya hemos obtenido el error que buscabamos, no segui-
mos particionando, por lo que no pagamos el costo adicional de realizar evaluaciones innecesarias. En
los lugares donde se necesite refinar para obtener el error buscado, realizamos la particién. Si atin no
conseguimos el error buscado, volvemos a refinar el intervalo.

f(x)

R R R R N

AERERAS TR
Taaaiarasay

FEAEER AR AR RN AR
AR R R AR R

De esta manera, terminamos adaptando la medida del sub-intervalo a medidas mas chicas en las
zonas que sean necesarias, y en otras zonas donde la aproximacion ya sea buena, no particionamos los
sub-intervalos.
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Capitulo 14

Ceros de funciones

Este capitulo estd dedicado al tema ceros de funciones. Como lo hemos hecho habitualmente,
vamos a comenzar definiendo cudl es el problema matematico que queremos resolver, para luego proponer
métodos numéricos que nos permitan encontrar la soluciéon del problema.

Dada una funcién f : R — R, buscamos identificar a aquellos valores z* tal que f(z*) = 0. De-
pendiendo de las caracteristicas de la funcién, este puede ser un problema sencillo o un problema més
complicado. Las raices de una ecuacién no lineal f(z) = 0, en general, no tienen una férmula cerrada.
Incluso cuando las tienen, la expresiéon a menudo es tan complicada que no resulta practica evaluarla.
Por lo tanto, para resolver un sistema no lineal de ecuaciones estamos obligados a utilizar métodos de
aproximacion.

Estos métodos suelen estar basados en la idea de una aproximacion sucesiva. Estos métodos son
iterativos, es decir, comienzan con uno o mas puntos iniciales, y generan una sucesiéon xg,x1, ..., que
converja a la raiz de f. Algunos métodos requieren de conocer un intervalo [a, b] que contenga a la raiz,
mientras que otros necesitan de una posicién inicial cercana a la raiz (con la ventaja de que convergen
més rapido). Por lo tanto, suele ser conveniente comenzar con un método més fuerte (en el sentido de
condiciones de convergencia), para luego cambiar a uno que converja mds répido. Hay relativamente poco
conocimiento acerca de cémo atacar este problema si no se conoce a priori ninguna informacién sobre
la ubicacién de las raices, por lo que es de esperar que necesitemos condiciones relativamente exigentes
para la convergencia de los distintos métodos.

Todos los algoritmos que vamos a ver se encuadran dentro de un esquema general, donde se genera
una sucesion {zy}5° que, bajo ciertas condiciones, va a converger, y el limite de esta sucesién es una raiz
(o cero) de la funcién

lim zp =2z* con f(z") =0

k—o0
Los diferentes métodos que vamos a estudiar van a diferir en cémo generan esta sucesién y en las
condiciones de convergencia.

Como vamos a tener varios métodos para aproximarnos a la raiz, necesitamos de criterios que nos
permitan identificar cudl de ellos nos conviene utilizar, dado un caso particular. Entre los criterios que
existen para comparar, vamos a utilizar

= El costo computacional.

= Las condiciones de convergencia. Es decir, qué propiedades debe cumplir la funcién f para que la
sucesion generada converja.

= El orden de convergencia de la sucesion generada. El orden de convergencia tiene que ver con la
velocidad con la cual la sucesion se acerca a su limite. Hay diferentes maneras para definir esta
velocidad.
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14.1. Orden de convergencia

Una de las posibles maneras de definir este concepto, viene dada a partir de un limite que nos
relaciona el error del paso k + 1 con el error del paso k elevado a una cierta potencia p. Es decir

Definicién 14.1.1. Sea {z}ren una sucesién tal que ka xp = 2. Decimos que {xj }ren tiene orden
— 00

de convergencia p € R+ si

Por lo tanto, si este limite existe, se cumple que |zx41 — 2*| & ¢+ |z — z*|P para algin ¢ > 0. Es
decir, cuanto mayor sea este numero p, mayor serd la velocidad con la que la sucesion se acerca a su
limite.

= Si p =1, decimos que la convergencia es lineal.
= Si p = 2, decimos que la convergencia es cuadratica.

Otra manera de definir el orden de convergencia es a partir de comparar la sucesién que tenemos
con una sucesién que tienda a 0. Consideremos la sucesién {zx}reny que converge a z*, y la sucesién
{Br}ren que converge a 0.

Definicién 14.1.2. Si existe algun ky € N tal que, para todo k > kg, el error de la sucesién original esté
acotado por una constante multiplicada por el error del paso k-ésimo de la sucesion {S}, es decir

|z —z*| < M - |Bk|, M >0 constante
entonces, vamos a poder afirmar que la sucesién {z\} se acerca al limite al menos tan rdpidamente como

la sucesién {8} se acerca a 0.

En este caso, el orden de convergencia viene dado por la comparacién con otra sucesiéon. Entonces,
si conocemos de antemano que la sucesion{ S }ren tiene orden de convergencia p, entonces podremos
afirmar que {ay }ren tiene orden de convergencia mayor o igual a p.

(Qué significa que {x, } converja a x* con orden p? Llamemos e,, = x,, — z*. Segin la definicién de

. . ; €n+1
antes, esto significa que lim 7|

= ¢ para cierta constante ¢ > 0.
n—o00 |€n‘p

= Que ¢ no sea infinito significa que |e, [P no tiende a 0 més rapido de lo que lo hace |e;,+1].
= Que ¢ sea no nulo, significa que |e, 1| tampoco lo hace més réapido que |e,|P.
Por lo tanto, |ep+1] ¥ |en|P convergen a 0 con la misma velocidad.

A su vez, es posible interpretar el significado de esta velocidad en términos précticos. Dada la
equivalencia asintética de |ent1| v |en|P, vamos a suponer que para n suficientemente grande |e, 41| &
lenlP.

Luego, supongamos que hasta el término n-ésimo llevamos calculados k digitos decimales del valor
x*, es decir |e,| &~ 107%. Entonces, |, 1| = (107%)? = 107, por lo que podemos concluir que, por cada
iteracién, la cantidad de decimales calculados se multiplica por p. A modo de ejemplo, que una sucesién
converja de forma cuadratica significa, a nivel practico, que la cantidad de digitos decimales calculados
se duplica a cada paso.

Con este concepto en mente, continuemos con los métodos y algoritmos para encontrar los ceros de
funciones.

14.2. Método de la biseccidon

El primer método que vamos a ver es el método de biseccidon, y estd basado en el teorema de
Bolzano.
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Teorema 14.2.1. Consideremos una funcidn continua f : [a,b] — R tal que en los extremos tienen
distinto signo (f(a)- f(b) < 0). Entonces, por el teorema de Bolzano, la funcidn tiene algin cero dentro
del intervalo, es decir, existe x* € (a,b) tal que f(x*) = 0. Luego, bajo estas condiciones, podemos definir
un proceso para poder encontrar un cero (o raiz) de la funcidn.

: . a+b . .. .
Comenzamos el proceso tomando el punto medio del intervalo ¢ = —5 dividiendo el intervalo (a, b)

en dos mitades. Si f(c) = 0, entonces hemos encontrado el cero de la funcién que estdbamos buscando.
Si no es el caso, ese punto f(c) va a diferir en signo con alguno de los dos extremos del intervalo, es decir

o bien f(a)f(c) <0 o bien f)fle) <0

Por lo tanto, vamos a poder asegurar, por el teorema de Bolzano, o bien que hay una raiz en el sub-
intervalo (a, ¢), o bien que hay una raiz en el sub-intervalo (¢, b), dependiendo con cuél de los dos extremos
la funcién difiere en signo con f(c).

Luego, hemos partido del intervalo (a,b), donde sabiamos que habia al menos una rafz, a un sub-
intervalo, ya sea o bien (a,c), o bien (¢,b), cuya medida es exactamente la mitad del intervalo anterior,
donde podemos asegurar que existe una raiz. Luego, podemos definir una sucesién

- 1
C = 5
(ks br) si flex)f(br) <O
(ag,cr) si f(ex)f(ar) <0

- (ag, + by)
(ars1,0641) =

Si aplicamos este procedimiento de forma iterativa, se obtiene un intervalo de menor longitud que
contiene a la raiz buscada, lo cual permite aproximarla con precisién arbitraria.

Demostracion. Si consideramos la sucesién que estd definida por los puntos intermedios de cada uno
de los intervalos {cy}5°, entonces vamos a poder demostrar que esta sucesién converge a una raiz de la
funcién. Por un lado, por la forma que fuimos construyendo la sucesion, sabemos que partimos de un
intervalo inicial (ag,bo), y vamos construyendo intervalos donde siempre

ap<ap <o <ap <o Kb << by < g

Por lo tanto, la sucesién {a;} es una sucesién mondtona creciente acotada, y la sucesién {b;} es una
sucesion mondétona decreciente acotada. Por lo tanto, existen los limites

lim ar = o
k—o00

lim b, = s
k—o00

by, — ax

5 entonces sabemos

Por otro lado, si consideramos la sucesién {by, — ax}°, donde b1 — ap+1 =

que su limite es

, . bo—ag
lim by — a = lim —5— =0
k—o0 k—o0 2

Por lo tanto, podemos deducir que a3 = «as. Luego, considerando que la sucesién {a} mondétona
creciente converge, la sucesion {by} mondtona decreciente converge, y ambas tienen el mismo limite, y
como la sucesion {c} cumple que ay < ¢ < by Vk, entonces podemos deducir que el limite de la sucesién
{ck} existe, y es

lim ¢, = a1 = as
k—o00

Por lo tanto, la sucesién {ci} es convergente. Lo que nos falta ver es que esta converge a una
raiz (cero) de la funcién. Por la forma en la que fuimos construyendo los intervalos, sabemos que la
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evaluacién de los extremos del intervalo k-ésimo difieren en signo, es decir f(ay)f(bx) < 0, por lo tanto
si consideramos el siguiente limite

Jm fak) f(be) <0

pero, por otro lado, sabemos que

>0
—_——
lim f(ag)f(by) = lim f(aq)* alser f continua
k— o0 k—o0
= lim f(c)?
k—o0

Por lo tanto, limy o f(ag)f(bx) = limy o0 f(cx)? = 0, por lo que {cx} — 0. Luego, podemos concluir
que la sucesién {cx} generada por el método de biseccién, efectivamente, es una sucesién convergente, y
ademds converge a una raiz de f.

Qué podemos decir respecto al orden de convergencia? La sucesién que estamos generando estd
determinada por los puntos intermedios de los intervalos que nos vamos construyendo. Entonces, el error
del paso k-ésimo

bp —a
ek —af < by —ak = 02k ‘
siendo « el limite de {ci}. Luego,
1
lex — ] < (bo — ao) o"
<~
=m0

Es decir, si recordamos la segunda definicién que dimos para el orden de convergencia, notamos que nos
encontramos en una situacién donde |z — z*| < M|S|, por lo que podemos afirmar que el método de
la biseccién converge a x* al menos tan rapidamente como la sucesion {zik}k oy converge a 0.

Si aplicamos la primera definicién que dimos para el orden de convergencia, se puede demostrar
que el orden de esta ultima tiene es de orden de convergencia lineal, lo cual nos permite afirmar que el
método de la biseccion se aproxima, al menos, linealmente a una raiz de f.

El pseudocddigo del algoritmo es el siguiente (debe ser completado con algin criterio de parada
lim).

Algoritmo de la biseccién

Entrada: a,b € R,y f : [a,b] = R tal que f(a)- f(b) <O
Salida: una aproximacién de una raiz x* € (a,b) de f

1 a9 4 a
2 bo b
3 for k=0,...,lim do
b
. o o ak + O
5 if f(cx) =0 then
6 L return cy,
if f(ex) - f(ax) <0 then
Af41 < Qg
bry1 < ck
10 else
11 Ap+1 < Ck
12 bk+1 «— bk

13 return c;
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En resumen, el método de biseccién genera una sucesiéon convergente a una raiz de la funcién, y que
el orden de convergencia es lineal.

Ventajas

» Para cada ay y by, nos alcanza con conocer el signo de f(ax) y el de f(by) con lo cual podria no
ser necesario evaluar la funcién f en esos puntos. Esto es conveniente en contextos en los cuales la
evaluacién es una operacion costosa y es posible conocer el signo por alguna via sencilla.

bo—ag
3

» Tenemos una cota para el error absoluto >3

= Es facil encontrar puntos iniciales ag y bg factibles.

= Funciona bien para obtener aproximaciones iniciales.

Desventajas

» La convergencia del método de biseccién (lineal) es lenta.

14.3. Criterios de parada

Notemos que, cuando vimos el algoritmo, hemos determinado que este realiza una cantidad lim de
iteraciones. En realidad, el criterio de parada podria ser otro, pero es necesario contar con un criterio que
permita decidir cudndo la aproximacién ya es lo suficientemente buena. Estos se conocen como criterios
de parada. Algunos de los criterios mas comtinmente utilizados son:

(i) Establecer una cantidad fija de iteraciones. Es el criterio mds sencillo, pero es insensible a las
caracteristicas del método usado y no permite decidir a prior: la precisién de los resultados.

(ii) Fijar un valor € > 0 y parar cuando |rr4+1 — x| < €. Si bien es un criterio més sofisticado, puede
dar resultados erréneos. Por ejemplo, considerando la sucesién

k
=2
i=0

. 1 k—oo . . . . .
se tiene que |rgy1 — zk| = =1 — 0. Luego, para cualquier valor de ¢, el criterio terminara y

arrojard un resultado supuestamente cercano al limite de la sucesién, que en realidad es divergente.

—1+1+ +1
o 2 k

| =

|Tk+1 — T
.”L'k|
anterior, pero es un buen candidato a utilizar en la ausencia de informacién adicional.

(iii) Fijar un valor € > 0 y parar cuando < e. Sufre de problemas similares al criterio

(iv) Fijar un valor € > 0 y parar cuando f(zy) < . También puede dar falsos positivos, ya que f puede
tomar valores arbitrariamente cercanos a 0 sin que esto indique la cercania de una raiz.

(v) Fijar un valor € > 0 y parar cuando |f(zxt1) — f(zr)] < .

|f(zrt1) = fon)]

(vi) Fijar un valor € > 0 y parar cuando <e.

|f(zr)]

Como puede verse, todos estos criterios tienen casos en los que arrojan resultados falsos. Por este
motivo, la eleccién del criterio de parada debe hacerse teniendo en cuenta las caracteristicas del problema
a resolver. Ademas, es posible emplearlos de forma combinada; por ejemplo, es comun establecer un limite
fijo de iteraciones incluso aunque se use un criterio de parada distinto, y asi evitar la posibilidad que el
programa no termine.

En el caso del método de biseccién, una de las ventajas que podemos aprovechar es que siempre
tenemos encerrada una rafz en el intervalo del paso k-ésimo, es decir |cxy — a < |by, — ag|. Por lo tanto,
podemos tomar como criterio de parada la condicién de que |by — ar| < €, lo cual nos asegura que el
valor obtenido se encuentra a una distancia menor que € de una raiz de la funcién.
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14.4. Puntos Fijos

A veces, al momento de resolver un problema, es conveniente transformarlo en otro, con la esperanza
de que para ese otro problema tengamos una metodologia para resolverlo. La idea es que ambos problemas
van a ser equivalentes en el sentido de que si encontramos solucién para uno, habremos encontrado
solucién para el otro, y viceversa. En el caso de encontrar ceros de funciones, este problema estd muy
relacionado con los puntos fijos de una funcién. Primero vamos a comenzar por definir qué es un punto

fijo.

Definicién 14.4.1. Dada una funcién g : [a,b] — R, se llama punto fijo de g a un valor p € [a, b] tal
que
9(p) =p

Gréficamente, los puntos fijos de la funcién g(z) no son otra cosa que las intersecciones de g(x) con
la funcién f(z) =z

(Por qué es de interés determinar los puntos fijos de una funciéon? Es posible establecer una relaciéon
entre los puntos fijos de una funcién y los ceros (o raices) de otra. Si definimos una funcién f(z) = g(z)—=,
entonces un punto fijo de g es un cero de f, y un cero de f es un punto fijo de g. Entonces, al haber
una correspondencia univoca entre los puntos fijos de una funcién y los ceros de otra, entonces podemos
utilizar cualquier algoritmos que nos permita resolver alguno de los problemas, con el objetivo de resolver
el otro.

En este caso, vamos a tratar de ver si podemos utilizar algoritmos que resuelven el problema de
puntos fijos de una funcién g, con el objetivo de encontrar los ceros de una funcién f. Asi como existe el
teorema de Bolzano para asegurar la existencia de un cero dentro de un intervalo, tenemos un resultado
similar para los puntos fijos.

Teorema 14.4.1. Dada una funcion g : [a,b] — [a,b] continua, entonces vamos a poder afirmar que la
funcion g tiene un punto fijo dentro del intervalo [a,b]. Ademds, si esta funcidn es derivable dentro del
intervalo (a,b) y la derivada estd acotada por una constante M tal que ¢'(x) < M < 1, entonces el punto
fijo es unico.

(i) Si g es continua, entonces g tiene al menos un punto fijo en [a, b].
Demostracion.
= Sig(a) =a o g(b) =b, entonces a o b es un punto fijo.
= En caso contrario, consideremos la funcién
h(z) = g(x) — x continua en [a, b]
h(a) = g(a) —a >0
b

~—~

€(a,b)
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h(b) = g(b) —b<0
~~
€(a,b)

Luego, aplicando el teorema de Bolzano, existe ¢ € (a,b) tal que h(c) = g(c) —c¢ =0, y por lo
tanto ¢ es punto fijo de g

gle)=c

(ii) Si g es derivable en (a,b) y existe alguna constante M tal que |¢’(z)] < ¢ < 1, entonces el punto
fijo es tnico.

Demostracion. Supongamos que existen dos puntos fijos distintos ¢; y ¢o € [a, b]. Por el Teorema
del Valor Medio, existe £ € (a,b) tal que

|g'(§)\ _ '9(01) —g(ca)

C1 — C2

=T

]

=1

Es decir, hay algiin punto £ € (a,b) tal que ¢’(§) = 1, lo cual nos contradice la hipdtesis inicial
que nos decfa que ¢'(z)| < M < 1Vz € (a,b). Luego, hemos llegado a un absurdo que provino de
suponer que existian dos puntos fijos.

En conclusién, la funcién g, bajo estas condiciones, tiene un punto fijo y, ademads, este es inico. W

Notemos que estas condiciones son condiciones suficientes, pero no necesarias para la existencia y
unicidad de puntos fijos.

14.5. Algoritmo de Punto fijo

Entonces, ya hemos caracterizado condiciones suficientes para la existencia y unicidad de un punto
fijo, por lo que ahora vamos a proponer un algoritmo para encontrar un punto fijo.

Teorema 14.5.1. Sea g : [a,b] — [a,b] continua y derivable en (a,b), y sea una constante M tal que
lg'(z)] < M <1 para todo x € (a,b). Sea {xk}ren una sucesion

Trt1 = 9(Tk)
, con g € [a,b]. Entonces {x} converge al inico punto fijo de g.
Esta es una metodologia que, en caso de converger, converge a x* = g(z*), pues
J e = i g

* *
zt =g(x")
Es decir, en caso de que converja, converge a un punto fijo de g. Entonces, lo que necesitamos determinar
si la sucesion {xx} converge o no. Veamos que esta sucesién converge.

Demostracion.

(i) En primer lugar, vamos a poder afirmar que la sucesién que estamos generando pertenece al in-
tervalo [a, b]. Esto se debe a que estamos partiendo de un xy € [a,b], luego 21 = g(xo) estd bien
definida. Ademéds, como la funcién g estd definida en [a,b] — [a,b], entonces x1 € [a,b]. Si aplica-
mos este razonamiento de forma inductiva, entonces podemos concluir que zy € [a,b] para todo
k=0,1,....

126



(ii) Por otro lado, dado que se cumplen las hipétesis que nos permitian afirmar la existencia de un
unico punto fijo, podemos llamar a z* € [a, ] al punto fijo de g. Luego, si consideramos

|zg — 2| = |g(xr—1) — g(x™)] (por definicién)
= lg'(er1)| ok — 37| €€ (a,b), por el TVM
como ¢'(x) < M por hipétesis =

loe — 2% < M|zg—1 — 2"
< MF|zg — 2¥|

Si tomamos limite cuando k — oo, entonces
0< lim |z, — 2| < lim M*|zg — 2% =0
k— o0 k—o0
Por lo tanto, podemos concluir que la sucesién generada converge al punto fijo de la funcién g.

Entonces, tenemos aqui un algoritmo que, bajo ciertas condiciones, nos permite encontrar el punto
fijo de la funcién g.

Cotas del Error
También se puede demostrar que
o |7, — 2% < M* - méx (vg — a,b — x0). Para ver esto, recordemos que
|z — %] < MF - |zg — z¥|

Por otro lado, supongamos xy < x*
o <" <D
0<z"—29<b—1x9

Ahora supongamos que To > =, entonces
9
a< l‘* < o

a—xp < x" —x9 < 20— 0
0<zg—z"<z0—00

Por lo tanto, |z¢g — x*| < méx (b — xg, o — a). Luego,

|z — 2| < M*¥méx (b — xo, x0 — a)

Mlc

vz —a*| < 7 |x1 — xo|. Para ver esto, consideremos la diferencia entre dos iteradas sucesivas

|Trt1 — 21| = [9(zr) — g(Tr—1]
= |zx — zk—1] - ¢'(€) para algtin € € (a, b)
< M|z — Tp—1]

< M2y — 20
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Si ahora consideramos la diferencia entre dos iteradas x;, z, con i > k, entonces

|z; — ap| = |z — ) + i1 — i1 |

N

|z; — 2| + |zim1 — @

IN

1—1
> lwjpr —
ik

Por lo tanto, si consideramos ahora el limite de ¢ — oo, es decir x; = x* nos queda

|o* — zp| < MF 2% — 20
o0

<M. Z|$i+1 — x4
i=0

oo
SMk-ZMi'|$1_-TO|
i=0

SMk‘IlfifO‘ ZMZ
=0
b 1
= M=ol =3

Por lo tanto,

M
|x*_$k|§“\4_|$1_$0|

Estas cotas nos permiten determinar la cantidad de iteraciones necesarias para obtener un error menor
a un € cualquiera.

Interpretacion geométrica

Ahora veamos graficamente qué es lo que hace el algoritmo. Vamos a considerar estd funcién f(z)
(en rojo), y en azul la funcién y = x, con lo cual el punto fijo de la funcién estd determinado por la
interseccién entre ambas funciones.

Aplicamos el algoritmo a partir de un xq cualquiera, y calculamos g(z¢). Como el valor de x1 = g(xg),
tenemos que trasladar este valor que observamos sobre el eje y al eje . Luego, continuamos aplicando
este procedimiento de manera iterativa.

f{x)

Xp Xa Xy X5 X3 X1

Figura 14.1: Convergencia alterante
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En este caso, lo que tenemos es una convergencia alternante, en el sentido de que en una iterada
x < x*, pero en la préxima iterada zp41 > ™.

También puede darse una convergencia mondtona o puede que no converja (si no se cumplen alguna
de las condiciones de convergencia).

fx) f(x)

Convergencia mondtona Divergencia

Orden de convergencia

Hasta ahora, tenemos un algoritmo que, bajo ciertas condiciones, es convergente, y una cota para
el error en el paso k-ésimo. Ahora, vamos a analizar qué es lo que ocurre con el orden de convergencia,
cuando la sucesién converge. Para determinar el orden de convergencia, vamos a utilizar una propiedad
que nos dice

Teorema 14.5.2. Sea g € C"[a,b], z* € (a,b) punto fijo de g tal que
g @) =g"(@") = =g (@) =0, g (") #£0

Entonces, dado xo € [a,b] si la sucesion definida por xi11 = g(zk) converge a x*, entonces el orden de
convergencia es r.

Demostracion. Como g € C"[a,b], podemos considerar el polinomio de Taylor de la funcién g de orden
r — 1, alrededor del punto fijo x*, y sea &, algun valor en x y x* tal que

(r=1) (p* (r)
g(x) =g@z*)+ ¢ (@) —2*)+ -+ 7g(r — (1>! ) (@ — )t 4 L 25e) r(f“) (x—2*)"
(r)
(r) T — )T

Si consideramos el error en el paso k + 1, obtenemos

|Ze 41 — 2| = [g(ax) — g(27)|
197 (&) - [(ar — 2*)"]

7!
Si ahora tomamos limite para k — oo, entonces
—r* (r)
P 725 Sk R U (7))
k—o00 |(£L’k — I*)T| k—o0 r!
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Ahora bien, &, es un punto intermedio entre x; v 2*, con lo cual si zj, estd convergiendo a x*, entonces
) b b
&, también esta convergiendo a x*. Por lo tanto,

¥ (r) (p*
lim |Tpq1 — ¥ :|9 (z )|7é0

k— o0 |(.Z‘k —x*)7| d

Ahora, si consideramos la definicién primera definicién del orden de convergencia, hemos llegado a
que el limite nos da una constante no nula, y por tanto el orden de convergencia de {x}ren es 7. |

Por lo tanto, el orden de convergencia del método de punto fijo estd relacionado con la cantidad de
derivadas que se anulan en el punto fijo.

14.6. Método de Newton

Ahora, recordemos como es que habiamos llegado a este problema de punto fijo. Llegamos bajo la
idea de que queriamos buscar los ceros de una funcién f, donde habiamos planteado que encontrar el
cero de una funcién f era equivalente a encontrar un punto fijo de una funcién g(x) = f(z) + .

Sin embargo, esta no es la unica manera de relacionar una funcién a la cual estamos buscando un
cero, con una funcién a la cual estamos buscando un punto fijo. Hay otra manera de encontrar funciones.
Por ejemplo, consideremos la funcién f(z) = 423 — 1022452 — 17 a la cual queremos encontrar sus ceros.
Podriamos definir una funcién

17
9(®) = F 1o 15
—4z3 4+ 1022 4+ 17
92(x) = z
B 423 + bx — 17
90 ="

Todas estas funciones tienen la propiedad de que sus puntos fijos son los ceros de f, y los ceros de f
son puntos fijos de g. Nuevamente, no hay una tinica manera de relacionar una funcién con puntos fijos y
una funcioén a la que le queramos encontrar sus ceros. Ahora bien, sabemos que el orden de convergencia
del algoritmo de punto fijo depende de la cantidad de derivada que se anulen. Entonces, si tenemos varias
candidatas a las cuales queremos encontrarle los puntos fijos, entonces seria conveniente elegir a aquella
funcién con la mayor cantidad de derivadas nulas en el punto fijo. Por lo tanto, es de interés obtener una
estructura general que nos sirva para identificar a aquella con un alto orden de convergencia.

El método de Newton es un algoritmo para la busqueda de raices de funciones, se basa en plantear
una iteracién de punto fijo que, bajo ciertas hipdtesis, converge con orden al menos cuadrético.

Con este objetivo en mente, vamos a definir una funcién

9(x) = x — h(x) f(z)
donde la funcién h tiene que cumplir que h(z*) # 0, con x* raiz de f (y punto fijo de g).
Supongamos que vamos a aplicar el algoritmo de punto fijo a esta funcién g, y queremos que el

algoritmo resulte con convergencia cuadratica. Para ello, necesitamos pedir que ¢’(z*) = 0. Si ahora
calculamos la derivada primera nos queda

g'(x) =1=h(z)f(z) = h(=z)f (x)
g'(x") =1=h'(a") f(z") =h(z") f'(x") = 0

{
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Entonces, necesitamos que
1. f derivable.
2. f'(z*) #£0.
3. h(z*) #£0.

4. h(z*) = f,(lx*)

El problema que tenemos con estas condiciones es que la h que nos queremos construir tiene que cumplir
condiciones que estan definidas en funcién de z*, que no conocemos. Entonces, la candidata natural para
tomar como h es

1
"= P
@
W=

donde g es la funcién candidata a que. en caso de que el algoritmo de punto fijo converja, converja con
convergencia cuadratica. Entonces, el algoritmo nos queda definido como

Método de Newton
Entrada: x¢ € [a, b]
Salida: xi tal que x ~ x*.

1 for k=1,...lim do

2 | o w45

3 return xg

Notemos que lo que hicimos fue buscar condiciones para las cuales, en caso de que el algoritmo
converja, tengamos un orden de convergencia cuadratico, pero nadie nos asegura que este converja.
Luego, nos falta analizar qué condiciones deberia cumplir la f para que este algoritmo converja.

Si lo que necesitamos es ver condiciones bajo las cuales el algoritmo converja, vamos a hacer uso de
una propiedad que nos dice

Teorema 14.6.1. Sean f(x) € C?[a,b] y z* € [a,b] tal que f(z*) =0y f'(z) # 0, entonces existe § > 0
tal que la sucesion
f(xx)

Tt =R f' ()

converge a x* si xg € [z* — 0,2* + ¢].

Es decir, esta propiedad nos asegura la convergencia de la sucesion de Newton, para un zg inicial
dentro de un entorno del z*. Esto quiere decir que el valor inicial xg no puede ser cualquiera, tiene que
estar lo suficientemente cercano a la raiz que estamos buscando para poder asegurar que el algoritmo va
a converger.

El problema que queda aqui abierto es qué significa el ¢, es decir, qué tan cercano tiene que estar
xo de la raiz. Eso no lo vamos a poder definir en forma exacta, solo podemos hablar de la existencia
de un ¢ tal que la sucesién converja. Una solucién comin a este problema es una primera aproximacion
ejecutando algunas iteraciones del método de la biseccién, y para cuando se tenga una aproximacion
que supongamos suficientemente buena, continuar con el método de Newton. Mas alld de este problema,
vamos a demostrar que esta propiedad es cierta.

Demostracion. Para eso vamos a recordar que el algoritmo de Newton surge de haber considerado la
funcién para punto fijo
f(x)

W)= )
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Por lo tanto, si el algoritmo de Newton no es otra cosa que aplicar el algoritmo de punto fijo sobre esta
funcién g, nos basta con demostrar que podemos construirnos un intervalo en el cual la funcién esté
definida sobre ese intervalo y su imagen también caiga dentro del intervalo, y ademés que la derivada de
la funcién g esté acotada por una constante en este intervalo.

Es decir, queremos determinar un intervalo tal que

gzt =, 2% + 0] = [z* — b, 2" + ]
l¢'(z)| <M <1 Vre (z*—20d,2*+0)

al ser estas las condiciones suficientes para asegurar la convergencia del algoritmo de punto fijo.

Entonces, bajo las hipédtesis de la funcién f, veamos que podemos construirnos este intervalo. Por
hipétesis sabemos que

1. f'(z*) #0.
2. La derivada primera es continua al ser f € C?[a, b].

Entonces, podemos afirmar que existe un ¢; tal que para todo = € [z* — d1,2* + 1] se cumple que
f'(x) # 0. Ademds, la funcién g es una funcién que va a estar bien definida en este intervalo.

Ahora, calculemos la derivada primera de g.

/0= (-~ 755)

L [f'<x>f/<xf>/(—x)£<x>f~<x>]

f(@) " (x)

f'(x)?

Como estamos trabajando dentro del intervalo [¢* — §12* + 1], donde la f/(z) # 0, entonces, en este
intervalo, ¢'(z) estd bien definida, y no solo estd bien definida, sino que ademds

=0
—~

oy - T 1)

fr(@)?
Entonces, la derivada primera de g estéd bien definida en el intervalo [x* —§1, 2*+01], y ademds ¢'(z*) = 0.
Ademds, ¢’ es una funcién continua al ser f' y f” continuas, y f/(z) # 0. Luego, al ser ¢’ continua y
g'(z*) = 0, existe un intervalo tal que para todo x € [z* — 0, 2* + J9]

g/ (@) < M <1

Entonces, tenfamos un intervalo [z* — §12* + d1] donde la funcién g estaba bien definida, y ademds
tenemos un intervalo [x* — 02, z* + d3] donde la funcién ¢’ estd acotada por una constante mas chica que
1.

Por lo tanto, si nos quedamos con el intervalo méas chico entre ambos, eso nos define un § tal que
para todo x € [z* — §, z* 4 §] se cumple que

= g estd bien definida.
v |¢'(2)] < M < 1 para todo z.

Entonces, estamos bastante cerca para tener las condiciones suficientes para asegura la convergencia.
Nos estd faltando que la funcién g esté definida en [z* — 6, z* + §] — [2* — 6, 2* + §]. Veamos que esto es
verdad.
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Tomemos un x € [z* —4d, 2*+6], y queremos ver que g(z) € [¢*—0, z*+7], es decir que |g(z) —z*| < 6.
Veamos que esto es cierto.

lg(z) —2*| = |g(x) —g(z")] (2" es punto fijo)
= |g'(9)||z — =*| (por teorema de Valor Medio)
M|z — z¥|
M-o
1)

VANVARRVAN

Por lo tanto, podemos concluir que g : [z* — §, 2* + §] — [z* — §, 2* 4 §]. Luego, estamos cumpliendo
todas las condiciones suficientes para que el algoritmo de punto fijo converja. |

14.6.1. Interpretacién geomeétrica

Al algoritmo de Newton se le puede dar una interpretacion geométrica, que puede observarse en la
Figura 14.2. Partiendo de un punto zg, se considera la recta tangente a f en el punto (zg, f(xg)). El
punto x; se define como la interseccién entre esta recta y el eje x, es decir f(x) = 0. El proceso se repite
con cada iteracién, arrojando cada vez una aproximacion mas cercana a la raiz x* buscada.

Figura 14.2: Interpretacién geométrica del método de Newton.

Si consideramos el polinomio de Taylor de grado 1, alrededor de un punto z:

Fla) = £@) + £ @) -2+ LD oy

Si pensamos que la raiz de f se encuentra cercana a Z, entonces podriamos despreciar el término del
error, por lo que

T
ORI (€
f'(@)
T
Entonces, de alguna manera estamos diciendo que z* se parece bastante a & — JJ:/(( )) , que es parecida a la
z
férmula que estdbamos considerando para el método de Newton. De aqui podemos plantear la sucesién

f(xr)

P = f'(wr)
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que es justamente la sucesién de Newton.

Por lo tanto, lo que estaria haciendo el método de Newton es, tomando el polinomio de Taylor de
orden 1, encontrar dénde ese polinomio se anula como una aproximacién del cero de la funcién f.

14.6.2. Casos particulares

Hay casos particulares para los cuales se puede asegurar que el algoritmo de Newton va a converger,
desde cualquier punto inicial.

Teorema 14.6.2. Sea f(z) € C?[a,b] creciente y conveza (f"(z) > 0). Entonces, si existe z* € [a,b] tal
que f(x*) =0, la raiz es inica, y el algoritmo de Newton converge desde cualquier xo € [a,b] inicial.

Demostracidn. Supongamos que existe 7§ y x3 raices de f(z), con 7 < x3. Como f(x) es estrictamente
creciente, entonces 0 = f(x}) < f(23) = 0, lo cual nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, si f tiene
una raiz, esta es unica.

Veamos ahora la convergencia del método de Newton. Como f(x) es estrictamente creciente y
convexa, podemos afirmar que f'(z) > 0y f”(x) < 0. Si consideramos el polinomio de Taylor de grado
1 alrededor de x; para k < 0, nos queda

[ (&)
2

(- xp)?

fl@) = flae) + f'(zp) (@ — ) +

Si evaluamos a este polinomio en z* (raiz unica de f), obtenemos

0= f(z) + f'(ap) (@ — ) + F&r) (z* — 2p)?

2

Si dividimos por f'(zy) > 0=
@) PG
0= f/(xk) + (‘r xk) + 2f’($k) (x xk)
Como 41 =z — j]:/((?;)) , entonces
0=gr — xps1 + (2" =25) + é},(f;k; (= ap)?
Tpi1 —oF = gf/((g;;; (2t — ap)?
>0

al ser f/(x) >0y f”(x) > 0 para todo z. Entonces, podemos asegurar que x4 — z* > 0.

Luego, podemos deducir que o bien zp41 = z*, o bien xpy; > x*. Si 241 = ¥, la sucesién
se estabiliza en x*, y por lo tanto converge a la raiz. Ahora, asumamos que xj41 > z*. Como f es
estrictamente creciente, entonces f(xp41) > f(z*) = 0. Ademds, por hipdtesis, f/'(z) > 0, luego

f(@k)

Tk41 = Tk —
f'(wk)
——

>0

=

Tr4+1 < Tk

Es decir, la sucesién {z;}72 es estrictamente decreciente, y ademds estd acotada inferiormente por z*.
Por lo tanto, por el teorema de Weierstrass, {zx} es una sucesién convergente .

Por otro lado, consideremos el limite limy_, o, 2 = p, que sabemos que existe al ser {x} } una sucesién
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convergente. Entonces,

Tr4+1 = Tk — f(mk)
f'(xr)
. L en
m T = lim oy, — Flxn)
. fp)
PP )
_ f)
f'(p)

y como f’(x) > 0 para todo z, en particular f’(p) > 0, por lo que, necesariamente, f(p) = 0, por lo que
p = x*. Luego, podemos concluir que la sucesién de Newton {zj} converge a la raiz tnica de f para todo
Zo € [a,b] inicial. [ |

Teorema 14.6.3. Sea f € C2[1,b], f'(x) # 0, y f"(z) no cambia de signo en el intervalo [a,b], con
fla)- f(b) <0. Si
f(a) /()

f'(a) f'(b)

Entonces el método de Newton converge para cualquier punto inicial xq € [a,b].

b—a, ‘ ‘<b—a,

En conclusién, el método de Newton se trata de un método que, bajo las condiciones adecuadas,
converge a una buena velocidad. Sin embargo, tiene dos principales desventajas:

= Una de ellas ya se mencioné anteriormente, y es la necesidad de conocer de antemano una aproxi-
macién relativamente buena de la raiz buscada para poder asegurar la convergencia. Sin embargo,
en la préactica, esta restriccién rara vez es de importancia.

= La otra desventaja es la necesidad de computar, en cada paso, el valor de la derivada de f. Puede
pasar que sea poco practico evaluar f/(z;) en cada iteracién, y en algunos casos hasta imposible;
por ejemplo, si f(z) se conoce solo implicitamente (digamos, como la solucién de alguna ecuacién
diferencial en la que x es un pardmetro en los datos iniciales).

Sin embargo, para funciones suficientemente simples, que se dan explicitamente, esto puede no
ofrecer ninguna dificultad seria. Esto es especialmente cierto para los polinomios cuyas derivadas
se evalian ficilmente mediante divisién sintética. Ademds, calcular f’(x) solo es un medio para
obtener

f(@k)

f' ()
Por lo tanto, resulta innecesario computar f’(x) con un error relativo mucho menor que f(zg), y
como el error relativo de f(x) aumenta a medida que z, se aproxima a la rafz, podriamos utilizar
f'(x;) para k =i+ 1, e incluso para k = i + 2. Es decir, actualizar la derivada de vez en cuando,
en vez de tener que calcularla en cada iterada.

14.7. Método de la secante

La principal critica que se le hace al algoritmo de Newton es la necesidad de contar con la derivada
primera, lo cual puede no ser posible (si la funcién no es derivable), o porque puede ser demasiado costoso
calcularla en cada paso.

La alternativa del algoritmo de Newton es el método de la secante. Este método puede se construye

flan) = flzp-a)

a partir del método de Newton, aproximando a la derivada f’(z) por el coeficiente ——————=.

T — Tk-1
Esta idea se basa en el hecho de que la derivada de una funcién f en un punto no es otra cosa que
z)— f(z
T—Tg r — Tk
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luego, es razonable utilizar la siguiente aproximacion

f/(xk) ~ flog) — f($k71).

Tk — Tk—1

La idea es que la pendiente de la secante entre dos puntos xj, xx_1 cercanos es una buena aproximacion
para la pendiente de la tangente en xy.

Entonces, la sucesién del método de la secante nos queda

I 4G/
k+1 = Lk f(or)—f(zr—1)
T —Tg—1
=x — f(ar) - (o — T-1)

flan) = fzp-1)

Notemos que necesitamos dos puntos iniciales zq, z1, pero solo se evalia una funcién en cada paso.

Ademids, notemos que si reescribimos esta ecuacién en la forma

rp—1f(zg) — o f(TR-1)

TR T () — fre)

entonces se podrian generar errores numéricos asociados a la cancelacion cuando xy =~ Tp_1 y
f(xg) f(xzr—1 > 0. Por lo tanto, no se deberia de reescribir a la sucesién de la secante de esta forma.

J(og) - (2 — 2p-1)
f(xy) — f(zr—1)

resto de los factores es de menor importancia.

Nota: El error dominante en viene dado por el error de f(xg). El error en el

La Figura 14.3 ilustra la interpretacién geométrica de este método.

Figura 14.3: Interpretacion geométrica del método de la secante.

Podemos observar que ;41 queda determinado como al abscisa de la interseccién entre la secante
de (z—1, f(zr-1) ¥y (zk, f(zK) v €l eje z.

La eleccién entre el método de la secante y el método de Newton va a depender de la cantidad de
trabajo necesario para computar f’(z). Supongamos que la cantidad de trabajo necesaria para computar
f'(z) es a veces la cantidad de trabajo necesario para computar f(x). Entonces, un anélisis asintGtico
puede ser utilizado para motivar la siguiente regla: si « > 0,44, entonces utilizar el método de la secante;
en caso contrario, utilizar el método de Newton.
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El algoritmo de la secante no necesariamente converge, se exigen una serie de condiciones sobre la
funcién f para que converja, y ademas perdemos la convergencia cuadratica del método de Newton. En
particular, el método de la secante converge, para puntos zg, x1 suficientemente cercanos, si f'(z) #0y
f tiene derivada segunda continua.

Sin embargo, se puede demostrar que tiene una convergencia super-lineal (1 < p < 2), més
especificamente, tiene un orden de convergencia ¢ = % ~ 1,6. Ademads, solo se evalia una funcién
en cada iterada (en lugar de las dos de Newton f(zy), f'(zx)). Por lo tanto, si consideramos tener dos

evaluaciones en cada paso, el método de la secante tendria un orden de convergencia ~ (1,6)% > 2,5

Método de la secante
Entrada: a,b € [a, b]
Salida: xji tal que x =~ x*.

1 T94 a

2 1< b

3 for k=1,...lim do

1| oen oo EEEES

6 return zj

14.8. Meétodo regula falsi

Por tltimo, el algoritmo de regla falsa o regqula falsi o False Position, es una variante del método de
la biseccién, que incorpora la idea principal del método de la secante. Al igual que en el método de la
biseccion, se comienza con dos puntos iniciales donde f tiene distinto signo, y en cada paso se divide el
intervalo en dos y se pasa a trabajar con la parte en cuyos extremos f tiene diferente signo. Sin embargo,
en lugar de dividir al intervalo por su punto medio, se utiliza la interseccién entre la recta secante y el
eje x, es decir donde se anula la recta secante, para luego aplicar la regla de biseccién para determinar
con qué sub-intervalo nos quedamos.

flaxr) — f(bk)

(ck,br) si f(cx) f(bk) <O
(ak,ck) si fex) flax) <0

Cr = Q —
(@41, br11) = {

La ventaja que tiene respecto del método de la secante es que siempre converge para funciones
continuas (que era una de las buenas propiedades del método de biseccién), pero tiene un orden de
convergencia lineal. Ademds, a diferencia del método de biseccién, como los sub-intervalos no son iguales,
no se garantiza reducirlos en cada paso a la mitad. Por lo tanto, hay casos en los que converge muy
lentamente.

Por ejemplo, si consideramos aplicar el método de regla falsa en un intervalo inicial [—1,1] para
encontrar la rafz r = 0 de f(z) = 23 — 222 + %m, dados los puntos iniciales g = —1, 1 = 1, obtenemos
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Figura 14.4: Convergencia lenta para regla falsa

Como f(—1)f(4/5) < 0, el nuevo sub-intervalo es [zg,x2] = [—1,0,8]. Notemos que el tamano del
intervalo ser redujo mucho menos que por un factor de 1/2. Esto también ocurre para las siguientes
iteradas como se puede ver en la figura 14.4.

El método de regla falsa es un buen método para empezar a aproximarnos a la raiz, pero no debe
ser utilizado cerca de la misma. Por lo tanto, suele ser usado como parte de un método ”hibrido” que
tenga buenas propiedades de convergencia cuando estamos cerca de la raiz, como por ejemplo el método
de Steffensen, el cual tiene un orden de convergencia cuadratico, o el algoritmo de Illinois, que tiene
un orden de convergencia cubico.

Algoritmo de regla falsa
Entrada: a,b € R, y f:[a,b] = R tal que f(a)- f(b) <0
Salida: una aproximacién de una raiz «* € (a,b) de f

1 ap < a

bo ~b

3 for k=0,...,lim do

N

flag) - (ar — by)
T T e - F )
5 if f(cx) =0 then
6 L return cy
if f(ex) - f(ax) <0 then
A1 < Qg
bk+1 — Ck
10 else
11 Ap4+1 < Ck
12 L bk+1 — bk

13 return c;
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Capitulo 15

Preguntas de Final

Factorizacién LU
= ;Toda matriz tiene LU?;De qué depende?

= ;Conoces alguna condicién si y sélo si para que tenga LU (aparte de la de eliminacién Gaussiana)?

Numero de Condicién y Normas

= ;Qué es el numero de condicién? Intuicién y definicién.

Factorizaciéon de Cholesky
= ;Para qué sirve?
= Si una matriz es simétrica definida positiva (s.d.p.) jcémo te conviene resolver un sistema lineal?

= ;Ventajas de tener la factorizacion de Cholesky contra LU?

Factorizacion QR
s ;Toda matriz tiene factorizacion QR? Nombrar un método.
= ;Es tnica?
= ;Bajo qué condiciones lo es?
» ;Para qué nos sirve (en el contexto de la materia)?

= Idea de como se obtiene con rotaciones y reflexiones.

Autovalores
= Dar alguna condicién para afirmar que tenemos una base de autovectores.
= Algin método para encontrar el autovalor mas grande de una matriz.

= ;Qué condiciones son necesarias para que el método de la potencia converja?

Descomposicion en valores singulares
= ;Qué tamano tiene cada matriz en la descomposicién?

= ;Qué son los valores singulares?
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= Explicar por qué son positivos
= ;Qué son las columnas de U y las columnas de V7

» ;Por qué podemos asegurar que AA! y A'A tienen base de autovectores?

Métodos iterativos
s ;Cuédndo convergen? Condiciones necesarias y suficientes.

= ;Qué es el radio espectral?

Cuadrados minimos
= ;Por qué esta bueno cuadrados minimos lineales en relacién a cuadrados minimos no lineales?
= ;Por qué decimos que CML es lineal?; Por qué esta bueno usar CML en comparacién a no lineales?
= Interpretacion geométrica.
= Tengo un problema de cuadrados minimos, siempre tiene solucién?;Es tnica?
= ; Qué métodos conoces para resolver cuadrados minimos?
s Interpolar vs Aproximar.

= Criterios para definir ”mejor aproxima”.

Interpolacién

= Quiero resolver un sistema con splines ciibicos con frontera sujeta. ;Siempre tengo solucién? ;Por
qué?

= Quiero dar un polinomio interpolador. ;Siempre existe?; Es tnico? ;Qué algoritmos conoces para
calcularlo?

= ;Qué problemas trae tener un polinomio interpolante de grado muy alto?;Solucién?
= ;Qué es un polinomio interpolador?

= Férmula del error

Ceros de funciones
= Método de punto fijo, ;qué condiciones necesito para converger?
s Método de Newton, jqué condiciones necesito para converger?
= ;Cudl es la idea intuitiva del método de Newton?
= Método de Newton, jalguna critica?
s Método de biseccidn, ;jalguna critica?
= Comparar Newton con secante.
= Orden de convergencia del método de la secante.
= Condiciones de convergencia.

= Explicar la relacién entre Newton y el teorema de punto fijo.
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Aritmética Finita
= ;Qué cosas deberia tener en cuenta o errores que puedo tener?
= ;Qué es el epsilon de la méquina?
= Distribucion de los nimeros representados.

» Errores clésicos.
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