LéGicaA Y COMPUTABILIDAD 2° CUATRIMESTRE 2017

PRACTICA 1 - FUNCIONES PRIMITIVAS RECURSIVAS Y CLASES PRC -

Ejercicio 1. Mostrar que, dado un k fijo, la funcién constante f(z) = k puede definirse usando
las funciones iniciales y composicién (sin usar recursién primitiva).

Ejercicio 2. Probar que las siguientes funciones son primitivas recursivas, mostrando que pueden
obtenerse a partir de las funciones iniciales usando composicién y/o recursiéon primitiva:
x

=

hzy) =z+y  flzy) =2y fs(z,y) = ¥ fazy) =g

y veces

gx)=r=1 gy ==y  g3(z,y) =max{z,y}  ga(zr,y) = min{z,y}

rx—y ify<z

; Y se asume que z,0)=1.
0 ify>zy que fy(z,0)

Observacion: x ~y = {

Ejercicio 3. Sea C; la clase de funciones iniciales, es decir, aquella que contiene a:

n(x) =0 s(zr)y=x+1 u(x1,...,2n) =x; paracadan e Nei e {1,...,n}
y sea C. la (minima) clase que extiende a C; y se encuentra cerrada por composicién, i.e., si
fsg1,-..gm estdn en C., entonces h(x1,...,x,) = f(g1(x1,...,2n),- -, gm(T1,...,2s)) también
lo esta.

a. Demostrar que para toda f : N® — N, f estd en C. sii existe £ > 0 tal que, o bien sucede
f(x1,...,2,) =k, o bien para algin i fijo, se tiene f(x1,...,z,) = x; + k.

b. Mostrar que existe una funcién primitiva recursiva que no estd en Ce.

Ejercicio 4. Llamamos predicado a cualquier funcién p : N* — {0, 1}, escribimos p(as,...,a,) en
lugar de p(ay, ..., a,) = 1y decimos, informalmente, en ese caso, que “p(ay,...,a,) es verdadero”.
Mostrar que los predicados <, >, =, #, <y >: N2 — {0, 1} estdn en cualquier clase PRC.

Ejercicio 5. Sea C una clase PRC, sean fi,..., fr,g : N* — N funciones en C y sean también
p1,.-.,pk : N* = {0, 1} predicados disjuntos en C (i.e., no sucede p;(a1,...,a,) =pjlai,...,a,) =
1 con i # j para ningin (ai,...,a,) € N™). Mostrar que también estd en C cualquier funcién h
que cumpla:

filzy, ..., xn)  sipi(zr,...,z,)

h(xlu . 73;77,) = : A
felze, .. xn)  sipe(zr, ... z,)
g(z1,...,2n) sino

Observar que h queda completamente determinada por este esquema.

1 sixespar
P estd en toda calse PRC.

Ejercicio 6. a. Demostrar que el predicado par(z) = )
0 sino

b. Demostrar que la funcién f(x) = [2/2] estd en toda clase PRC.

c. Sea C una clase PRC, y sean f : N® = Ny g1,92 : N"t2 — N funciones en C. Mostrar que
también estd en C cualquier A que cumpla:

flxy, ... xy) sit=0
h(z1,y. . xn,t) =< gi(xr, ..., Tn, by h(T1,. .. 20, t — 1)) sit=2-k+1
g2(x1, .. xn, k (T, . T, t— 1)) sit=2-k+2

Observar que h queda completamente determinada por este esquema.



Ejercicio 7. Sea C una clase PRC y sea p : N"*1 — {0,1} un predicado en C. Mostrar que
también estéan en C las siguientes funciones:

cantidad, (x1, ..., Zn, ¥, 2) = {t |y <t < zAp(x1,...,2Tn, 1)}

1 i(Vt:y<t< t
todosy,(z1, ..., Zn, v, ):{ 0 Zi g) y<t<z)p@,...,ont)
1 si(@t:y<t<z2)plri,...,Tn,t
alguno, (1, ..., %n, ¥, ):{ 0 si 1(10 y=t<z)pln nt)
. min{t |y <t <zAp(x1,...,xn,t)} siexiste tal t
minimo, (%1, ..., &n, Y, 2) = 0 S 1o
. méx{t |y <t <zAp(x1,...,xn,t)} siexiste tal t
maximo,(Z1,...,&n, Y, 2) = 0 S 1o
. U si{u} ={t <t<zAp(x1,...,Tn,t
unlcop(xl,...,zn,y, ){ o " I{lo} { ‘yf = p( 1, sn )}

Observacidn: pueden usarse los operadores acotados (min, X, V, 3) vistos en la tedrica.

Ejercicio 8. Mostrar que las siguientes funciones estédn en toda clase PRC"

cociente(z,y) = |z/y]
resto(x,y) = xmody

divide(z,y) = {

1 sizdivideay
0 sino

1 si z es un ntmero primo

primo(z) = { 0

si no
. gyl ifx#0
ralZ(%y) = {(EfJ £ e 0

nprimo(n) = k sii k es primo y hay sélo n — 1 primos positivos menores que k
Observacidn: Se asume que cociente(x,0) = 0 y resto(z,0) = x.

Ejercicio 9. Considerar la codificacién de pares de naturales dada por (z,y) = 2*(2y + 1) = 1.
Mostrar que las funciones observadoras I,r : N — N tales que [({z,y)) = x y r({z,y)) = y estdn
en toda clase PRC.

Ejercicio 10. Mostrar que fib, la funcién de Fibonacci, esta en toda clase PRC, donde:

fib(0)=0
fib(1) =1
fib(n +2) = fib(n + 1) + fib(n)
Ejercicio 11. * Demostrar que toda clase PRC se encuentra cerrada por recursién mutua. Es

decir, dada C, una clase PRC y dadas f1, f2, g1 y g2 funciones en C, mostrar que también estan
en C las funciones h; y hy que cumplen:

(1, 0) 60
hl(xl""’$”’t){ (hl(xl,.. Tyt — 1), ha(x1, .. @n, t —1),21,...,2,,t) sino

2(T1, 5 ) sit=0
hQ(xl""’x”’t)_{ o(ha(z1, ..oy xn,t — 1) Ry (21, ... xp, t — 1), 29,...,25,t) sino

Observar que hy y ho quedan completamente determinadas por el esquema de recursién mutua.



Ejercicio 12. Sea C;, la clase de funciones que extiende a la clase de funciones iniciales C; con la
funcién codificadora de pares (-, -) : N2 — Ny las observadoras [,7 : N — Ny sea Cacx la (mfnima)
clase que incluye a C;y, y se encuentra cerrada por composicién y por iteracion de funciones
unarias, i.e., si f : N — N estd en Ca.r, entonces también estd h(n,z) = £ (x) (recordar que

f=foforof).
|

n
a) Demostrar que Cacx C PR.
b) Observar que en Cap se tienen las funciones codificadoras de n-tuplas y sus observadoras.

c) Demostrar que si f : N* — Ny g : N**2 — N pertenecen a la clase Cacr y h se obtiene
mediante el esquema de recursién primitiva a partir de f y g, entonces la funcién s : N*t! - N
definida por s(Z,y) = (T, y, h(T,y)) también pertenece a la clase Cack.

d) Concluir que PR C Cack v, por lo tanto, coinciden.

Ejercicio 13. Considerar la codificacién de secuencias finitas de ntimeros naturales dada por
[a1,...,a,] = I nprimo(i)*, donde nprimo es la funcién definida en el Ejercicio 8.

a. Mostrar que la codificaciéon dada forma una biyeccidén entre el conjunto de secuencias finitas
que no terminan en cero y los niimeros naturales mayores que cero.

b. Determinar qué valor codifica la secuencia vacia y mostrar que las siguientes funciones estdn
en toda clase PRC"

= |-]:N—= N tal que [[a1,...,a,]| =n (longitud)
. . a; sil<i<n

= -[i] : N — N tal que [a1,...,a,][i] = { 0 sino (observador)

= []: N — N tal que [z] es la lista con tnico elemento z (creacién)

» -0-:N? > Ntal que [ag,...,an] 0 [b1,...,bm] =[a1,...an,b1,...by] (concatenacion)

= sub: N® — N tal que sub([a1,...,a,],4,j) = [ai, ..., q;] (sublista)

c. Proponer una codificacién de secuencias p : Listas — N que forme una biyeccion entre los
numeros naturales (incluyendo el cero) y el conjunto de todas las secuencias finitas de naturales
tal que las funciones del punto b estén en toda clase PRC.

Ejercicio 14. a. Demostrar que toda clase PRC' se encuentra cerrada por recursion global (course-
of-values recursion). Es decir, dada C, una clase PRC, y dada una funcién f : N°*!1 — Nen C,
mostrar que la funcién definida como

h(z1,...,2,,0) = f([], 21, .., 2n)
hz1, .. xn,t+1) = f([h(x1,...,2n,0),...,h(z1, ..., Zn, E)], T1, ..o Tp)
también estd en C.
Observar que h queda completamente determinada por el esquema de recursién global.

b. Demostrar, a partir del item anterior, que dada C, una clase PRC, y funciones ¢g; : N* — N|
g2 : N"*2 5 N en C, la funcién definida como

h(zy,...,2,,0) =g1(z1,...,25)
h(z1,. .. @, t+1) = ga([h(z1, ..., 20, 0), o (21, sz, B)] 21, oo X, £)

también estéd en C.

Observar que h queda completamente determinada por el esquema de recursién global.



Ejercicio 15. Demostrar que toda clase PRC se encuentra cerrada por recursion doble. Es decir,
dadas f: N® - Ny g: N* = N pertenecientes a C, una clase PRC, demostrar que también est4
en C la funcién h : N> — N que cumple:

h(x7 07 Z) = f(l‘7 07 Z)
h(z,y,0) = f(z,y,0)
hz,y+1,2+1) =g(z,y,2 h(z,y,2))
Observar que h queda completamente determinada por el esquema de recursién doble.

*Este ejercicio puede ser entregado, de manera opcional, como se resolveria en un examen, a
modo de practica para el parcial.



