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Acerca de este apunte

Este es un compilado con los conceptos tedricos de la materia “Teorfa de Lenguajes” (a.k.a.
TLeng), escrito en base a las clases tedricas y practicas del primer cuatrimestre de 2022, con
algunos aniadidos de la bibliografia de la materia.

La parte tedrica de la materia en dicha cursada estuvo a cargo de Julio Jacobo y Verdnica
Becher (profesores), y la parte practica de Ariel Arbiser (jefe de trabajos préacticos), mientras
que los ayudantes de la cursada fueron Leonardo Cremona, Elisa Orduna, Natalia Pesaresi,
Sabrina Silvero y Manuel Panichelli.

Esto no pretende ser un resumen de los contenidos de la materia en mayor medida de lo que
las diapositivas de las clases son un resumen de los mismos; sino que la idea de este apunte es
ser una recopilacion centralizada de lo estudiado en clase, con el objetivo de tener todo en un
mismo lugar, y disponer de él en el momento del examen final (que, al menos en esta ocasion,
es a libro abierto).

En el caso de que este apunte sea utilizado por otras personas, me veo en la obligaciéon de
advertir que puede contener errores conceptuales, errores de redaccion, errores de tipeo, errores
de ortografia o gramatica, errores adentro de errores, etcétera.

El orden de los contenidos esta ligeramente alterado respecto al utilizado en las clases, de
acuerdo a mi criterio personal. Cada seccion corresponde aproximadamente a un tema visto en la
materia (aunque no todos se estudiaron en igual profundidad, de ahi las diferencias en longitud),
y al final de cada seccién se encuentran las clases utilizadas como fuentes de informacién. A su
vez, al final del documento estan las referencias bibliograficas generales.

Por tltimo, los resultados marcados con el simbolo { fueron explicados (o al menos incluidos
en las diapositivas de las clases) como material adicional y/u opcional.

Titulo completo: Apunte tedrico para el examen final de Teoria de Lenguajes.
Autor: Tomas C.

Fecha de finalizacion: 29 de julio de 2022.

Imagen de portada: Spyro, el dragon.
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1 Lenguajes y Gramaticas

1. Lenguajes y Gramaticas

1.1. Repaso de relaciones

Definicién 1.1. Dados dos conjuntos A y B, una relaciéon de A en B es todo subconjunto
de A x B, es decir R C A x B. Dos elementos a € A, b € B estén relacionados si (a,b) € R.
Notacion: a Rb.

Definicién 1.2. Una relacién R : A — A se dice reflexiva si todo elemento de A se relaciona
consigo mismo. Es decir, cuando:

Va € A,aRa

Definicién 1.3. Una relaciéon R : A — A se dice simétrica si cuando a se relaciona con b,
también ocurre que b se relaciona con a. Es decir:

Va,be A:aRb=bRa

Definicién 1.4. Una relacion R : A — A se dice transitiva si vale que cuando a se relaciona
con by b con ¢, entonces también ocurre que a se relaciona con c. Es decir:

Va,b,ce A:aRb NbRc=aRc

Definicién 1.5. Una relacion R : A — A se dice de equivalencia cuando es reflexiva,
simétrica y transitiva. Una relacién de equivalencia R sobre A particiona al conjunto A en
subconjuntos disjuntos llamados clases de equivalencia.

1.1.1. Composicién

Definicién 1.6. Sean A, B, C' conjuntos, y sean las relaciones R: A - By G : B — C. Se
define la relaciéon de composicion G o R como:

GoR={(a,c),ac A,ceC:3be B|aRb N bGc}
Definicién 1.7. Una relacién R : A — A es de identidad (notado id4) si se cumple que:

Va,be A:aidpb<sa=0b

La relacion de identidad es el elemento neutro de la composicién.

Definicién 1.8. (Potencia de relaciones) Dada una relacion R sobre A, se define R™ como:

" td g sin=0,
R" = ]
RoR"™! sin>0

1.1.2. Clausuras

Definicion 1.9. Dada una relaciéon R sobre A, se define su clausura transitiva Rt como:

Rt=JR =RUR*UR’..
1=1
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Proposicién 1.1. La clausura transitiva de una relacion R cumple:

1. RCR*
2. Rt es transitiva
3. VG:A— A transitiva, RCG= R"CG

Definicién 1.10. Dada una relacion R sobre A, se define su clausura reflexiva transitiva
R* como:

R=JR=RURUR’UR’...=R°UR"
1=0

Observacion. Dada una relaciéon R : A — A con A conjunto finito, R es finita. Esto es porque
RCAXx A,y como A es finito, A X A también lo es.

Observacidén. Si R es una relacion reflexiva, entonces R* = R™.

1.2. Lenguajes

Definicién 1.11. Un alfabeto es un conjunto finito de elementos (caracteres).
Definicién 1.12. Una cadena es un conjunto ordenado de elementos de un alfabeto.

Ejemplo 1.1. Para un alfabeto ¥ = {a, b, ¢}, son cadenas posibles aaabbbcee, abee, cbbb, bebbach, ...

Concatenacion: es una operacion entre un simbolo de un alfabeto » y una cadena sobre
dicho alfabeto. Por ejemplo, si ¥ = {a,b,c} y a = ab es la cadena, entonces a o ab = aab es una
cadena.

La cadena nula X\ es el neutro de la concatenacioén:
VYa €Y, aol=a

Definicién 1.13. Un lenguaje sobre un alfabeto 3 es un conjunto (no necesariamente finito)
de cadenas (finitas) sobre dicho alfabeto.

Definicién 1.14. Sean Lq, L lenguajes definidos sobre los alfabetos Y1 y Y5 respectivamente.
Se define la concatenacion de lenguajes L, y Ly como el siguiente lenguaje sobre el alfabeto
21 U 222

LlLQZ{l'yIZL'GLl VAN yELQ}

Esto da lugar a la definicién de potencia de lenguajes:

" {A\} sin=0,
" —
LL™! sin>0

1.2.1. Clausuras

Definicién 1.15. Dado un lenguaje L, se define la clausura de Kleene de L (notado L*)
COmMo:

=0

2
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Intuitivamente, ¥* son todas las cadenas de longitud 0 o mas, formadas por elementos de
3.

Definicién 1.16. Dado un lenguaje L, se define la clausura positiva de L (notado L™) como:

Lr=Jr
i=1

Intuitivamente, ¥ son todas las cadenas no nulas que se pueden formar con elementos de

3.

Observacion. De las definiciones de la clausura de Kleene y la clausura positiva se desprende
que:

s [T =LL*=L*L
- " =LY U{\}

1.3. Gramaticas

Definicién 1.17. Una gramatica es una 4-upla G = (Vy, Vr, P, S), donde:

Vn es el conjunto de simbolos no terminales.

Vr es el conjunto de simbolos terminales.

P es el conjunto de producciones de la forma o — .

S € Vi es el simbolo inicial o distinguido.

Definicién 1.18. Dada una produccion A — «, se denomina a A como la cabeza de la
produccion, y a a como el cuerpo de la produccion.

1.3.1. Derivaciones

Dada una gramatica G = (Vi, Vi, P, S), una derivacién es un proceso en el cual se parte
del simbolo distinguido S, reemplazando recursivamente simbolos no terminales que coincidan
con la cabeza de alguna produccion en P, por su cuerpo.

Formalmente, se definen mediante la relacion :G>: si A — 8 € P es una produccién de G, y

a, B,v € (Vy U Vp)*, se dice que aAy deriva directamente en a7, y se nota:

ady = afy
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Las potencias, y las clausuras transitiva y reflexiva transitiva se pueden aplicar a la relacion
de derivaciéon :G>, siendo:

] % representa una derivacién en G de k pasos.
E . .7 z
1 representa una derivacion en G de cero o mas pasos.

+ . ., .
L] ? representa una derivacién en G de uno o mas pasos.

Definicién 1.19. Una forma sentencial de una gramatica G se define como:

= El simbolo inicial S es una forma sentencial de G.

= Si a7y es una forma sentencial de G,y (8 — 0) € P, entonces advy es también una forma
sentencial de G.

Las gramaticas sirven para generar lenguajes en base a su sintaxis:

Definicién 1.20. El lenguaje generado por una gramatica G = (Vy,Vy, P,S) se define
como:

L(G)={aeV;: 5= a}

1.3.2. Arboles de derivacién

En una derivaciéon, cuando hay mas de un simbolo no terminal para reemplazar, es necesario
elegir cudl reemplazar primero, estableciéndose asi un orden en la derivacion. La idea de los
arboles de derivacién es representar las derivaciones abstrayendo el orden en el cual se aplicaron.

Definicién 1.21. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una gramatica. Un &arbol de derivacién es aquel
que cumple:

Cada nodo posee una etiqueta, que pertenece al conjunto Vy U Vi U {A}.

La raiz tiene como etiqueta al simbolo distinguido S.

Cada nodo interno (no hoja) tiene como etiqueta a un simbolo no terminal.

Cada hoja tiene como etiqueta a un simbolo terminal, o \.

Si un nodo interno tiene etiqueta A y sus hijos tienen Xi, Xs, ..., X}, entonces A —
Xl; A-}XQ,...,A%Xk e P.

Si una hoja esta etiquetada como A, entonces es el inico hijo de su padre.

Definicién 1.22. Sea T (A) un arbol de derivacién para la cadena A, y sea X un nodo del
arbol. Se define como camino de X a la cadena A, X, ..., X, X tal que:

A= .. Xi.. = . . Xe. = .= . X . = ...X...

donde A, X1,.. X}, € T(A).
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Definicién 1.23. Sea 7 (A) un arbol de derivacién para la cadena A. Se define como longitud
de un camino de X a la cantidad de arcos del camino que une A con X en 7 (A).

Definicién 1.24. Sea T (A) un arbol de derivacion para la cadena A. Se define como altura
del arbol T(A) a:

max {|aX]| : x es hoja de T(A), y Aax es un camino de z}

1.4. Clasificacion de gramaticas

Las gramaticas se pueden clasificar de acuerdo a las restricciones que se imponga sobre sus
producciones. Esto se conoce como la clasificaciéon o jerarquia de Chomsky.

1.4.1. Gramaticas regulares (tipo 3)

Son las gramaticas mas restrictivas de la clasificacion de Chomsky; corresponden a aquellas
graméticas en las que las producciones tienen un simbolo no terminal a la izquierda (en la
cabeza de la produccion), y un simbolo terminal o un simbolo terminal y un no terminal a la
derecha (en el cuerpo de la produccion). Ademas, el simbolo no terminal, de existir en el cuerpo
de la produccion, debe aparecer siempre del mismo lado respecto al terminal.

Definicién 1.25. Sea G = (Vy, Vi, P, S) una gramatica. Se dice que G es regular si:

= todas las producciones de G son de la forma A — xB o A — z, donde A,B € Vy ¥y
x € V. En este caso, GG se dice lineal a derecha. Una manera equivalente de expresar
esto es decir que todas las producciones son de la forma A - aB,0 A —a,0 A — \

= todas las producciones de G son de la forma A — Brx o A — z, donde A,B € Vy ¥y
x € V3. En este caso, G se dice lineal a izquierda. Una manera equivalente de expresar
esto es decir que todas las producciones son de la forma A — Ba, 0 A — a, 0 A — A\

Ejemplo 1.2. La gramética G = ({5, A, B,C},{a,b,c}, P,S), con producciones P = {S —
aA, A —aA, A—0bB, B—bB, B —=, C— cC, C — c}, genera el lenguaje
L={a"b"c*:n,m,k > 1}. G es regular.

Los lenguajes generados por estas gramaticas son los lenguajes regulares, que también
pueden ser expresados mediante expresiones regulares, y reconocidos usando autématas
finitos.

1.4.2. Gramaticas libres de contexto (tipo 2)

El siguiente nivel en la clasificaciéon de Chomsky son las gramaéticas libres de contexto (o
independientes del contexto). La restriccién sobre sus producciones es que todas deben tener
exactamente un simbolo no terminal en la cabeza, y una cadena cualquiera en el cuerpo.

Definicién 1.26. Sea G = (Vy, Vr, P, S) una gramatica. Se dice que G es libre de contexto
si todas sus producciones son de la forma A — «, donde A € Vy y a € (Viy U Vi)™

De la definicién se desprende que toda gramatica regular es libre de contexto:

GR C GLC
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Ejemplo 1.3. La gramatica G = ({E, T, F},{a,+,*,(,)}, P, E), con producciones P = {E —
E+T, E—-T, T —>TxF, T —F, F — (FE), F — a} genera las expresiones
aritméticas con suma y producto. Esta G es libre de contexto.

Los lenguajes generados por las GLC se llaman lenguajes libres de contexto (o indepen-
dientes del contexto), y son los reconocidos por autématas de pila.

1.4.3. Gramaticas dependientes del contexto (tipo 1)

Las gramaticas dependientes del contexto (o sensitivas, o sensibles, al contexto) relajan la
restriccion de las de tipo 2, ya que permiten que haya simbolos terminales en la cabeza de las
producciones, mientras que la longitud de la cabeza sea menor que la del cuerpo.

Definicién 1.27. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una gramatica. Se dice que G es dependiente del
contexto si todas sus producciones son de la forma o« — 3, donde «, 5 € (VyUVp)* y |a| < |5].

Notar que esta restriccion impide generar la cadena nula A. Es por esto que la inclusiéon
de las gramaticas de tipo 2 en las de tipo 1 no es completa: toda gramatica libre de contexto
que no tenga reglas de la forma A — A\ (llamadas reglas borradoras, o producciones-\) es una
gramatica dependiente del contexto.

Observacion. En algunas definiciones, las gramaticas dependientes del contexto permiten que
la regla S — A pertenezca al conjunto de producciones; pero en ese caso, el simbolo S no puede
aparecer en el cuerpo de ninguna regla.

Ejemplo 1.4. La gramética G = ({S,B,C},{a,b,c}, P,S), con producciones P = {S —
aSBC, S — abC, CB — BC, bB — bb, bC — bc, cC — cc} genera el lenguaje
L ={a"b"c" :n > 1}. G es dependiente del contexto.

Los lenguajes generados por estas graméticas se conocen como lenguajes dependientes
del contexto (o sensibles al contexto), y corresponden a aquellos aceptados por autématas
linealmente acotados.

1.4.4. Gramaticas sin restricciones (tipo 0)

Como su nombre indica, estas graméaticas no imponen ninguna restriccion sobre la forma de
sus producciones. Este conjunto de gramaticas incluye a todas las gramaticas.

Estas gramaticas generan todos los lenguajes aceptados por una maquina de Turing;
dichos lenguajes se denominan lenguajes recursivamente enumerables (r.e.). Un ejemplo
de lenguaje r.e. es el conjunto de programas en C que terminan.

1.5. Fuentes

s Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teorica 1. Primer cuatrimestre, 2022.

» Verdnica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 8. Primer cuatrimestre, 2022.
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2. Automatas Finitos

2.1. Automatas Finitos Deterministicos

Definicién 2.1. Un autémata finito deterministico (AFD) se define como una 5-upla
(@,%,9,q, F), donde:

@ es el conjunto finito de estados.

Y es el alfabeto de entrada.

0:0Q x X — Q es la funcién de transicion.

qo € @ es el estado inicial.

s FC @ es el conjunto de estados finales.

Ejemplo 2.1. El automata A = ({gp,¢:},{0,1}.9, ¢, {gy}) reconoce las cadenas sobre ¥ =
{0,1} con un nimero par de ceros. A es un AFD, y su funcién de transicion ¢ estd dada por el
siguiente diagrama:

La funcién de transicién de un AFD puede extenderse para que acepte como segundo argu-
mento cadenas en el alfabeto de entrada, y no sélo simbolos. Es decir, la version extendida de
la funcién de transicién J seria 0 : QQ x X* — @, definida de la siguiente manera:

(¢, \) =q

» 6(q,za) = 6(5(¢,2),a), conz €X* ya ey

Sy

Intuitivamente, 3(q,xa) se define como hacer las transiciones para llegar desde el estado q
hasta el estado resultante de consumir la cadena x, y luego hacer un paso mds para consumir
a.

Observacion. Como S(q, a) = (5(3((], A),a) = 6(q,a), se puede usar el simbolo § para referirse a
ambos tipos de transicion.

Definicién 2.2. Se dice que una cadena = es aceptada por un AFD M = (Q, %, 6, q, F)
cuando d(qp, z) € F.

Esto da lugar a definir el lenguaje aceptado por un autémata finito deterministico, que
estarda compuesto por las cadenas aceptadas por el mismo:

Definicién 2.3. Dado un AFD M = (Q, %, 6, qo, F'), el lenguaje aceptado por M se denota
L(M), y se define como el conjunto de cadenas aceptadas por M; es decir:

L(M) = {z: (g0, x) € F}

7



2 Automatas Finitos

2.2. Autdématas Finitos No Deterministicos

Definicién 2.4. Un autémata finito no deterministico (AFND) se define como una 5-upla
<Q7 27 57 qo, F>, donde:

= () es el conjunto finito de estados.

= Y es el alfabeto de entrada.

» §:Q XX — P(Q) es la funcién de transicion.
= gy € (Q es el estado inicial.

= 7 C (@ es el conjunto de estados finales.

Observacion. La unica diferencia en la 5-upla que define a un AFND respecto de un AFD es
la funcién de transicion, que en vez de retornar un estado, retorna un conjunto de estados.

Al igual que con los AFD, la funcién de transicién 0 se puede extender para aceptar como
segundo argumento cadenas de X, es decir d : Q x £* — P(Q). Esta version extendida se define
como:

= 0(q,\) = {q}

= 6(q,za) ={p:3red(qz)|pecd(ra)}, dndereS*yaecy

Si se generaliza la definicién de ¢ para tomar conjuntos de estados, se tiene § : P(Q) x 3 —

P(Q) dada por:
o(P,a) = d(q, a)

qeP
Entonces, se puede escribir 6(q, za) como:

0(q,a) = 6(6(q, ), a)

Notar que esta ultima expresion es idéntica a la de la funcién de transicién extendida para
AFD.

Se puede extender la funcién de transicion atn mas, de manera que tome conjuntos de
estados y cadenas, y retorne conjuntos de estados, es decir § : P(Q) x X* — P(Q) definida
como:

S(P.a) = 8. @)

qeP

Se puede usar el mismo simbolo § para aludir a todos los tipos de transicion.

Definicién 2.5. Se dice que una cadena z es aceptada por un AFND M = (Q, %, 6, qo, F)
cuando (g, x) N F # ). Es decir, cuando alguno de los estados resultantes de partir del estado
inicial y consumir toda la cadena de entrada, es final.

Definicién 2.6. Dado un AFND M = (Q, %, , qo, F), el lenguaje aceptado por M se denota
L(M), y se define como el conjunto de cadenas aceptadas por M; es decir:

L(M) = {x: (g0, z) N F # 0}

8



2 Automatas Finitos

2.2.1. Autématas Finitos no Deterministicos con transiciones \

Los autématas finitos no deterministicos con transiciones A (AFND-)) son iguales que los
AFND comunes, con la distincion de que la funciéon de transicién recibe como segundo argu-
mento no sélo algun simbolo del alfabeto de entrada, sino que también puede recibir nada (),
produciéndose una transicion espontanea.

Asi, la definicién de un AFND-A es la misma que la de AFND (5-upla (@, %, 0, qo, F')), con
los mismos componentes, salvo por la funciéon de transicion §, cuya definicién cambia de la
siguiente manera, para poder aceptar A como entrada:

0:Q x (ZU{A}) = P(Q)

Definicién 2.7. Se conoce como clausura A de un estado ¢ (notado Cly(q)) al conjunto de
estados alcanzables desde ¢, siguiendo sélo transiciones \.

Observacion. q € Cly(q)

Se puede generalizar la definicién de clausura A para conjuntos de estados P:

CI\(P) = | Clx(q)

qeP
A su vez, la funcién de transicion se puede extender para que acepte, como segundo argu-

mento, cadenas en el alfabeto, y aplicando la clausura A al resultado de la transicién. Asi, la
funcion 6 : @ x X* — P(Q) se define como:

= 3(g,\) = Cla(q)
« (g, za) = Cly ({p: 37 € 8(q,2) |p € (r, a)})
donde z € ¥*, y a € . Es decir:

S(q,xa) =ClL| U d(ra)

reb(q.z)

Al igual que con los AFND, se puede extender las funciones § y ) para conjuntos de estados:

- 5(P7 a) = U 5((]7 CL)

Usando esto, se puede reescribir (g, za) como:
5((],1;&) = Cl, ((5 (5((],&:),@))
Observacion. 3((], a) puede ser distinto de (g, a):
8(g,a) = Cly (3 (3(g, 1), a) ) = CL(8(Clx(g), a)) # 3(g, a)
Por eso, para el caso de los AFND-\, serd necesario mantener la diferencia entre ¢ y 5.

9



2 Automatas Finitos

Definicién 2.8. Se dice que una cadena x es aceptada por un AFND-A M = (Q, %, 6, qo, F)
cuando d(qo, z) N F # .

Definicién 2.9. Dado un AFND-A M = (Q, %, 0, qo, F'), el lenguaje aceptado por M se
denota L(M), y se define como el conjunto de cadenas aceptadas por M; es decir:

L(M) = {x: 8(go,2) N F # 0}

Observacion. La definicién de cadena aceptada (y de lenguaje aceptado) para AFND-X es la
misma que para AFND.

Teorema 2.1. (Equivalencia entre AFND y AFND-\) Dado un AFND-A M = (Q, %, 9, qo, F'),
existe un AFND M' = (Q, %, ¢, qo, F') tal que L(M) = L(M').

Demostracion. Tomando la siguiente definicién para el conjunto F” de estados finales del au-
tomata M':

F en caso contrario

o {FU{CIO} si Cla(qo) N F # 0,

Para la funcién de transicion de M’, tomar 6'(¢,a) = 6(q, a).
Como paso intermedio, se probard por induccién en |z| que ¢'(qo, ) = d(qo, ) para las cadenas
x tales que |x| > 1:

» Caso base: |z| = 1, es decir x = a. Por lo tanto, por definicion de ¢’ se tiene que ¢'(¢, z) =

§'(g,a) = d(q, a) = d(q, x).

» Paso inductivo: suponiendo que vale la proposicion para toda cadena w de largo |w|.
Considerar entonces la cadena x = wa (con largo |w| + 1):

8 (qo, wa) = &'(8'(qo, w), a) , por definicién de funcién de transicién.

= 6’(3((]0, w), a) , por hipdtesis inductiva.
Por otro lado, es inmediato que para P C @ es cierto que ¢'(P,a) = ) (P, a), pues:

5,<P7 CL) = U 5,<Q7a) = U 8(%&) = S(P’ CL)

qeP qeP

Luego, tomando P = S(qo, w), se tiene que:

A A

8 (qo, wa) = 6’(3(q0,w),a) = 6(8(qo,w),a) = 0(qo, wa)

que es lo que se queria probar.

Con eso concluye la induccién, quedando probado que §'(qo, ) = 0 (qo, x) para las cadenas z
tales que |z| > 1.

Falta ahora demostrar que £(M) = L(M’); es decir, que para toda cadena z, z € L(M) < = €
L(M'"). Para eso se separard en dos casos:

10



2 Automatas Finitos

s Caso 1: x = A\
Ae L(M)
& 0(qo, \) N F # 0, por definicién de cadena aceptada por AFND-),

< Cly(qo) N F # 0, por definicién de S(q, A) en AFND-\.
= qo € ', por definicién de F’.
&\ e L(M'), porque si g es estado final, A es aceptada.

Ahora la reciproca:

A€ L(M)
& qo € I, porque si \ es aceptada, g es estado final.
=qo € FV ClL\qy) N F #0, por definiciéon de F”.
= Cl\(qo) "VF #0 Vv A& L(M), por definicién de F'y de cadena aceptada en AFND-.
=\Ne L(M)V A& L(M), por definicién de cadena aceptada en AFND-A\.
=\e L(M)

Luego, vale que:

ANeL(M)&s \e L(M)
» Caso 2: x # .

x e L(M)
&6 (qo, ) N F # ), por definicién de cadena aceptada en AFND-A.
= 0'(qo, ) N F' # (0, por el resultado intermedio, y por F' C F".
= x € L(M') , por definicién de cadena aceptada en AFND.

Ahora la reciproca:
x e L(M)
< 0'(qo, ) N F' # (| por definicién de cadena aceptada en AFND.
= (§<(j(), ,'IT) N F # (])
V (5((10? )N {qp} #0 N Clx(q) N F # (7)) , por el resultado intermedio y

por definicién de F”.
=z e L(M)

V (existe un loop x de o sobre si mismo A

existe un camino A desde ¢y hasta F', por lo que existe un camino x desde ¢o hasta F')
=zeL(M)VxeL(M)
=z e L(M)

Luego, vale que para toda cadena x:
reL(M)sxe (M)
]

Observacion. La conclusién principal de este teorema es que los AFND y los AFND-\ tienen
el mismo poder expresivo.
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2 Automatas Finitos

2.3. Equivalencia entre Autématas Finitos Deterministicos y No De-
terministicos

Trivialmente se puede afirmar que para todo AFD, existe un AFND equivalente.
Sin embargo, la afirmacién reciproca no es trivial: que para cada AFND existe un AFD
equivalente:

Teorema 2.2. Dado un AFND M = (Q, 3,0, qo, F'), existe un AFD M' ={(Q', %, q, F') tal
que L(M) = L(M").

Demostracion. Se construye un AFD M’ cuyos estados se denotan [q1, ..., ¢;], con g1, ...,q; € Q
y corresponden a P(Q)) (es decir, los estados de M’ son conjuntos de estados de M). El conjunto
de estados finales en M’ sera

F' ={lqi, ¢l € Q : {aqn,...,qi} N F # 0}

Y el estado inicial serd ¢}, = [go]. La funcién de transicién ¢’ se define como:

a1y - g5, a) = [p1y il © 0({a@1, -y a5}, a) = {p1, ..., pi}

Como paso intermedio, se probara por induccién en la longitud de la cadena x, que: para toda
cadena x vale

(5/(q€),l’) = [qlv ~"7Qi] A 6(q07x) = {qla 7Q7,}

» Caso base: |z| =0, i.e. z = \: debido a la definicién de la funcién de transicién 0 genera-
lizada, se tiene:

5/((]67 )‘) = [QU] y Y
(g0, A) = {qo}

Por lo tanto,
5/<Q67 )\) = [QO] < 5(Q07 )\) = {QO}

» Paso inductivo: suponiendo que vale la proposicion para las cadenas x, considerar el caso
de la cadena xa, de largo |z| + 1:

8 (qo, xa) = §'(8'(qy, ), a) , por definicién de la funcién de transicion en AFDs.
3(qo, xa) = 6(6(qo, ), a) , por definicién de la funcién de transicién en AFNDs.
8'(qy, ) = [p1, -y 0] < 8(qo, ) = {p1, ..., pr} , por hipétesis inductiva.

8 ([p1y -y 0], @) = [r1, .o mi] © 6({p1, -y or},a) = {r1,...,r;} , por definicién de §'.

Luego,

0'(qp, wa) = &'(0'(qp, x), @) = [r1, ..., 7]

< Ip1, o 0i]10(gh, ) = [P1y s pk) A O ([P1y o, PE), @) = [r1, ..., 7] , por definicién de § en AFDs.
& 3D pi} | 50002) = {prs ik} A S({p1s D} @) = {11, i} , por hipétesis inductiva.

< 0(qo, xa) = 6(0(qo, x),a) = {r1,...,r;} , por definicion de 6 en AFNDs.

Por lo tanto,
8 (qh, xa) = [r1, ..., 1) < 0(qo, xa) = {ry,...,ri}

12



2 Automatas Finitos

Con lo cual concluye la induccion, quedando asi probado para toda cadena x, que:

6/((](/)737) = [QD cevy QZ] = 5(Q07 I’) = {QL veey Qz}
Ahora queda por probar que L(M) = L(M'):

x e L(M)
<~ 6(q07 $) = {Qh sy QZ}
A Aq, ¢} N F # 0, por definicion de lenguaje definido por AFNDs.

~ 5/(Q[/)7 .I) = [qlv (X3} ql]
A lq1,...,q)] € F', por lo que se acaba de probar por induccién, y por definicién de F'.
& x € L(M'), por definicién de lenguaje definido por AFDs.

]

Observacion. La conclusion principal de este teorema es que los AFD y los AFND (y por lo
tanto también los AFND-A, por el Teorema tienen el mismo poder expresivo.

La idea de esta construccion es la siguiente: el lenguaje aceptado por un AFND son todas
las cadenas para las cuales existe un camino (en el diagrama de la funcién de transicién) a
un estado final. Entonces, para lograr introducir el determinismo, la idea serda mirar todos los
posibles caminos a la vez (por eso los estados son conjuntos de estados). Entonces, en cada
paso se esta en un conjunto de estados todos a la vez, y cada transicion lleva a otro conjunto de
estados. Consumir una cadena lleva deterministicamente a un conjunto de estados, que seran
todos aquellos a los que se podia llegar de manera no deterministica en el AFND original. Es

por eso que so6lo se aceptan cadenas que lleven a conjuntos de estados en los que haya alguno
final.

Observacion. La cantidad de estados del AFD resultante de la construccion descrita es poten-
cialmente mucho mayor que la del AFND original. De hecho, podria tener exponencialmente
mayor cantidad de estados (es la cardinalidad del conjunto de partes).

2.4. Minimizacion de Automatas Finitos Deterministicos

Para paliar el aumento exponencial de estados que se produce al transformar un AFND en
un AFD, se utilizan ciertos mecanismos bajo el nombre de minimizacion de AFDs. La idea
del método que se estudia en la materia es eliminar los estados del autémata que no aporten
informacion extra; esto es, si hay dos estados a partir de los cuales se puede generar el mismo
lenguaje (i.e. aceptar las mismas cadenas), se elimina alguno de ellos. Para eso, se introduce el
concepto de indistinguibilidad.

2.4.1. Indistinguibilidad

Definicién 2.10. Sea M = (Q, X%, 6, qo, F') un autémata finito deterministico (AFD). Se dice
que los estados p, ¢ € () son indistinguibles cuando: para toda cadena z, partiendo del estado
p se llega a un estado final, si, y solo si, partiendo desde el estado ¢ también se llega a un estado
final. Es decir: N A A

p=q&SVreX: ((5(p,x) € Fsoqx) € F)

13



2 Automatas Finitos

Figura 1: Interpretacion grafica de la nocién de indistinguibilidad.

Teorema 2.3. Sea M = (Q, 3,0, qo, F) un autdmata finito deterministico (AFD), y sea p,q €
@ un par de estados indistinguibles, y x € ¥X* una cadena cualquiera. Entonces, al M consumir
x, el par de estados resultantes serd también indistinguible (ver F z'gum@ para una interpretacion
grifica). Es decir:

p=q=>VreX": (S(p,x) = g(q,x))

W
Veer®, )
@W“‘{)ﬂ J ( ¢ %)
(Ll () X
@ Mm $(5.%)
Figura 2: Interpretacion grafica del Teorema 2.3

Demostracion. Procediendo por el absurdo: suponer que

3re x| (3(p.2) £0(q,7))

Es decir, ocurre alguno de los dos escenarios siguientes:
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bl

o i~ §(% k)
)

SOOI L
@,\/\/\/\/\-/*‘?D

Jep

Luego, existe una cadena y que distingue a 5(]9, x) de 3((1,3:) (o viceversa), es decir, segun la
definicién de indistinguibilidad:

Fy eS| (3 (d(p,2),y) € F A6 (3(g,2),y) € F)
, 0 viceversa. Esto equivale a afirmar:
d(p,wy) € F A b(g,xy) € F

o viceversa. Pero entonces, p lleva a un estado final al consumir la cadena xy, mientras que ¢
lleva a un estado no final al consumir la misma cadena (o viceversa). Con lo cual, por definiciéon
de indistinguibilidad, p # ¢. Esto es absurdo, ya que por hipétesis se tenia que p = ¢. La
contradiccion proviene de haber supuesto lo contrario a lo que se queria probar. Por lo tanto,
queda demostrado el resultado. O

Teorema 2.4. La indistinguibilidad = es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Probando que = es reflexiva, simétrica y transitiva:
= Reflexividad: por definicion,
Va € ¥F: (5(q,a) € F@S(q,a) € F) = q=q
= Simetria: por definicion, si ¢ = r entonces,
Va e X" : (S(q,a) e Feidra)e F)
Esto es equivalente a la siguiente expresion:
Va e X" : (S(T,Oé) e Fed(ga)e F)

Por definicién, esto implica que r = q.
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» Transitividad: partiendo de que ¢ =r y r = s, entonces por definicion se tiene:
(Vaen: (d(g,0) € F & 3(ra) € F)) A (Yae S : (§(r,a) € F & d(s,a) € F))
De las expresiones anteriores, surge:
Va € ¥ (5(q,o¢) € F&(s,a)e F)

Por definicién, esto implica que ¢ = s.

2.4.2. Autémata Finito Deterministico minimo

Ya introducido el concepto de indistinguibilidad y algunos resultados sobre el mismo, se
introduce ahora la nociéon de un AFD minimo:

Definicién 2.11. Sea M = (Q, ¥, 6, qo, F') un autémata finito deterministico (AFD) sin estados
inaccesibles. El AFD minimo equivalente a M sera el AFD M’ = (Q', ¥/, ¢, F'), dado
por:

Q' = (Q/ =) (las clases de equivalencia introducidas por la relaciéon de equivalencia =
en el conjunto de estados )

» §'([¢q],a) = [6(q,a)] ([q] es la clase de equivalencia del estado q)

= F'={lg)eQ:qe F}

Ahora, se vera que esta construccion preserva la definicion de la funcién de transicion:

Teorema 2.5. Sea M = (Q, 3,0, qo, F) un autémata finito deterministico (AFD) sin estados
inaccesibles, y sea M' = (Q',¥, ¢, q), F') su AFD minimo equivalente, definido como en la

Definicion |2.11. Entonces:

Ve e Xt d(q,x) =1 = 0(q],z) = [r]
Demostracion. Por induccion en |z|:

» Caso base: [z| =0, ie. x = A\
Por definicién de §, vale que & (¢, \) =q.
Por definicién de &', vale que d([q], \) = [g]-
De las dos afirmaciones anteriores se deduce que:

0(g,\) =q = ¥([g],\) = [q]
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Paso inductivo: suponiendo que la proposicion vale para las cadenas de largo n > 0, se
busca probarla para cadenas x tales que |z| =n + 1.
Tomando entonces la cadena za con |z| = n, hay que probar que d(q,za) = r =

lq) za) = Ir]. A A
Por hipétesis inductiva, vale que 0(¢,x) =p = 0'([q], =) = [p]. Entonces:

8(g.xa) =6 (5(q.x),a) = d(p,a) =7 = &([pl,a) = [r]

, donde la implicaciéon proviene de la definicién de 0.
Aplicando la hipétesis inductiva, se tiene que §'([q], x) = [p], por lo que reemplazando [p]
en el consecuente de esta implicacion, se obtiene:

5 ([p),a) = &' (9'(Ig), x), a) = &'([g), za) = [r]

En la siguiente imagen se puede ver graficamente la idea de este razonamiento:

Para dar con los fundamentos que permitiran definir un algoritmo para minimizar un AFD,

se vera ahora el concepto de indistinguibilidad de orden k.

Definicién 2.12. Sea M = (Q, %, 6, qo, F') un autémata finito deterministico (AFD). Se dice
que los estados p,q € @ son indistinguibles de orden k cuando p y ¢ son indistinguibles,
pero considerando cadenas de longitud menor o igual que k. Es decir:

L3

p=qEVr e (2] <k) = (d(p2)eF & §(go)eF)

k
Intuitivamente, p = ¢ si, mirando el lenguaje generado a partir de p considerando sélo las

palabras de longitud hasta k, y mirando el lenguaje generado a partir de ¢ considerando sélo
las palabras de longitud hasta k, estos dos conjuntos coinciden.

La relacién de indistinguibilidad de orden £ cumple una serie de propiedades, que permiten

dar con el algoritmo de minimizaciéon que se estudia en la materia.
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Teorema 2.6. Sea M = (Q,3,0,qo, F') un autémata finito deterministico (AFD). La relacién

de indistinguibilidad de orden k (é) cumple las siguientes propiedades:

1. = es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Yendo por partes:
1. La demostracién es anéloga a la del Teorema [2.4]
2. Esta proposicién dice que la (k + 1)-indisinguibilidad implica la k-indistinguibilidad. Par-

(1)

tiendo de la hipotesis p = q, se tiene que por definicion:
Ve e X (jo] <k+1) = (d(p,2) € F & d(q,2) € F)

Por otro lado, es cierto que:
(lzl <k) = (2] <k +1)

Luego, juntando y , se deduce que:
Ve e (2| <k) = (d(p,2) € F & d(q,7) € F)

Y eso es equivalente, por definicion, a afirmar que p = q.

3. Surge de la definicién de £ con k =0.

4. Viendo las dos implicaciones por separado:
= q=7p 2 q. Entonces, falta

k+1 SRT
, lo cual implica que: p =

|Il==

» =) Se prob6 en 2 que = C
ver que (Va € X : 6(p,a) = i(q, a)). Suponiendo que esto no es cierto, entonces vale

que:
Jaex, daey|(lo] <k) A (6(3(p,a),a) € F) A (3(6(g.a),0) ¢ F)  (3)

k41
o viceversa. Pero entonces p # ¢, pues |aa] < k+ 1, y aa distingue p de ¢. Esto
contradice la hipétesis, y la contradiccion proviene de haber supuesto (3)). Por lo

tanto, vale =).

1
q (es decir, que no vale la implicaciéon). Entonces, vale que o

k+
= <) Suponer que p #
0
p Z q, o bien que hay una cadena de longitud menor o igual que k£ + 1 que distingue

p de q, es decir:
Jaex, daex|(lo] <k) A (6(3(p.a),a) € F) A (3(5(ga),0) ¢ F)
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k
o viceversa. Pero entonces 0(p, a) Z d(q, a) por definicién de indistinguibilidad de or-

den k. Esto contradice parte de la hipdtesis, que decia que (Va €X:i(p,a) £ d(q, a)).

0
Por otro lado, por lo que se supuso, si no vale esto entonces vale que p Z ¢, lo cual

. . . p 0 .
contradice la otra parte de la hipdtesis, que decia que p = ¢. De cualquier forma se
llega a una contradiccion, proveniente de haber supuesto que no valia la implicacion
<); por lo tanto, si vale.

5. Procediendo por induccién en n > 0:

= Caso base: n = 0. Vale trivialmente, pues reemplazando n = 0 se obtiene que

<£:£).

» Paso inductivo: suponiendo que vale la proposiciéon para n, es decir:

(#-5) - (29

, hay que probar que vale para n + 1, es decir:

(kg_é) N <k+%+1_£> (4)

Por definicion de igualdad de relaciones, es cierto que:
(H%H:é) & VpgeQ: (q L)pe qk+§+1p)
Por lo tanto, (4] se puede reescribir como:
<k§1=£) ;‘Vp,qEQ:(qépﬁqulp) (5)

Asi, demostrar es lo mismo que demostrar , que es lo que hay que probar.
Esto se puede demostrar de la siguiente manera:

k - k+n -
q +%+1p<:> (q %p) A (V(z €X:4(q,a) = d(p, (1)) , por 4

& (q 2 p) A <V(1 €X:60(q,a) £ o (p, u)> , por la hipétesis inductiva,
y porque vale el antecedente de , lo cual garantiza el consecuente
k41

&q = p, por 4

& q £ p , porque vale el antecedente de

Con eso queda probado el resultado para todo n > 0.

2.4.3. Algoritmo de minimizaciéon

La idea es que con las propiedades del Teorema [2.6| se puede construir un algoritmo que,
dado un AFD sin estados inaccesibles, produzca un AFD equivalente que sea minimo, para
esto, el AFD a construir tendra todos sus estados indistinguibles:
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k
= Al ser = una relacién de equivalencia (por 1), define una particiéon en el conjunto de
estados () del autémata, para cada k.

= Por 2, vale que se puede ir haciendo un refinamiento progresivo de la particiéon.
» Por 3, se conoce por déonde empezar la construccion.
= Por 4, hay una manera de pasar de la indistinguibilidad de orden k a la de orden k + 1.

= Por 5, se sabe que el algoritmo va a terminar.

Ahora se muestra pseudocodigo para el algoritmo de minimizacion:

Algoritmo 1: Minimizacion de un AFD

. P+—A{Q\F, F} > con los elementos de ) \ F'y F sin marcar
2: repeat

3: P« 0

4: for each X € P do > particionar cada X € P
5: while (de € X) A (-marked(e, X)) do

6: X < {e} > con e sin marcar
7 mark(e, X) > marcar e en X
8: for each ¢ € X do

9: if —marked(e’, X) A (Va € ¥ :[d(e,a)] = [6(¢/,a)] then
10: X3 <—X1U{€/}
11: mark(e’, X) > marcar €’ en X
12: end if

13: end for

14: P «— P U{X,}

15: end while

16: end for

17: if P’ # P then > ;las particiones actual y anterior son distintas?
18: stop < False > si son distintas, seguir
19: P« P
20: else
21: stop < True > si son iguales, parar
22: end if

23: until stop = True

Para demostrar la correccion de este algoritmo, se presentan los siguientes resultados:

Lema 2.1. Sean M = (Q,%,0,q0, F), y M' = (Q", %, ¢, q, F') dos AFDs, donde M no posee
estados inaccesibles. Si todo par de cadenas que conducen a estados diferentes en M, también
conducen a estados diferentes en M', entonces la cantidad de estados de M’ es mayor o igual
que la cantidad de estados de M :

(Vo 5 € 5 8a0.0) # 8. 8) = F(dp.0) # 5(g5. ) = Q1 < 1@

Demostracion. Basta con hallar una funcién inyectiva f : Q — @Q'. La existencia de dicha
funcién implica que |Q] < |@’|. Considerar entonces la funcién g : Q — ¥* definida por

A

g9(q) =min{a € 3* : §(qo, @) = q}
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donde se supone una relacién de orden en ¥* dada por la longitud: el orden lo define la longitud
en caso de que las cadenas tengan distinta longitud, y el orden lexicografico cuando tienen igual
longitud. Asi, puede definirse una funcién f : Q) — @’ (como la de la Figura [3))

f@) = 0'(ah, 9(q))

Como para cualquier par de estados distintos p,q € ) vale que

0(g0, 9(p)) # 0(0, 9(q))

, entonces también vale que A A
0"(g0, 9(p)) # (45, 9(a))

Pero esto, por definicién de f, es lo mismo que

f(p) # f(q)

Por lo tanto, f es inyectiva, con lo cual se concluye que |Q| < [Q]. ]

@ Q'
(r
- ¢ (O glrl O
@ (lf_r's
(2]

at) @ 3t/
© £ 1) fly)

Figura 3: Funcién f : Q — @’ del Lema [2.1

Lema 2.2. Sea M = (Q,%,0,q0, F) un AFD, y sea Mp = (Qr, %, 0r, qo, F') el AFD reducido
(mediante el algoritmo de minimizacion) correspondiente a M. Entonces, cualquier AFD M’ =
(Q',%,0,q,, F) que reconozca el mismo lenguaje que Mg, no tendrd menos estados que Mp:

VM': L(M') = L(MR) = |Q'| > |Qkg

Demostracion. Procediendo por el absurdo: suponer que existe un AFD M' = (Q', %, 0, q;, F')
tal que £L(M') = L(Mg) pero |Q'| < |Qr|. Luego, por el Lema 2.1]existen dos cadenas a, 3 € ©*
tales que:

(nla0. ) # Onlao ) A (Fahs @) = (a5, 9))

Luego, como gl\g(qo, a)y S;z(qo, ) son distinguibles (porque pertenecen a los estados de Mg, el
AFD construido mediante el algoritmo de minimizacién para M), entonces, por definicion de
distinguibilidad:

3y € X |0r(qo,an) € F A 0r(qo, B7) € F o viceversa.
Por lo tanto, se deduce que:

ay € L(Mg) < Bv ¢ L(MR) (6)
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2 Automatas Finitos

Por otro lado, como &' (g, ) = 5 (g5, B), es claro por la definicién de las funciones de transicién
en AFDs, que 0'(qp, ay) v ¢'(q), f7y) son ambos finales o ninguno lo es, es decir:

§'(gy, ) € F & 8'(qp, By) € F
Por lo tanto, por definicion de cadena aceptada por un AFD, se deduce que:
ay € L(M') & By & L(M) (7)
Ahora viendo () y (7)), se concluye que:
L(Mp) # L(M')

, lo cual contradice la hipédtesis inicial, que era L(Mpg) = L(M’). Esto es absurdo, y proviene de
haber supuesto que existia un AFD M’ tal que |Q'| < |@Qg|. Luego, dicho AFD no existe. [J

Con estos resultados, se demuestra que el algoritmo de minimizacién estudiado efectivamente
obtiene un AFD equivalente con la minima cantidad de estados posible, manteniendo el lenguaje
reconocido.

2.5. Equivalencia entre Autématas Finitos y Gramaticas Regulares

Se veran dos teoremas, que probaran que los autématas finitos (AF) reconocen los mismos
lenguajes que generan las gramaticas regulares (GR).

Teorema 2.7. Dada una gramdtica reqular (GR) G = (Vy, Vi, P, S), existe un autémata finito
no deterministico (AFND) M = (Q, %, 0, qo, F) tal que L(G) = L(M).

Demostracion. Se define el AFND M de la siguiente manera:

» @ = VnU{gs}, lamando ¢4 al estado correspondiente al simbolo no terminal A
D S,

" ¢o = gs (el estado de M correspondiente al simbolo distinguido S de G)

qs € 0(qa,a) & (A—aB)e P

qr € 0(qa,a) & (A—a)e P

qAEF<:>(A—>)\)€P

QfEF

Como paso intermedio, se probara que:
(A = J;B) < (g € 0(qa,x))

Para ello, se hara induccion en el largo de la cadena x:
» Caso base: x = A\. Hay que probar que (A = AB) < (g € 0(qa, A)), es decir:
(A= A) & (g4 €0(ga, \)

, lo cual es trivialmente cierto.

22



2 Automatas Finitos

» Paso inductivo: suponiendo que vale el resultado para x de largo |z|, hay que probarlo
para za, de largo |z| + 1:

A3 2zaB& 3C€Vy|A=2C A C — aB, por definiciéon de derivacién
< Jqc € Qlgo € 0(qa, ) N qB € 0(qc,a) , por hii., y por definicién de M
< qp € 0(d(qa, ), a) , por definicién de &
& qp € 0(qa, za) , por definicién de 0 extendida

Con eso queda probado el resultado intermedio: para toda cadena x, vale que
(A = xB) < (g € 0(qa,x))

En la siguiente imagen se puede ver de forma grafica el razonamiento seguido:

G P&
Ay---omemcomm e S XC I Za8 &

o
Por L«q"‘oc‘l'.;i:‘: tadv Ve "f@.h@.mas que .

AD —--mme- =k A G
2

?al' \a.chf:h'\dc;n :le\ au{'o'maia- M"’cnem'hs que !

PN

Utilizando lo anterior, ver que: para una cadena w y un simbolo a
wa € L(G) < S = wa, por definicién de lenguaje generado por G
& (AeWw|SSwAANA—aecP) Vv (3BeVy|SSwaB AB—AEP),
porque esas son las dos tinicas maneras de obtener una forma sentencial formada
sOlo por simbolos terminales
< (3q4 € Qlqa € 0(gs,w) N qr € 6(ga,a)) V (Fgp € Qlgn € 0(gs,wa) A qp € F) ,
por el resultado intermedio, y por definicion del AFND M
< qr € 0(qs,wa) V (g € Qlgp € 0(gs,wa) N qg € F)
por definiciéon de ¢ extendida
< wa € L(M) , por definicion de cadena aceptada por un AFND
Por 1ltimo, falta considerar el caso de la cadena nula A (ya que lo visto recién era para cadenas
de largo mayor o igual a 1):
A€ L(G) & S = )\, por definicién de lenguaje generado por G
&S S—=>AeP
< qg € F, por definicién del AFND M
< A€ L(M) , por definicién de cadena aceptada por un AFND
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Asi, queda probado que para toda cadena x, vale:

€ L(G) s x e LM)

Observacion. A partir del Teorema [2.7], y usando los Teoremas y 2.2 se tiene que:
GR = AF

siendo AF todos los tipos de autématas finitos estudiados (AFD, AFND, AFND-)\).

En el siguiente teorema, se vera la reciproca de la ultima implicacion.

Teorema 2.8. Dado un autdmata finito deterministico (AFD) M = (Q,%, 0, qo, F'), existe una
gramdtica reqular (GR) G = (Vy,Vp, P, S) tal que L(M) = L(G).

Demostracion. Se define la gramética G de la siguiente manera:

Vv = @, llamando A, al simbolo no terminal correspondiente al estado p € @

V=X

" S:AQO

» A, —waA, € P&i(pa)=gq

A,—»a € Psidpa)=qelF

S—>ANePs el

Como paso intermedio, se probara que:
(0(p,w) =q) & (Ap = qu)
Para ello, se hard inducciéon en el largo de la cadena w:
» Caso base: w = A. Hay que probar que d(p, \) = ¢ < (Ap = )\Aq), es decir:
3(p\) =p e (4, 3 A,

, lo cual es trivialmente cierto.

» Paso inductivo: suponiendo que vale el resultado para x de largo |z|, hay que probarlo
para w = xa, de largo |z| + 1:

d(p,xa) =q< Ire Q|d(p,x) =r A 0(r,a) = q, por definicién de § extendida
& JA, e Vy|A, =2 A, N A — aA, €P,porhi,y por definicién de G

* ez . .7
& A, = xaA,, por definicién de derivacion

Con eso queda probado el resultado intermedio: para toda cadena w, vale que
p,w)=q< (Ap = qu)

En la siguiente imagen se puede ver de forma gréafica el razonamiento seguido:
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%P% x Q
@\M/\MW\N/—)
T 'y

por hipa fesis \'nJ,uaJ({vu' Nenams ! que -
L4
W@ &>
N Al

Por L-._ dqfn‘:\'lc:o'n de \c. zdmau:ﬁc:_ G lenemos qQue

(o8

D Aok,

Utilizando lo anterior, ver que: para una cadena w y un simbolo a

wa € L(M) < §(qo, wa) € F |, por definicion de cadena aceptada por un AFD
< dpeQld(q,w) =p A §(p,a) € F', por definicién de 0 extendida
& JA,|A, = wA, AN A, — a € P, por el resultado intermedio, y por definicién de G
& A, = wa, por definicién de derivacién

< wa € L(G) , por definicién de cadena generada por una gramatica

Por ltimo, falta considerar el caso de la cadena nula A (ya que lo visto recién era para cadenas
de largo mayor o igual a 1):

A€ L(M) < qo € F, por definicién de cadena aceptada por un AFD
< S — A € P, por definicién de G
& S = )\, por definicién de derivacién
< X € L(G) , por definicién cadena generada por una gramatica

Asi, queda probado que para toda cadena w, vale:

we LIM) e we LIG)
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3 Expresiones Regulares

3. Expresiones Regulares

Definicién 3.1. Las expresiones regulares (ER) son cadenas de caracteres que denotan
ciertos lenguajes. Se definen de la siguiente manera:

» & es una expresion regular que denota el lenguaje vacio ().

A es una expresion regular que denota el lenguaje {A}.

Para cada a € 3, a es una expresion regular que denota el lenguaje {a}.

Si r y s denotan los lenguajes R y S respectivamente, entonces:

» 7|s es una expresion regular que denota el lenguaje R U S (unién).
e 7 es una expresion regular que denota el lenguaje RS (concatenacion).
o 7" es una expresion regular que denota el lenguaje R* (clausura de Kleene).

o rT es una expresion regular que denota el lenguaje R™ (clausura positiva).

Notacién: si r es una expresion regular que denota el lenguaje R, se nota L(r) = R.

3.1. Ecuaciones de Expresiones Regulares

Estas son ecuaciones donde la incégnita es una expresion regular.

Ejemplo 3.1. »r =10r + 1
Se puede ver que 7 = (10)*1 es solucién de la ecuacién, ya que reemplazando por r en ella, se
obtiene:

(10)*1 = 10(10)*1 + 1 = (10(10)* + A\)1 = ((10)" + \)1 = (10)*1

Como regla general, para una ecuacion de la forma r = ar + (3, se tiene que r = o*f3 es
solucion.

3.2. Equivalencia entre Expresiones Regulares y Autématas Finitos

Teorema 3.1. Dada una expresion reqular v, existe un AFND-\ M con un solo estado final,
y sin transiciones a partir del mismo, tal que L(M) = L(r).

Demostracion. Se probara por induccion en la cantidad de operadores que aparecen en la
expresion regular r.

» Casos base:

« r = &. Kl siguiente diagrama representa el autémata buscado, ya que el lenguaje
definido por r es (), por lo que ninguna cadena se acepta.
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o r = \. El siguiente diagrama representa el autémata buscado, ya que el lenguaje
definido por r es {A}, con lo cual la tinica cadena que se acepta es A.

@)

« r = a. El siguiente diagrama representa el automata buscado, ya que el lenguaje
definido por r es {a}, con lo cual la tinica cadena que se acepta es a. Entonces, desde
el estado inicial gy, hay una transicién por a al estado final ¢;.

a

J

= Paso inductivo: suponer que vale lo que se quiere probar para las expresiones regulares r;
que estan involucradas en los operadores, y se quiere probar que vale para r, que es igual
a aplicar esos operadores a las r;.

o Casor = ry|re. Por hipétesis inductiva, existen los AFNDs-A My = (Q1, X1, 01, ¢1, { f1}),
y My = (Q2, 22,02, g2, { fo}) tales que L(M1) = L(r1) y L(M2) = L(r2).
Considerar el automata M = (1 U Q2 U {qo, fo}, X1 U2, 0, g0, {fo}), con funcién de
transicién 6 dada por:

6(qo, \) = {6]1,(12}

@)

o 6(q,a) = 01(q,a) para g€ Q1 \{fi} v a€ X U{\}
o §(q,a) = dx(q,a) para g € Q2 \{fo} ¥y a € X U{\}
o 6(f1,A) ={fo}
o 6(f2A) ={fo}

Notar que este automata M representa la union de los autématas M; y Ms, es
decir que define el lenguaje L£(M;) U L(M,). Para eso, agrega un estado inicial g,
conectado mediante transiciones A a los estados iniciales de M; y M,; v agrega
también un estado final gf, al que se llega desde los estados finales de M; y M,
mediante transiciones A. El siguiente diagrama representa esta situacion:
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o Caso r = r}. Por hipdtesis inductiva, existe un AFND-A M; = (Q1,%1,01,¢1,{/1})
tal que L(M;) = L(r).
Considerar el autémata M = (Q1U{qo, fo}, 1,0, g0, { fo}), con funcién de transicién
0 dada por:

o §(q,a) = d1(q,a) para g€ Q1 \{f1} v a€ X U{\}
o 6(qo, A) = {a1, fo}
o 6(f1,A) ={q, fo}

Notar que este autéomata M agrega un estado inicial qg, desde el cual se transiciona
con A al estado inicial de M;. También se transiciona con A hacia un estado final
agregado fy, para representar que se acepta la cadena \. Por 1ltimo, desde los esta-
dos finales de M; hay una transicion A hacia fy, y ademas otra transiciéon A al estado
inicial de M;, para representar la clausura transitiva del lenguaje. Entonces, el au-
témata M define el lenguaje L£(M;)*, y el siguiente diagrama representa su funcién
de transicion:

A

o (Casor = ryry. Por hipétesis inductiva, existen los AFNDs-A M = (Q1, X1, 01, q1,{f1}),

y My = (Q2, 22,02, q2, { f2}) tales que L(M;) = L(r1) y L(Ma) = L(r2).
Considerar el autémata M = (Q1UQ2,X1UX5, d, ¢1, { f2}), con funcién de transicién
0 dada por:

o 0(q,a) =d1(g,a) para g€ Q1 \{fi} v a € Z1U{A}

o 0(f1,A) = {a}

o 0(q,a) = d2(q,a) para g € Q2 \ {fo} v a €L U{A}
Notar que este automata M consiste en simplemente pegar el final de M al principio
de M,, mediante una transicién \ entre el estado final de M; y el estado inicial de
Ms. Es asi que M reconoce la concatenacion de los lenguajes reconocidos por M; y
M. Esto se puede observar en el siguiente diagrama:

M, M,

Con eso quedan cubiertos todos los posibles casos para formar una expresion regular
usando operadores, con lo cual se prueba el paso inductivo.
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]

Se demostro en el Teorema [3.1] que para toda expresion regular, hay un autémata finito no
deterministico con transiciones A\ que reconoce el mismo lenguaje denotado por la expresion
regular. Es decir, se tiene que:

ER = AFND-\

Y por lo visto en los Teoremas [2.1] y [2.2] esto también significa que:

ER = AFND-\ & AFND < AFD

Para concluir la equivalencia expresiva entre expresiones regulares y autématas finitos, falta
entonces probar que para todo AF existe una ER que denota el mismo lenguaje:

Teorema 3.2. Dado un autémata finito deterministico (AFD) M = ({q1,...,qn}, 2,0, q1, F),
existe una expresion reqular (ER) r tal que L(r) = L(M).

Demostracion. Sea Rﬁ ; el conjunto de cadenas de X* que llevan al automata M desde el estado
¢; al estado g;, pasando por estados cuyo indice es a lo sumo k.

Observar que, con esta definicion, R}'; es el conjunto de todas las cadenas que llevan de ¢; a
gj en M,y jo es el conjunto de caracteres que llevan del estado ¢; al estado g;, al que se debe
agregar A en caso de que ¢; = g;.

Considerar la siguiente definicién recursiva para Ry ;:
k _ pk-1 k—1\* pk—1 k—1
RE, = RE (RE) RES U RE parak > 1

o _ [loe T 80 =q) i
b {aeX:6(g,a) =g} U{A} sii=

le, =t
Quu
e —¢

R-Hl "l |

Figura 4: Caso recursivo de la definicién de RF j

Como paso intermedio, se probara que hay una ER rfﬂ- tal que E(rﬁj) = Ri ; para todo k,
0 < k < n. Usando induccién en k:
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./ o o

Figura 5: Caso base de la definicién de Ri-f j

= Caso base: k = 0. Como se menciond antes, RO es el conjunto de cadenas de un solo
caracter, o A. Por lo tanto, la expresion regular r ; que lo denota sera:

e ayl...]a,, con ay,...,a, € ¥, si 0(¢;,as) =q; para s =1,....,py ¢ # gj.
o ay]...]ap|A, con ay,...;a, € ¥, si 0(¢;,as) =¢qj paras=1,...py ¢ = q;.
« @, si no existe simbolo a; € X que conecte los estados ¢; y ¢;, y ademas ¢; # ¢;.
), si no existe simbolo a; € X que conecte los estados ¢; y ¢;, y ademas ¢; = g;.
» Paso inductivo: por hipétesis inductiva, vale que Lri) =R L) =R Llrgh) =
Ry I L(rf; ") = Rf;". Luego, definiendo rf; como:

kK _ k-1 k—1 -1
rz,] rzk (rkk> Tk] ’T’

, se tiene que:

( |
g) (k5 v e(rs)

— Rk

Con eso queda probado el resultado intermedio: E(ri-fj) = Rﬁ ; para todo k, 0 < k <n.

Por otro lado, también por lo observado al principio de la demostracion:

= J R, =Ry, U..UR},
q;EF
, siendo F' = {¢j,, ..., gj,. } €l conjunto de estados finales del autémata M. De lo probado en la

induccién, vale en particular que L£(r{ ;) = Ry, parai=1,...,m

Por lo tanto,

Entonces, se concluye que el lenguaje £(M) es denotado por la expresion regular 77 ; |...[rT, .

]
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Con esto, sumado a los resultados probados previamente, se tiene que:

AFND-)A < AFND < AFD (de los Teoremas 2.1y [2.2)).

ER = AFND-) (del Teorema [3.1).

AFD = ER (del Teorema [3.2)).

GR = AFND (del Teorema [2.7).

AFD = GR (del Teorema [2.8)).

Con lo cual, se lleg6 a la equivalencia:

ER & AFND-)A & AFND < AFD & GR

Es decir, las expresiones regulares, los autématas finitos y las gramaticas regulares tienen
el mismo poder expresivo: definen los mismos lenguajes (los lenguajes regulares, o de tipo
3 en la jerarquia de Chomsky).

En la practica, para pasar de un autémata finito a una expresion regular equivalente, primero
se completaba el autémata con un estado trampa de ser necesario. Luego, se expresa el lenguaje
mediante una ecuacion, utilizando los lenguajes generados a partir de cada estado, usando el
valor la funcién de transicion para ese estado. La idea después es resolver las ecuaciones donde
las incognitas son expresiones regulares, y utilizar sustituciéon para despejar el valor de cada
incognita.

Para el proceso contrario (es decir, pasar de una expresion regular a un autémata finito),
se utilizo el método de las derivadas, que consiste en observar que las ecuaciones mencionadas
antes se pueden expresar en términos de las derivadas de los lenguajes generados a partir de
cada estado. La idea es entonces ir derivando las expresiones regulares que definen al lenguaje
generado por cada estado, para obtener una cantidad finita de expresiones regulares, que seran
los estados del automata.

3.3. Fuentes

s Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teorica 3. Primer cuatrimestre, 2022.

= Ariel Arbiser. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 3. Primer cuatrimestre, 2022.
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4 Lenguajes Regulares

4. Lenguajes Regulares

4.1. Lema de pumping para Lenguajes Regulares

Idea: si las longitudes de las cadenas pertenecientes a un lenguaje L estan acotadas supe-
riormente, entonces L tiene que ser finito. ; Qué condicién debe cumplir el grafo de un autémata
finito para que el lenguaje aceptado por éste sea infinito? Debe existir un camino desde el estado
inicial hasta algin estado final, que pase por un ciclo (ver Figura @ Esto es lo que captura el
lema de pumping para lenguajes regulares.

Figura 6: Hay un ciclo en el camino desde el estado inicial hasta un estado final.

Lema 4.1. (Lema de pumping para lenguajes regulares) Si L es un lenguaje reqular,
entonces existe una longitud minima p tal que: todas las cadenas o € L con longitud mayor o
igual que p pueden ser escritas de la forma o = xyz, donde |xy| <p, |y| > 1, Vi >0:xy'z € L.
Es decir:

L regular = (E|p>0|Va:(a€L A la] >p) =

dx,y, 2| (a:xyz/\|:l:y|§p/\ |y|21/\Vi20:xyiz€L)>

Demostracion. E] Suponer que L es un lenguaje regular. Entonces, existe un autémata finito
deterministico (AFD) A = (Q, %, 6, qo, F') tal que L(A) = L. Sea n = |Q| la cantidad de estados
de A.

Considerar una cadena w = ajas...a,, cualquiera, de longitud m > n. Para cada i =
0,1,...,n, se define el estado p; = 0(qo, a1as...a;), el estado en el que se encuentra A después de
haber consumido los primeros i simbolos de w.

Notar que hay n + 1 estados p;, pues i = 0,1, ...,n, pero hay n estados en el AFD. Por lo
tanto, no es posible que todos los p; sean distintos. Luego, existen indices i, j, con 0 <i < j <n
tales que p; = p;.

Considerar entonces la siguiente descomposicion para w = xyz:

T = Qa10a9...4;

Y= Qit1Givo... A5

B 2=0410542...0m

En relacion con los estados p;, se puede decir que x lleva desde el estado inicial hasta p; una
vez; luego y va desde p; hasta p; = p; (un ciclo), y z hace el resto del camino hasta el final de
w (la Figura [7| ilustra la situacién). Observar que = podria ser la cadena vacia, cuando ¢ = 0,
y z también podria ser vacia si 7 = n = m. Sin embargo, y no puede ser vacia, ya que se tomo
1< 7.

Considerar lo que ocurre cuando el AFD A recibe la entrada zy* <, para cualquier k > 0:

'No se dié en clase la demostracién, sino sélo la idea con el diagrama del autémata. La demostracién mostrada
viene de: [H&U] Teorema 4.1
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4 Lenguajes Regulares

» si k=0, entonces A va desde el estado inicial g (que es igual a pg), hasta el estado p; al
leer . Como p; = p;, necesariamente sucede que A va desde p; hasta el estado final que
se muestra en la Figura 7] al consumir z. En consecuencia, A acepta la cadena zy°z = z2.

= si k> 0, entonces A va desde el estado inicial gy = po hasta p; al consumir x; luego, toma
el ciclo desde p; hasta p; = p; una cantidad de veces igual a k, al consumir y*. Por tltimo,
se dirige al estado final al consumir z, aceptando la cadena.

Para cualquier k > 0, se llegd a que A acepta la cadena xy*, es decir 2y* € L(A) = L. O

y:

ﬂ|.+r.. E?I-!r
tart a, ... da T T .
* . y
N

Figura 7: Recorrido por los estados p; en la construccion del Lema . Cada cadena mas larga
que la cantidad de estados debe provocar que se repita un estado.

Observacion. En la materia, el lema de pumping no se utiliza tal como se enuncia, sino que se
utiliza el contrarreciproco, para probar que un lenguaje dado no es regular:

Corolario. Por el contrarreciproco aplicado al Lemal[4.1], vale que: si un lenguaje L “no cumple
pumping” (no cumple el consecuente del lema de pumping), entonces L no es regular. Formal-
mente:

Vp>0:(3&(a€LA la] > p A
Va,y, 2z : (azxyz Alzyl <p Ayl >1A E|i20|xyiz€L))) = L no regular

Conceptualmente, acerca del lema de pumping;:

= Alser L un lenguaje regular, existe un AFD con cantidad de estados minima que reconoce
L. La longitud p serd la cantidad de estados de dicho autéomata.

= Todas las cadenas o € L cuya longitud supere la cantidad de estados del autéomata
(la] > p) hacen que en el reconocimiento de la cadena en el autémata, se pase al menos
dos veces por algin estado (hay al menos un ciclo).

» Existe una descomposicion a = zyz, donde x es la parte de la cadena reconocida hasta
el primer estado que se repite, y es la parte de la cadena desde dicho estado hasta la
siguiente vez que se llega a él, y z es el resto de la cadena.

» Entonces, para cualquier repeticién de y (recorrida del ciclo), la cadena resultante (por
ejemplo, xz, xyz, Tyyz, rYyyz, etc.) seguird perteneciendo al lenguaje L. Este es el con-
cepto de pumping o bombeo: siempre se puede encontrar una cadena y no vacia, y no
demasiado lejana del principio de la cadena original «, tal que y se puede bombear (repe-
tirla una cantidad arbitraria de veces), y que el resultado siga estando en el lenguaje.

33



4 Lenguajes Regulares

Uso en la practica: como se menciond, en la materia se utiliza el contrarreciproco del Lema
de pumping para probar que un lenguaje no es regular. Los pasos que se siguen, a grandes
rasgos, son:

1. El p > 0 viene dado, puede ser cualquiera.
2. Elegir una cadena « € L tal que || > p.

3. La descomposicién o = zyz viene dada, puede ser cualquiera mientras cumpla que |zy| <
p,elyl =1

4. Elegir un i > 0 tal que zy'z & L.

5. Concluir que L no es regular.

4.2. Unioén de lenguajes regulares

La union de dos lenguajes regulares resulta un lenguaje regular. Para ver esto, se construye
el autéomata finito que acepta la unién de dos lenguajes:

Dados M; = (Q1,%,01,Go,, F1) y My = (Q2, %, 02, qo,, F») autématas finitos determinis-
ticos (AFD) tales que £L(M;) = Ly y L(M,y) = Ly. Entonces, el autéomata finito que aceptara
el lenguaje Ly U Ly estd dado por M, = (Qu, 2, 0, qo,, FL), con:

Qu = Q1 X @, el producto cartesiano de los conjuntos de estados de My y M,
» 5y ((q,7),a) = (d1(q,a),d5(r,a)), para g € Q1 y 7 € Qo

" qo, = (qo,,0,)

Fo={(p,q) €Qu:pe F V q€ I}

Se puede ver que L(My) = L(M;) U L(M,), ya que:

x € L(My) < 60 ((qo,,G0,),x) € F , por definicion de cadena aceptada por un AFD
< (61(qo,, %), 02(qo,, ) € F , por definicién de d
< 01(qo,,x) € F1 V 09(qo,,x) € Fy , por definicién de F
s x e L(M) V x e L(M,), por definicién de cadena aceptada por un AFD
& x € L(My) U L(M,) , por definicién de union

Esto se puede generalizar a cualquier union finita de lenguajes regulares:

Teorema 4.1. Sean {L; : i € N} lenguajes requlares. Entonces:
Vn € N, U L; es reqular.
i=1

Demostracion. Por induccién en n:

» Caso base: n = 0.

L; = 0, que es trivialmente regular.

0
=1

)
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4 Lenguajes Regulares

» Paso inductivo: suponiendo que vale para n, considerando la validez para n + 1:

n+1

U Li (8)
i=1
Esta expresion se puede reescribir como:
n
U L; ULy
i=1

El lenguaje del primer término de la unién es regular por hipotesis inductiva, y el segundo
es regular por hipdtesis del teorema. Luego, usando la construccion vista anteriormente
para la unién de dos lenguajes regulares, se concluye que es regular.

]

Observacion. El resultado del teorema no se puede generalizar a uniones infinitas. Un
contraejemplo para ese hipotético resultado (que no vale) es el siguiente:

Considerar la familia de lenguajes infinita {L;};—1 . (Es OLj L; regular?
=1

1=

Sean L; = {a'b'}. Entonces:
U Li = U{a'b'} = {a"b" : k € N}
i=1 i=1

Y se sabe que ese lenguaje no es regular (se vio en clase).

4.3. Intersecciéon de lenguajes regulares

La interseccion de dos lenguajes regulares resulta un lenguaje regular. Para ver esto, se
construye el autémata finito que acepta la interseccion de dos lenguajes:

Dados M; = (Q1, 2,01, Go,, F1) y My = (Q2, %, 62, qo,, F») autématas finitos determinis-
ticos (AFD) tales que L(M;) = Ly y L(Ms) = Ly. Entonces, el autémata finito que aceptara
el lenguaje Ly N Ly estd dado por M = (Qn, %, 0, qo,, Fr), con:

Qn = Q1 X Q, el producto cartesiano de los conjuntos de estados de My y M,
» 9n((q,7),a) = (81(q,a),d2(r,a)), para g € Q1 y 7 € Qo

" qo- = (qo;,0,)

Fo={(pq) €Qn:peF Nq€ Fy}

Se puede ver que L(Mp) = L(M) N L(M,), ya que:

z € L(Mn) < 0n ((qo,, qo,); ) € Fr , por definicién de cadena aceptada por un AFD
< (01(qoy» @), 02(qo,, x)) € Fr , por definicién de dn
& 01(qo,, ) € F1 N 03(qo,, ) € Fy , por definiciéon de Fn
&z e L(M) N xe L(M,), por definicién de cadena aceptada por un AFD
& x € L(My) N L(M,) , por definicién de interseccién

Esto se puede generalizar a cualquier interseccion finita de lenguajes regulares:
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Teorema 4.2. Sean {L; : i € N} lenguajes requlares. Entonces:

Vn € N, ﬂ L; es reqular.

i=1
Demostracion. Por induccién en n:
s Caso base: n = 0.

0
() Li = 0, que es trivialmente regular.
i=1

» Paso inductivo: suponiendo que vale para n, considerando la validez para n + 1:

n+1

(L (9)
i=1
Esta expresion se puede reescribir como:
n
ﬂ L; N Lyt
i=1

El lenguaje del primer término de la unién es regular por hipotesis inductiva, y el segundo
es regular por hipotesis del teorema. Luego, usando la construccion vista anteriormente
para la interseccion de dos lenguajes regulares, se concluye que @ es regular.

4.4. Complemento de un lenguaje regular

El conjunto de lenguajes regulares incluido en X* es cerrado respecto del complemento:

Teorema 4.3. Sea L = L(M) el lenguaje reqular aceptado por el autdmata finito deterministico
(AFD) M = (Q, %, 6, qo, F), siendo § una funcion definida para todos los elementos del alfabeto
Y. Entonces, el automata M-, = (Q,%,0,q0,Q \ F) acepta el lenguaje >*\ L(M).

Demostracion. Por construccion del autéomata M. O

Observacion. Para que el autémata M- del Teorema [4.3| esté bien definido, el autémata M
debe tener todas sus transiciones definidas (si no las tenia, completarlas con estados trampa).
La razoén de esto es que si una cadena x es rechazada por M al intentar hacer una transicién
no definida, entonces esto mismo ocurrira en M_; pero este tltimo deberia aceptar la cadena.

4.5. Lenguajes finitos
Teorema 4.4. Todo lenguaje finito es regular.

Demostracion. Sean x; las cadenas de un lenguaje L finito, con 1 < i < n,y n = |L|. Se definen
n lenguajes L; = {x;}, con lo cual L se puede reescribir de la siguiente manera:

n

=1 =1

Como cada lenguaje {z;} es regular, entonces, por el Teorema , L también es regular. [
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4.6.

4.7.

Problemas decidibles acerca de lenguajes regulares

. Pertenencia: dado un lenguaje reqular L sobre X, y x € ¥*, spertenece x a L? Para

responder esto, basta con realizar los siguientes pasos:

» Construir el AFD M tal que £L(M) = L.

= Si z es aceptada por M, entonces x € L; si no, no.

Finitud: dado un lenguaje regular L sobre 3, ses L finito? Un lenguaje regular L es
finito si en un AFD M = (Q, %, 6, qo, F') que lo acepta, ningtn ciclo alcanzable desde el
estado inicial puede, a su vez, ser parte de un camino a algin estado final. Formalmente,

L finito <:><VqEQ: (qo—*>q A qi>f€F) = (/Hqi>q))
O equivalentemente,
L infinito @(3q6@|qoi>q ANqg>feF A qi>q)
Vacuidad: dado un lenguaje reqular L sobre X, ;es L wvacio? Para responder esta pre-
gunta:

» Construir el AFD M tal que £(M) = L.
= Determinar el conjunto A de estados alcanzables.

» Si FN A=, entonces L es vacio; si no, no.

. Equivalencia: dados los lenguajes requlares Ly, Ly sobre ¥, sson Ly y Lo equivalentes?

Si el lenguaje (Ly N Ly) U (L1 N Ly) (que es regular por unién, interseccién y complemento
de lenguajes regulares) es vacio (lo cual se puede ver con el procedimiento descrito recién),
entonces Ly y Lo son equivalentes; si no, no.

Fuentes

Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teodrica 5. Primer cuatrimestre, 2022.

Ariel Arbiser. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 6. Primer cuatrimestre, 2022.
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5. Automatas de Pila

Los autématas de pila (AP) siguen el mismo concepto que los autématas finitos (AF); es
decir, un conjunto de estados, un alfabeto de entrada, una funcién de transicion, estado inicial
y finales, representacion con un grafo, etc. Sin embargo, en los AP se agrega la posibilidad de
guardar simbolos en una pila, y observar el tope de dicha pila (apilar y desapilar). Se vera
mas adelante que esto aumenta el poder expresivo en comparacion a los AF; pero esto resulta
relativamente intuitivo, ya que la pila anade al autémata la capacidad de contar la cantidad
de simbolos que aparecieron en la entrada hasta cierto momento dado.

En los autématas de pila, la pila es una cadena de simbolos apilados, y las transiciones
entre estados dependen del simbolo que se encuentre en el tope de la pila (ademas del siguiente
simbolo a consumir en la cadena de entrada). En cada transicién, se desapila un simbolo de la
pila, y se puede apilar una secuencia de simbolos.

Formalmente, la definicién de los automatas de pila no difiere demasiado de la de los autoé-
matas finitos:

Definicién 5.1. Un autémata de pila (AP) es una 7-upla M = (Q, %, T, 0, qo, Zo, F'), donde:

= () es el conjunto de estados.

Y es el alfabeto (es finito) de entrada.

" es el alfabeto (también es finito) de pila.

§:Qx (SU{A}) xI = P(Q x ') es la funcién de transicionf]

go € Q es el estado inicial.

Zy € T es la configuracion inicial de la pila.
= 7 C (@ es el conjunto de estados finales.

Ejemplo 5.1. El siguiente grafo representa al autémata de pila que reconoce el lenguaje L =
{a"" :n>1}

a1|11 f’»”i

a,Z, |12, b1|,1 ,az

La idea es que primero se espera que venga una cadena de n apariciones del simbolo a; por
eso se apila un simbolo por cada a que se consume. Cuando llega la primera b, se transiciona
a un estado distinto, en el cual se desapilara un simbolo de la pila por cada b que se consuma.
Por ltimo, se transiciona al estado final cuando no hay mas cadena por consumir, y la pila
estd wvacia (s6lo queda Zy, la configuracion inicial de la pila; esto es un formalismo necesario
dado que no es posible realizar transiciones con la pila vacia, pues en el momento en que la pila
se vacia, el autémata termina).

2Notar que devuelve conjuntos de estados, y puede tomar A como entrada; esto es una definicién similar a
la del no-determinismo con transiciones A de autématas finitos.
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Observacion. Con el ejemplo anterior, ya es claro que los autématas de pila tienen un poder
expresivo distinto al de los autématas finitos, ya que el lenguaje L = {a™b" : n > 1} aceptado
por el autémata no es regular (como se vio anteriormente).

Para abordar el tema del lenguaje aceptado por un autémata de pila, se define primero el
concepto de configuracién instantédnea (que también se puede definir para autématas finitos,
pero no se hizo en las clases tedricas).

Definicién 5.2. Una configuracién instantdnea de un autémata de pila (AP) se define
como un elemento del conjunto ) x ¥X* x I'*, donde:

= El elemento de @) es el estado actual.

= El elemento de X* es la parte de la cadena de entrada que falta procesar en el instante
actual.

= El elemento de I'* es el contenido de la pila en el instante actual.

Observacidn. La configuracién instantanea inicial de un AP serd (qo,«, Zp) si la cadena de
entrada es a.

Definicién 5.3. Sean o, y 05 dos configuraciones instantaneas de un autémata de pila. Las
transiciones entre o1 y oy (denotadas o7 F o3) se definen de la siguiente manera, pudiendo
ocurrir de dos maneras distintas (dependiendo de si la transicion de estados es por un simbolo
0 por A):

v (q,aq,tm) bF (r,a,77) si (r,7) € 0(q, a,t)

= (g, o tm) b= (10,7 si(r,7) € 0(q, A t)

dondea e ae¥* tel, r,mel™ qreq.

5.1. Aceptacion por estado final y por pila vacia

Hay dos maneras en las que un autémata de pila puede aceptar una cadena: por estado final
(como en los autématas finitos) o por pila vacia. A continuacién se definen estas dos formas.

Definicién 5.4. Sea M = (Q,%, 1,6, qo, Zo, F) un autémata de pila. Se define el lenguaje
aceptado (por estado final) por M como:

LM)={aeX": (g, Zy) F (p,\,y) ANpeF}

Definicién 5.5. Sea M = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) un autémata de pila. Se define el lenguaje
aceptado (por pila vacia) por M como:

,CA(M) = {Oé c DI (QQ,CE, Z[)) = (’f’, )\,)\)}
Es decir, una cadena es aceptada por un AP si no queda cadena por consumir y:

= se llegd a un estado final, o
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= la pila esta vacia.

Ejemplo 5.2. El siguiente autémata de pila acepta el mismo lenguaje que el del ejemplo [5.1]
pero por pila vacia en vez de por estado final:

bl| A

a,Z,| lf,-ﬂr;:gl;—r @i;'
; W L

i 20 al|1l b,]

|
|:Iq[_l lI|
!

E

A

Se vera ahora que los lenguajes aceptados autématas de pila por estado final son los mismos
que los aceptados por pila vacia:

Teorema 5.1. Sea M = (Q,%,T,0, qo, Zo, F') un autémata de pila tal que L = L(M). Entonces,
existe un autémata de pila M' tal que L(M') = L.

M i
M \ﬂ:\
[ @ )
|

7

Figura 8: Grafo del autémata de pila M’ construido en el Teorema

Demostracion. Se define M’ de la siguiente manera:

M, - <Q U {q)\u q6}7 27 N {X0}7 5,7 Q67 X07 ®>

segun las siguientes reglas:
L. 8'(q0, A\, Xo) = {(q0; ZoXo)}
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2. Vg e @ Vae BU{A}: 0'(q,a,Z) ={(r,7) : (r,7) €6(q,a,Z), r €@ Ny eI}
3. Vge FNZ e TU{Xo}: (gx,A\) € (g, \, 2)
4. ¥Z e TU{Xo}: (g, \) € 8 (g, N\, Z)

Primero, de la definicién de M’ se puede afirmar que:

» Por la regla 1, el autémata M’ entra al estado inicial del autémata M (qy) con Zy X, en
la pila, de manera que: si para una cadena cualquiera, el autémata M intenta vaciar la
pila desapilando Zj, entonces la pila no quedaria vacia, pues estaria X, en el tope.

= Por la regla 2, se puede ver que M’ simula al autémata M.

= De las reglas 3 y 4, se puede observar que si M entra en un estado final, siempre puede
elegir entre una transicion al estado ¢, y luego vaciar la pila, o bien continuar simulando

M.

Ahora, hay que probar que L(M) = L(M'). Para eso, se demostraran las dos inclusiones por
separado:

» Viendo primero que L(M) C Ly(M'). Sea x € L(M); entonces, por definicién de lenguaje
aceptado por estado final, vale que:

(g0, , Zo) J\'} (¢,\,7) ,conq¢€F.

Por la regla 1,
(q(/)7 z, XO) - (QO7 z, ZOXO)

M/
Ahora por la regla 2,
(CZOa xz, ZO) A';/ (Q7 )\7 P)/)

Entonces, juntando esto vale que
(Q67 z, XO) ]l\;, (QO7 z, ZOXO) ]‘}2/ <Q7 )\7 ’VXO)
Y por las reglas 3 y 4, es cierto que

(Q7 )‘7 VXO) A';, (Q)\a )\7 )‘)

Por lo tanto,

*

(Q67 z, XO) ]I\;/ <q>\a )‘7 /\)
, lo cual significa que si z € L(M), entonces x € L,(M'), es decir: L(M) C L\(M).

» Viendo ahora que £,(M') C L(M). Sea x € L5(M'); entonces, existira la secuencia de
movimientos dada por

(Q67 x7X0) ]l\z/ (q07 xz, ZOXO) ]\l;/ (q A,"/X()) ]l\;, (q)\a )‘7 >\)

por las reglas 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Pero a partir de la parte en rojo, se puede ver
que

(90, %, Z0) b= (4, A7)
Por lo tanto, si x € £L,(M'), entonces = € L(M); es decir: Ly(M') C L(M).

SR
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Con eso queda probada la igualdad £,(M') = L(M), por lo que M y M’ reconocen el mismo
lenguaje (el primero por estado final, y el segundo por pila vacia). ]

Observacion. En la Figura[§] se puede ver que la idea del autémata M’ que se construye en el
Teorema [5.1] es:

» Empezar en un estado inicial agregado, en el que se transiciona sin entrada (con ) al
estado inicial del autémata original M, apilando la configuracion inicial Z, del mismo.
Aqui se puede ver que, de cierta manera, M’ conoce la existencia de M, pero M no conoce
la de M.

» Continuar con el comportamiento normal de M hasta llegar a sus estados finales.

= Desde los estados finales de M, salen transiciones A a un estado ¢y final (no es realmente
final, pero no hay transiciones a otros estados desde él).

= En el estado ¢, se desapila simbolos hasta que la pila quede vacia, momento en el cual se
acepta la cadena, ya que si se llegd hasta ese punto, es porque se alcanzaron estados finales
de M sin cadena por consumir, y la pila estara vacia ahora, gracias a las transiciones en
bucle que desapilaron todo lo que faltaba en g,.

Teorema 5.2. Sea M' = (Q', %, 17,0, q), Xo,0) un autémata de pila tal que L = Lx(M').
Entonces, eziste un automata de pila M tal que L(M) = L.

Figura 9: Grafo del automata de pila M construido en el Teorema

Demostracion. Se define M de la siguiente manera:

M = <Q U {qO, Qf}7 27 FI U {ZO}v 57 qo0, ZO7 {Qf}>

segun las siguientes reglas:
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5 Autoématas de Pila

1. 5((]07)\720) = {(q67XOZO)}
2. Vqge Q,Yae XU{\}:6(q,a,2) =6(q,a,2)
3. Vg € Q: (g5, ) € (g, A, Zo)

De la definiciéon de M se puede afirmar que:

= Por la regla 1, el automata M entra en M’ con XyZ; en la pila.
» Por la regla 2, se recorre el automata M'.

» La regla 3 permite que en cualquier momento que se vacie la pila, pase al estado final ¢;.

La demostracién de que £(M') = L(M) es similar a la del Teorema [5.1] O

Observacion. En la Figura [9] se puede ver que la idea del autémata M que se construye en el
Teorema [5.2] es:

» Empezar en un estado inicial agregado, en el que se transiciona sin entrada (con ) al
estado inicial del autémata original M’, apilando la configuracién inicial X, del mismo.

» Continuar con el comportamiento normal de M’, hasta que se vacie la pila, lo cual se
puede detectar porque previamente a apilar Xy, se tenia la configuracién inicial Zy de M.

» En cuanto se vacia la pila, M puede ir al estado final ¢y y aceptar la cadena, desapilando
Zy. Es por eso que de todos los estados del automata M’ que esté incrustado en M, hay
una transicion a g;.

5.2. Relaciéon entre Autématas de Pila y Gramaticas Libres de Con-
texto

Teorema 5.3. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una gramdtica libre de contexto (GLC) tal que L = L(G).
Entonces, existe un automata de pila M que acepta por pila vacia el lenguaje generado por dicha
gramdtica, es decir: Ly(M) = L = L(G).

Demostracién. E]Se define el AP M = ({qo}, Vr, Vi U Vi1, 0, qo, S, 0), con funcién de transicién
0 dada por:
{(go,0) :t—a €P} siteVyAa=A\

5(%"””:{{(%,»} siteVeAa=t%#A

El automata M acepta el lenguaje L por pila vacia porque:

= Si en el tope de la pila hay un simbolo no terminal ¢ € Vy, entonces el autémata lo
reemplazara por el lado derecho o de alguna producciéon que tenga ¢ en su lado izquierdo;
esto lo hara de manera tal que el simbolo que esté mas a la izquierda en el lado derecho
de dicha produccién sea el siguiente tope de la pila.

= Si en el tope de la pila hay un simbolo terminal ¢ € Vp, el autémata verificard que éste
sea igual al proximo simbolo en la cadena de entrada, y lo desapilara.

3Esto no es una demostracién formal completa, sino sélo la idea de la construccién. Para una demostracién
ver el Teorema dado como material adicional.
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Corolario. Por el Teorema se deduce a partir del Teorema [5.3 que también existe un
automata de pila que acepta el lenguaje generado por la gramdtica libre de contexto G por
estado final.

La consecuencia de esto tltimo es que los autématas de pila (AP) aceptan todos los lenguajes
que pueden generar las graméticas libres de contexto (GLC), sin importar si la aceptacion es
por pila vacia o por estado final. Es decir:

GLC = AP

Ejemplo 5.3. Sea G = ({E}, {+,*,id,(,)},{F - F+E, E - ExE, E— (F), E—id}, E)
una gramatica libre de contexto que genera las expresiones aritméticas con suma y producto.
El autémata de pila M que reconoce L(G) es:

M = <{QO}a {+7 *, id? (7 )}a {Ev +, %, ida (7 )}7 5, 4o, E) ®>

El siguiente grafo representa la funcion de transicion de M:

AE|d; A,E|(E) A,E|E+E; AE|E*E

LY

S i -\'\ -'.
(do W
'\\__ =]

+o+ A EFAD A (A4 idad | A

Teorema 5.4. 1 Sea M = (Q,%,T,0,q, Zo, F) un autémata de pila, y sea L el lenguaje
aceptado por M por pila vacia, i.e. L = L\(M). Entonces L es un lenguaje libre de contezto
(independiente del contexto).

Demostracion. Para probar que L es libre de contexto, basta con hallar una gramatica libre de
contexto que lo genere. Sea G' = (Vy, Vp, P, S) una gramatica definida de la siguiente manera:

El conjunto de simbolos no terminales es Viy = {[q, A,p] : ¢ € Q, A€, p e QU S}.

El conjunto de simbolos terminales es Vi = X..

El simbolo distinguido S es tal que S ¢ .

Para cada q,q1,...,q, € @, cada a € ¥ y cada A, By, ..., B, € I', el conjunto de produc-
ciones P estd dado por:

. S = [q0, Zv, q] para cada q € Q.

4, As @ni1] = alqr, B, @2]--[gns Bus Gmy1] < (@1, Bi...By) € 0(q, a, A)

¢, A, qni1] = (a1, B1y 2] [y B,y qnia] (@1, Bi...By) € 0(q, A, A)

¢, A, q) = a < (q¢1,)) € 0(q,a,A)

., A,q] =X & (g, €(g, N\, A)

Ot e W N

]
]
]
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Al definir las producciones de esta manera, vale que:

(Gni1, A\, A) , con x = ay

SR

[qa A? qn-‘rl] :;> ay <~ (q7 z, A)

ST+

(2,4, gni] = v & (0.2, 4) b (gas1, A A) , conz =y

Hay que probar que:

SR

MAM%x@@wﬂ)(n%M

|

Para ello, se probara primero que para todo ¢ > 1, vale:

(@2, 4) = (0, AN = (g, A,p] = @

Procediendo por induccion en i:

» Caso base: i = 1. Entonces x = a o z = \. Por lo tanto, (¢, z, A) 1\'14 (p, A, A) se transforma
1 1
en (q,a,A) z\|_4 (p, A, A), 0 (g, A, A) Al} (p, A, A), respectivamente.

De aqui sale que (p, \) € 6(q,a,A), 0 (p, A) € 6(q, A\, A).

Entonces, por las reglas 4 y 5 de la definicion de las producciones de la gramatica, se

tiene que [q, A,p] — a, o bien [q, A,p] — X respectivamente. Por lo tanto, vale que
1 1
(@0, 4) B (0, A A) = (g, A,p] = a, 0 que (¢, A, A) & (p, A A) = [g,4,p] = A que es o

que habia que probar.

= Paso recursivo: ¢ > 1. Entonces, x = ay con y € ¥*, i.e. x tiene al menos un caracter de

largo. Por eso, existen By, ..., B, € I tales que (¢, ay, A) 1\'} (q1,y, B, ..., Bn) Al} (P, A, A),
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i—1
o bien (q,y, A) ]IQ (¢1,v, B1, .., Bn) 1\'_4 (p, \, A). Aqui By, ..., B, son simbolos de pila que

reemplazan a A cuando se pasa del estado ¢ al estado ¢; consumiendo a.

Descomponiendo la cadena y como y = yi...y,, donde y; es tal que y;...y; hace que

el simbolo B; quede en el tope de la pila por primera vez. Entonces, existen estados

Q2, -, @n+1 tales que (q;,y;, Bj) J‘I—J (¢j+1, A, A), para 1 < j < n, en menos de ¢ transiciones.
Se tiene entonces, por hipétesis inductiva, que [g;, Bj, ¢j+1] :;> y; para 1 < 7 <n. Con lo

cual, vale que:
1—1 %
(QI7y7B17"'7Bn) ]D (pa)\7)‘>:> [QJ7B]7QJ+1]E>Z/]

En la siguiente imagen se puede visualizar la situacion:

Ahora, usando que:

o Por las reglas de las producciones vale que (g, ay, A) ]\l} (q1,y, B, ..., Bn),0(q,y, A) z\l}
(¢1,y, B1, ..., By).

« Se tiene entonces que [q, A, gm+1] = alq1, B1, @2 [¢m, Bm, @m+1] 0 bien (¢, A, ¢pi1] =
(91, B, @2] - [@m By @1

 Junto con [g;, Bj, ¢j+1] :;> y; para 1 < j < n.

Se puede afirmar que [q, A, ¢mi1] = ay1...y, = z, 0 bien que [¢, A, ¢mi1] = 1Yo =, lo
cual prueba lo que se queria.

Con eso queda probada la ida del resultado intermedio. Ahora, hay que demostrar la vuelta;
es decir, que para todo 7 > 1:

2, A,p) = 2= (g2, 4) b (p, A N)
Procediendo nuevamente por induccion en ¢:
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» Caso base: i = 1. Se tiene que [q, A, p] %; a, o que [q, A, p] :;> A

Esto implica que en la gramdtica deben existir las producciones [q, A, p| —é} a, o lq, A,pl —é>

A. Entonces, por las reglas 4 y 5 de la definiciéon de las producciones de G, es cierto que
(P, A) € d(q,a,A) o (p, A) € 6(q, A, A).

» Paso inductivo: ¢ > 1. Se tiene que [q, A, p] = alq, B1, @2)---[qn, Bn, D) i:;; x, 0 bien que
i—1
[qa A7p] ? [qh Bh q2]'--[Qn7 Bmp] ? Z.

. *
Descomponiendo a « como x = ax;...x, de manera tal que [g;, B;, gj_1] :G> x; con 1 <

J < n, donde cada derivaciéon tome menos de ¢ pasos. Por esto ultimo, se puede aplica la

*

hipétesis inductiva para afirmar que (g;, z;, B;) J\l} (¢j+1, A\, A) para 1 < j < n.

*

Esto implica que (g;, z;, B;...By) J\l} (¢j+1, A, Bj1...By) para 1 < j < n.

Ahora, como por lo dicho al principio del paso inductivo, [q, A, p] = alqr, B1, ga)---[qn, Bn, D),
o [q, A, p] = lq1, B1, Go]---[qn, Bn, p], entonces se tiene que (gq,a, A) 1\'_4 (¢, \, By...B,,), o
(g, \, A) ]\ljf (¢, \, B1...By,,).

A partir de las siguientes cosas dichas anteriormente:

*

e (gj,xj,B;...By) z\l_4 (gj+1, A, Bj41...By) para 1 < j <n,
e (gq,a,A) J\|_4 (¢, \, By...B,), 0 (¢, A\, A) ]\ljj (¢, \, B1...By).

, y con g1 = p, surge que: (g, ary...T,, A) J\l} (q1, 1.2, B1...By) 1\'} (p, A, A), o bien

(q, x1...25, A) ]\l} (q1,71...Tp, By...By) AI% (p, A, A), que era lo que habia que probar.

Asi se probd también la vuelta del resultado intermedio. Consecuentemente, queda probado
que

0, Apl =z & (g2, A) b (p A N)
Tomando entonces ¢ = qo y A = Zy y reemplazando en lo anterior:

[QO7 ZO7p] :;} T <= (Q(],Q?, ZO) ]\|7[ (p7/\7 )\)

Por la regla 1 de la definicién de las producciones de G, existe la produccion S — [qo, Zo, pl-
Con lo cual, lo anterior se transforma en:

S ? T < (QO7J:7 ZO) ]\l} (pv )\a )‘)

Y esto es lo mismo, por definicién de lenguaje aceptado por un autémata de pila por pila
vacia, y por definiciéon de lenguaje generado por una gramatica, que:
€ L(G) e x e Ly(M)
]

Observacién. El resultado probado en el Teoremal[5.4no es necesario para demostrar el Teorema

re!
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Ahora, en el siguiente resultado se prueba la propiedad reciproca a lo demostrado recién en
el Teorema [5.4]

Teorema 5.5. 1 Sea G = (Vy, Vr, P, S) una gramdtica libre de contexto, y sea L el lenguaje
generado por G, i.e. L = L(G). Entonces, existe un autémata de pila M tal que L = L\(M).

Demostracion. Sea M = ({q}, Vo, VU V7,8, ¢, S,0), donde la funcién de transicion 6 se define
como:

1. Si A — a € P, entonces (g, ) € 0(q, A\, A).

2. Ya e Vr:d(q,a,a)={(q,\)}.
Como resultado intermedio, se probara que para algunos m,n > 1 vale que:
AL we (gw A F (g N
Viendo primero la ida, por inducciéon en m:
AZw = (qw, A)F (g, A\
» Caso base: m = 1. Sea w = ay...ax, con k > 0 (es decir, A = a;...a;). Entonces, se tiene

que:
(q,ai...ar, A) F (q,ay...ax, a;...ax)

k
F (g, A\ \)

» Paso inductivo: m > 1. Suponer que vale A £ w. El primer paso de la derivacién serd
de la forma A = X;...Xy, con X; = x; para algin m; < m, con 1 < i < k, y donde
1.0 = W.

Entonces, vale que (¢, w, A) F (¢, w, X1...X}).

*
Por un lado, si X; € Vyy entonces vale, por hipédtesis inductiva, que (q,z;, X;) F (g, A, \).
Por otro lado, si X; = z; € Vi, entonces (q, z;, X;) F (g, A\, A).

Luego, se puede afirmar que:

(¢, w, A) F (q, 1. 708, X1...X})
F (g, x2...x%, Xo...Xk)

F(q, zk, Xi)
F (g, A A)

Con eso queda probda la ida del resultado intermedio. Ahora la vuelta:

n

Procediendo nuevamente por induccion, esta vez en n:
= Caso base: n = 1. Entonces, w =\, y A — A € P, con lo cual vale el resultado.
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» Paso inductivo: n > 1. Suponer que el resultado es cierto para todos los n’ < n. La primera
transicion realizada por el autémata de pila M serd de la forma (¢, w, A) F (¢, w, X;...X).

ng

Ademas, es cierto que (q, z;, X;) F (¢, A\, A) para 1 <i < k, con w = zy...xy.

Entonces, como A — X;...X; € P,y ademas, por hipdtesis inductiva vale que si X; € Vi,
entonces X; =& x;, vy si X; € Vp entonces X; 2 x;. Por lo tanto, es cierto que:

= 11 X5..X}

= $1...£L’k,1Xk

= T1.0p =W
Asi queda probada también la vuelta, con lo cual vale el resultado intermedio:
A2 we (qw A)F (g AN
Ahora, utilizando dicho resultado, y tomando A = S, se puede afirmar que:
N +
S=we (q,w,S)F (¢, AN

Por lo tanto, por la definicién de lenguaje generado por una gramatica, y por definicién de
lenguaje aceptado por un autémata de pila por pila vacia, se concluye que:

L(G) = LA(M)
O

Observacion. La consecuencia de los Teoremas y es que los autématas de pila (en
realidad, los autématas de pila no deterministicos, como se verd luego) reconocen los mismos
lenguajes que los generados por las gramaticas libres de contexto. Es decir:

AP < GLC

5.3. Automatas de Pila Deterministicos

Los autématas de pila de los que se viene hablando son los mas generales, o Autématas de
Pila No Deterministicos (APND). Pero también existen los Autématas de Pila Deterministicos
(APD); no se hace esta distincién desde el principio porque, como se vera, los APD no son
equivalentes a los APND (estos tltimos tienen mayor poder expresivo), a diferencia de lo
que ocurria con los Autématas Finitos.

Definicién 5.6. Un autémata de pila deterministico (APD) es un autémata de pila M =
(Q,%,T,0,q0, Zo, F), que cumple que para todo ¢ € Q,a € 3,z € T:

L. |0(q,a,2)| <1

2. [6(g, A, 2)[ <1
3. 811d(q, A, z)| = 1, entonces |6(q,a, z)| =0

Intuitivamente, la idea de un APD es: en cada paso, se puede tomar a lo sumo una transicion.
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5.3.1. Propiedad del prefijo

Definiciéon 5.7. Se dice que un lenguaje L posee la propiedad del prefijo cuando para todo
par de cadenas no nulas z,y € L, es cierto que z € L = zy ¢ L. En este caso también se dice
que L es libre de prefijos.

Si un lenguaje libre de contexto no posee la propiedad del prefijo, entonces todo auté6-
mata de pila M que acepta L por pila vacia (es decir, L = £,(M)) necesariamente sera no
deterministico.

Ademéds, un autémata de pila deterministico (APD) si puede aceptar un lenguaje que no
cumpla la propiedad del prefijo si lo hace por estados finales, con lo cual los lenguajes aceptados
por APD por pila vacia no son equivalentes a los aceptados por los APD por estados finales.

Corolario. Los autématas de pila no deterministicos (APND) aceptan mds lenguajes que los
automatas de pila deterministicos (APD), ya que los lenguajes aceptados por los APD por pila
vacia son necesariamente libres de prefijos. FEs decir:

APD = APND

Pero:
APND # APD

Por lo tanto:

APD 4 APND

Eso significa que no es cierto que para cada APND existe un APD que reconoce el mismo
lenguaje. Los lenguajes libres de contexto aceptados por los APD se denominan lenguajes LR.

5.4. Fuentes

Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teoérica 5. Primer cuatrimestre, 2022.

Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teodrica 6. Primer cuatrimestre, 2022.

Veronica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Tedrica 9. Primer cuatrimestre, 2022.

Sabrina Silvero. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 7. Primer cuatrimestre, 2022.
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6. Lenguajes Libres de Contexto

Definicién 6.1. Una gramética G = (Vy, Vr, P, S) es libre de contexto (GLC) (o indepen-
diente del contexto) cuando las producciones en P son de la forma

A—sa ,conAeV,yae (VNUVp)*

Si, en particular, o € (Viy U Vp)*, es decir que no hay reglas borradoras, entonces se dice que la
gramatica GG es propia.

Ejemplo 6.1. La gramatica G = ({E'}, {+, *,id, const}, P, E'), con

P={E > E+E,
E— E+E,
E —id,
E — const}

es libre de contexto.

id id id

Figura 10: Posible arbol de derivacion para la cadena id + id * id en la gramatica del ejemplo

6.1}

Definicién 6.2. Una derivacién mas a la izquierda (notado :L>) es aquella en la que siempre

se elige el simbolo no terminal que aparece méas a la izquierda para reemplazar usando alguna
produccion.
a1 A = ad’ay siA—ao eP,ya eV

Definicién 6.3. Una derivacién mas a la derecha (notado ?) es aquella en la que siempre

se elige el simbolo no terminal que aparece mas a la derecha para reemplazar usando alguna
produccion.
a1 A = adag siA—a €P,yay eV

o1
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Relacionado con las derivaciones, existe el concepto de analisis sintactico o parsing:

Definicién 6.4. Sea G = (Viy, Vi, P, S) una gramatica libre de contexto, y sea a € (VU Vy)*.
Un parsing mas a la izquierda de « es la secuencia de producciones de G usadas en una
derivacion mas a la izquierda de a desde S. Analogamente, un parsing mas a la derecha de
« es la secuencia de producciones de GG usadas en una derivacion mas a la derecha de o desde

S

6.1. Arboles de derivacién

Lema 6.1. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una gramdtica libre de contexto, con P # (), y sea T(S) un
arbol de derivacion en G para la cadena .

Sea h la altura de T(S), y sea a = max {|f] : A — 5 € P}. Entonces:
o] <a”
Demostracion. Procediendo por induccién en la altura h:

= Caso base: h = 0. El tnico arbol de derivacion con altura 0 posible es el que consta de
solo la raiz S. Entonces, a" =a® =1,y |a| =|S| =1 < 1.

» Paso inductivo: suponiendo que el resultado vale para un arbol de altura h, considerar
T(S) con altura h + 1. Entonces, la longitud del camino hasta alguna de sus hojas sera
h+1. Sea « la base de T(.5), y sea v la base de altura h, como muestra la siguiente figura:

Entonces, |a| < aly|. Por hipétesis inductiva, se tiene que |y| < a”, con lo cual |a| <
aly| < aa" = ah L.

Observacion. Notar que la base de un arbol de derivacién es la cadena derivada.

6.2. Ambigiiedad

Definicién 6.5. Una gramatica libre de contexto G es ambigua cuando existe una cadena en
el lenguaje generado por G que posee mas de un arbol de derivacion.
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Equivalentemente, GG es ambigua si tiene mas de una derivacién mds a la izquierda, o més
de una derivacién mds a la derecha.

Reciprocamente, una gramatica libre de contexto G es no ambigua cuando toda cadena
perteneciente al lenguaje generado por G tiene una tnica derivacion mas a la izquierda (o méas
a la derecha).

Observacion. Acerca de la ambigiiedad:

» El problema de decidir si una gramética libre de contexto es ambigua no es decidible (no
existe un algoritmo capaz de analizar la gramética, y contestar positiva o negativamente).

» Cualquier lenguaje no vacio admite una gramética ambigua que lo genere: basta con tomar
una gramatica no ambigua, e introducir una regla duplicada.

La ambigiiedad es una propiedad que no suele ser deseable si el objetivo es reconocer cadenas
pertenecientes a una gramatica de manera automatizada. Por eso, se dedica parte de la materia a
estudiar formas de eliminar ambigiiedad en gramaéticas libres de contexto (modificar gramaticas
para eliminar estas ambigiiedades). Sin embargo, existen algunos lenguajes para los cuales no
es posible dar con una graméatica no ambigua: los lenguajes intrinsecamente ambiguos.

Observacion. Acerca de la ambigiiedad:

» El problema de decidir si una gramética libre de contexto es ambigua no es decidible (no
existe un algoritmo capaz de analizar la gramatica, y contestar positiva o negativamente).

» Cualquier lenguaje no vacio admite una gramética ambigua que lo genere: basta con tomar
una gramatica no ambigua, e introducir una regla duplicada.

Definicién 6.6. Un lenguaje libre de contexto L es intrinsecamente ambiguo cuando toda
gramatica libre de contexto G tal que L = L£(G) es ambigua.

Ejemplo 6.2. El siguiente lenguaje es libre de contexto, por ser unién de lenguajes libres de
contexto, y es intrinsecamente ambiguo:

{a"v™c™d" |[n,m >0} U {a"b"c™d™|n,m > 0}
Para tratar con una gramatica ambigua, se puede:

» Intentar cambiar la gramética para que deje de ser ambigua (ver para mas detalles).

= Descartar arboles de derivacion, dando reglas de precedencia.

6.3. Escritura y Reduccién de Gramaticas Libres de Contexto

Recordar la definicién de forma sentencial:

Definicién 6.7. Dada una gramditica G = (Vy, Vr, P,S), una cadena o € (Vp U Vy)* se
denomina forma sentencial cuando S = a.
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6 Lenguajes Libres de Contexto

6.3.1. Simbolos utiles

Definicién 6.8. Dada una gramatica G = (Vy, Vp, P,.S), un simbolo no terminal A € Vy se
dice alcanzable cuando existe una forma sentencial que lo contiene. Es decir, cuando S =
aApB , con o, € (Vp U Vy)*. Se dice que A es inalcanzable si no es alcanzable.

Definicién 6.9. Dada una gramatica G = (Vy, Vp, P,.S), un simbolo no terminal A € Vy se

dice activo cuando A deriva en cero o mas pasos en una cadena de simbolos terminales (o A);
. E . . . . .

es decir, cuando Jz € V| A = z. Se dice que A es inactivo si no es activo.

Definicién 6.10. Dada una gramatica G = (Vy, Vr, P, S), un simbolo no terminal A € Vi se
dice 1itil cuando es parte de una forma sentencial que genera una cadena de simbolos terminales
(i.e. cuando A es alcanzable y activo). Es decir, cuando S = aAf = w , conw € V5, a, 3 €
(Vr U Vy)*. Se dice que A es indtil si no es 1til.

Existen algoritmos para eliminar los simbolos inttiles, que se basan en calcular los conjuntos
de simbolos activos y simbolos alcanzables, para luego eliminar las producciones que incluyen a
los simbolos que no estan contenidos en dichos conjuntos. Los algoritmos estudiados terminan
cuando, en una iteracion, el conjunto obtenido es el mismo que en el paso anterior.

Algoritmo para encontrar simbolos activos

: N%@
repeat

N+ NU{A|A—wa €P Naec(NUVp*}
until N no cambié

> W

Algoritmo para encontrar simbolos alcanzables

repeat
N+ NU{X|A—aX5 e P NAeN}
until N no cambid

= e

Entonces, para eliminar los simbolos inttiles: primero eliminar simbolos inactivos, y luego
eliminar simbolos inalcanzables. Se debe hacer en ese orden porque puede ocurrir que un simbolo
fuera alcanzable a través de uno inactivo. En cambio, si un simbolo utiliza otros inalcanzables
para ser activo, entonces él mismo era inalcanzable.

Definicién 6.11. Una graméatica G = (Vy, Vp, P,S) se dice reducida si todo simbolo no
terminal A € Vi es 1til (alcanzable y activo).

6.3.2. Simbolos anulables

Definicién 6.12. Dada una gramética G = (Vy, Vr, P, S), un simbolo no terminal A € Vi se
dice anulable cuando genera A, es decir cuando A = \.
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6 Lenguajes Libres de Contexto

Algoritmo para encontrar simbolos anulables

L N« {A|A—= X e€P}

2: repeat

3: N+ NU{A|A—a €P N ae N*}
4: until N no cambid

Definicién 6.13. Una gramatica G = (Vy, Vr, P, S) se dice propia si no existen reglas borra-
doras en P, es decir: VA —a € P:a# X\ con AeVyyae (VyUVp)-

Proposiciéon 6.1. Sea G una gramdtica libre de contexto. Fxiste una gramdtica propia
(sin reglas borradoras) G' que genera el mismo lenguaje que G, sin la cadena nula; es decir:

L(G) = L(G") 0 L(G) = L(G") U{\}.

Calcular lo simbolos anulables sirve para poder eliminar las reglas borradoras (también
llamadas producciones \). Para eso, se debe:

1. Tomar cada produccion de la forma B — a; Ayas Asas...ap Ay, conk > 1y Ay, Ay, .oy Ay
simbolos anulables.

2. Reemplazar esas producciones por reglas de la forma B — a;1a0f203...a Bk tales
que 5, =A; V B =AV1<j <k

3. Eliminar cada regla de la forma A; — A, salvo por S — A si es que aparece; y en ese caso,
S no debe aparecer a la derecha.

Un posible pseudocédigo para este procedimiento es el siguiente:

Algoritmo para encontrar obtener una GLC propia

1: N <« conjunto de simbolos anulables

2: for each A — a € P do

3: if o = X1 X5.. X}, con X;,,Xj,,...,X;, €N then

4: P+ PU{A — o : d’obtenida eliminando
cada subconjunto en {Xj,, Xj,, ..., X;, }; si
todos los X7, X5, ..., X, son anulables, no generar A — \}

5 end if

6: if a« = X then

7: P+ P\{A—a}

8 end if

9: end for

6.3.3. Reglas de renombramiento

Definicién 6.14. Dada una gramatica G = (Vy, Vp, P, S), una regla de renombramiento
es una produccién de la forma A -+ B € P, con A, B € Vy.

Para eliminar este tipo de producciones, la idea es:
1. Construir, para cada simbolo no terminal A, el conjunto N4 = {B € Vy | A = B}.
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6 Lenguajes Libres de Contexto

2. Para cada B — a, agregar A — a si B € Ny4.

3. Eliminar las producciones de la forma A — B.

Algoritmo para eliminar reglas de renombramiento

for each A € Vy do
: NA<—A

1:

2

3 repeat

4: NA%NAU{CGVN|B—>C€P/\BENA}
5: until N4 no cambio

6 for each B — o € P do

7 if B € N4 then

8 P+ PU{A— a}

9

: end if
10: end for
11: for each A — o € P do
12: if o € Vy then
13: P+ P\{A—a}
14: end if
15: end for
16: end for

6.3.4. Factorizacién a izquierda

Si una graméatica tiene producciones de la forma A — af; | afa | ... | aBu | 7 |2 | - | s
donde v # X y ninguna de las ~; empieza con «, entonces se puede introducir una ambigiiedad
cuando la cadena de entrada empieza con a (hay varias producciones que se pueden utilizar
para derivar).

Para solucionar esto y eliminar dicha ambigiiedad, se puede realizar una factorizaciéon a
izquierda. Esto es, reemplazar las producciones mencionadas por:

A—=aA |y v ||
Al%ﬁl\ﬁﬂ---\ﬁn

, agregando el simbolo no terminal A’.

6.3.5. Recursividad a izquierda

Definicién 6.15. Una gramadtica libre de contexto G = (Vy, Vr, P, S) es recursiva a izquier-
da si existe un simbolo no terminal A € Vi tal que para alguna expresion o € (Viy U Vip)*,

Jr
ocurre que A :L> Aa.
Se llama recursién inmediata cuando existe una producciéon A — Aa € P.

Ejemplo 6.3. La gramdtica G = ({E}, {+, %, (,),id}, P, E), con conjunto de producciones P
formado por:
E—-E+FE|ExE|(FE)|id

presenta recursion inmediata a izquierda:

E:L>E+E
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6 Lenguajes Libres de Contexto

Ejemplo 6.4. La gramatica G = ({A, B,C},{a,b}, P, A), con conjunto de producciones P
formado por:
A—BCla

B—CA|Ab

presenta recursion no inmediata a izquierda:

A= BC= AbC
L L

La recursividad es problematica cuando se desea obtener un parsing para lenguajes libres
de contexto con una sola pasada, con complejidad lineal (como en métodos que se verdn mas
adelante). Por eso, es de interés poder eliminarla.

Teorema 6.1. Todo lenguaje libre de contexto tiene una gramdtica no recursiva a izquierda
que lo reconoce.

Para demostrar este resultado, se construird un algoritmo que transforma una GLC G

recursiva a izquierda, en otra GLC G’ no recursiva a izquierda y tal que L(G) = L(G’). Para
eso, primero se define el concepto de ciclo:

Definicién 6.16. Una gramatica no tiene ciclos si para todo simbolo no terminal A, no existen
. . , . . +
derivaciones més a la izquierda A = A.

ASVAN
ANVAN
A A

B Qig_y :
A Ckik Cf'ig Ar
6] y
Figura 11: A la izquierda, un arbol de derivacién para la cadena Sa;, v, ,...q;,q;, en una
gramatica con producciones de la forma A — Aay, | ... | Ay, | 8. A la derecha, un arbol de

derivacion resultante de haber eliminado la recursion a izquierda.

En las gramaticas libres de contexto, los ciclos ocurren cuando existen reglas borradoras o
reglas de renombramiento. Utilizando los algoritmos mostrados antes, es posible eliminar estos
ciclos.
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6 Lenguajes Libres de Contexto

La idea del algoritmo para eliminar la recursion a izquierda serd hacer que si los arboles de
derivacién para una gramética crecian hacia la izquierda (como el que se ve a la izquierda en
la Figura , conseguir una gramatica alternativa, que genere el mismo lenguaje, pero cuyos
arboles de derivacién crezcan hacia la derecha (como el de la parte derecha de la Figura [11]

Lema 6.2. Sea G = (Vy,Vr, P, S) una gramdtica libre de contexto, cuyo conjunto de produc-
ciones P estd dado por:

A—)AO&l | ...|Aam|61 | |Bn
, donde ninguno de los B; empieza con el simbolo A (notar que G es recursiva a izquierda).

Sea G' = (Vy U{A'}, Vi, P, S), con A" un nuevo simbolo no terminal, y P’ idéntico a P
pero reemplazando las producciones que tienen A como cabeza por:

A =sar| . an|agA | .| and

La gramdtica G' no es recursiva a izquierda, y L(G) = L(G').

Demostracion. E] Notar que en la gramatica G, las cadenas que se pueden obtener median-
te una derivacion mas a la izquierda, con producciones que tengan como cabeza a A, estan
representadas por un conjunto regular que se puede expresar con la siguiente expresion regular:

BulBal| | Bn) (|| | )

Esas cadenas son exactamente las mismas que las que se pueden obtener mediante una
derivacion mas a la derecha usando una sola producciéon con cabeza A, y el resto con cabeza
A’ en la gramatica G’ (la derivacion resultante deja de ser més a la izquierda).

Todos los pasos de la derivacién en GG que no utilizan una produccién con cabeza A se
pueden hacer también en G’ (ya que esas producciones se mantienen inalteradas). Luego, se

concluye que w € L(G), y que L(G") C L(G).

Reciprocamente, se puede usar un razonamiento analogo para afirmar que: una derivacion
en (G se supone mas a la derecha, y se consideran secuencias de usar una tnica produccién con
cabeza A, y el resto con cabeza A’. En conclusion, L(G') = L(G). O

Observacion. P’ tiene el doble de producciones que P. Es decir, el algoritmo de eliminaciéon de

la recursion a izquierda duplica las producciones. En cuanto a la complejidad, esta es lineal
en |P|.

Algoritmo de eliminacién de la recursion inmediata a izquierda:

» Entrada: G = (Vy, Vr, P,S) gramética libre de contexto, sin producciones borradoras,
simbolos inttiles ni ciclos.

» Salida: G gramaética libre de contexto, sin recursién inmediata a izquierda, tal que £(G) =

L(G").

» Procedimiento: sea n = |Vy|. Numerar los simbolos no terminales Ay, As, ..., A,, iterar
sobre i = 1,2,...,n, y en el paso i transformar las producciones con cabeza A;, como en
el Lema [6.21

1Extrafda de [A&Uv1] Lema 2.15 (p.154)
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6 Lenguajes Libres de Contexto

» Invariante del ciclo: todas las producciones con cabeza Ay, para k = 1,...,7 — 1, fueron
posiblemente transformadas a A; — «, donde o empieza con un simbolo terminal, o un
simbolo no terminal A,, con ¢ > k.

Algoritmo de eliminacién de la recursién no inmediata a izquierdaﬂ

Entrada: G = (Vy, Vi, P, S) gramética libre de contexto, sin producciones borradoras,
simbolos inttiles ni ciclos.

Salida: G’ gramatica libre de contexto, sin recursion a izquierda, tal que £L(G) = L(G").

Procedimiento: sea n = |Vy|. Numerar los simbolos no terminales Ay, As, ..., A,. Modificar
GG hasta obtener GG’ donde para cada produccion Ay — «, « empieza con un simbolo
terminal, o un simbolo no terminal A,, con ¢ > k.

Complejidad: sea ¢ la maxima cantidad de producciones con la misma cabeza. En el peor
caso, se tiene:

Todas las producciones de G con cabeza A; tienen recursion inmediata a izquierda.
Al transformarlas, pasan a ser 2¢ producciones con cabeza A; en G'.

Todas las producciones de G con cabeza A, tienen cuerpo que empieza con A;. Al
transformarlas, pasan a ser 2 X 2¢ X ¢ = (2¢)? producciones con cabeza Ay en G'.

Todas las producciones de G con cabeza Aj tienen cuerpo que empieza con A;. Al
transformarlas, pasan a ser 2c¢ x 2c x (2¢)* = (2¢)* producciones con cabeza A3 en
G'.

Todas las producciones de G con cabeza A, tienen cuerpo que empieza con Aj. Al

transformarlas, pasan a ser 2¢ X 2¢ x (2¢)? x (2¢)* = (2¢)® producciones con cabeza
Ay en G,

Todas las producciones de GG con cabeza A, tienen cuerpo que empieza con A;. Al
transformarlas, pasan a ser

n—1 )
2¢ x [[(20)% = 2¢ x (2c)7 72420 = 9¢ x (2¢)7" 7! = (20)%
=0

producciones con cabeza A, en G'.

Por lo tanto, en peor caso G’ tiene menos que 2 x (2¢)?" producciones.

Algoritmo para eliminar la recursién a izquierda

1:
2
3
4:
5:
6
7
8:

fori=1,...,ndo

for j=1,...—1do

lfAl—>A]’)/ AN Aj—>51|52|...|5mthen
Reemplazar A; — Ay por A; — 017y | oy | ... | oy
end if

end for
Eliminar la recursién inmediata de las producciones con cabeza A;

end for

Observacion. La performance de este algoritmo varia considerablemente con la eleccién del
orden para la enumeracién de los simbolos no terminales Aq, Ao, ..., A,,.

5[A&Uv1] Algoritmo 2.13 (p.155)
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6.3.6. Ordenando las modificaciones

Uno de los posibles 6rdenes correctos para realizar las modificaciones mencionadas en esta
seccion es:

1. Eliminar recursividad a izquierda.
2. Eliminar producciones A.

3. Eliminar reglas de renombramiento.
4. Eliminar simbolos inactivos.

5. Eliminar simbolos inalcanzables.

6.3.7. Forma Normal de Chomsky

Definicién 6.17. Sea L un lenguaje libre de contexto tal que A ¢ L. Existe una gramatica
G = (Vn,Vr, P,S) tal que L(G) = L, y cuyas producciones son de la forma:

A — BC
A—=a

donde a € Vp, v A, B,C € Vy.

6.3.8. Forma Normal de Greibach

Definicién 6.18. Sea L un lenguaje libre de contexto tal que A ¢ L. Existe una gramatica
G = (Vn,Vr, P,S) tal que L(G) = L, y cuyas producciones son de la forma:

A = aa

donde a € Vp, y a € Vy.

6.4. Lema de pumping para Lenguajes Libres de Contexto

Lema 6.3. (Lema de pumping para lenguajes libres de contexto) Si L es un lenguaje
libre de contexto, entonces existe una longitud minima n tal que: todas las cadenas o € L con
longitud mayor o iqual que n pueden ser escritas de la forma o = rayzs, donde |xyz| < n,
|zz| >0, Vi > 0: ra‘yz's € L. Formalmente:

L libre de contexto = (Eln >0|Va: (€L A |a] >n) =
Ar,x,y, 2, 8| (oz =rzyzs Aloyz| <n A lzz| >0 A Vi >0:ra'yz's € L))
Demostracion. Sea G una gramatica libre de contexto tal que L = L(G).
Sea a =méax {|f|: A— B € P}.

Sea n = al"VI*1; considerar la cadena o € L tal que || > n. Sea T(S) un &rbol de derivacion
de altura minima para la cadena «. Por el Lema , resulta que a”" > |a|, por lo que:

ah > ‘04| >n = CL'VN|+1
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Si a < 2, entonces a = 0 0 a = 1; en ambos casos, las cadenas pertenecientes al lenguaje L
tienen longitudes no mayores que 1. Luego, eligiendo n > 2 el lema es trivialmente verdadero.

Si a > 2, entonces:
h>|Vy|+1

Entonces, existird algin simbolo en a tal que su camino en 7(5) serd de longitud h >
|Viv| + 1. Como la cantidad de simbolos no terminales es |Vy/|, entonces en ese camino debe
existir un simbolo no terminal repetido: sea A ese simbolo. Recorriendo el camino en forma
ascendente, considerar la primera y la segunda aparicién del simbolo repetido A:

o

doe upr'sr:to' o } R\

 rq BB j,:

‘-—.—--\..-.._;a._ﬂ-'—'v_’

r x kK 3 S

Como se puede ver en la imagen, la segunda aparicién de A da lugar a la cadena zyz, y como
hay garantia de que esa segunda aparicion de A estd a una distancia b’ < |Viy| 4 1 respecto de
la base, entonces vale que:

h' < a'VNH-l

lzyz| < a =n

Cuando las cadenas x,z son ambas nulas, el camino de la segunda aparicion de A hasta
la primera aparicion puede ser colapsado, porque al hacer eso la cadena generada por el arbol
resultante sera la misma, rys:

L&y N2
Colopssoe
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Como el arbol considerado se tom6 de altura minima entre todos los que sirven para derivar
la cadena «, entonces siempre se puede encontrar un camino de longitud maxima entre la raiz
y alguna hoja en el que x, z no sean simultdneamente nulas. Esto es asi porque, si no lo fuera,
todos los caminos que van desde la raiz S hasta una hoja (que sean de longitud maxima, igual
a la altura h del arbol) podrian ser colapsados como se mostrd recién; y entonces, se podria
obtener un arbol de derivacién para o con menor altura, lo cual contradice el hecho de que el
arbol era de altura minima.

Finalmente, como S = rAs, y A = y, entonces es cierto que S = rAs = rys, con lo cual
rys = rayz’s € L, lo cual demuestra que vale el caso base del resultado.

Teniendo en cuenta la hipétesis inductiva:

S = rpt A s

,y que A = TYz, entonces es cierto que:

e . o
S = ra AT s S orat T layze s = ratyzts

Por lo tanto, raz‘yz's € L. O

6.5. Propiedades de Lenguajes Libres de Contexto
6.5.1. Unién de lenguajes libres de contexto

Teorema 6.2. Si Ly y Ly son dos lenguajes libres de contexto, entonces Ly U Ly también es
libre de contexto.

Demostracion. Como Ly y Ls son libres de contexto, entonces existen GLCs Gy = (Viy,, Vi, Py, S)
y G2 = <VN2, VT, PQ, SQ) tales que E(Gl) = Ll, y £<G2) = LQ.

Sin pérdida de generalidad, suponer que Vi, N Vi, = 0 (si no fuera asi, se puede renombrar
los simbolos para que si lo sea). Sea G la siguiente gramatica:

G = <VN1 UVN2 U{S}7VT,P1UP2U{S—>51, S — SQ},S)
Es facil ver que Va € Vi, € L(G) & o € L(G1) U L(G2). Y como G es libre de contexto

(G y G lo eran, y las dos producciones que se agregaron cumplen con la restriccion de las
GLCs), entonces L(G) = Ly U Ly es un lenguaje libre de contexto. O

6.5.2. Concatenacién de lenguajes libres de contexto

Teorema 6.3. Si L y Ly son dos lenguajes libres de contexto, entonces Ly Ly también es libre
de contexto.

Demostracion. Como Ly y Lo son libres de contexto, entonces existen GLCs Gy = (Viy,, Vi, Py, S)
y Go = (Vin,, Vi, Py, Sa) tales que L(G1) = Ly, y L(G2) = Lo.

Sin pérdida de generalidad, suponer que Vy, N Vi, = () (si no fuera asi, se puede renombrar
los simbolos para que si lo sea). Sea G la siguiente gramética:

G = <VN1 UVN2 U{S},VT,Pl UPQU{S—> 5152},S>
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Es facil ver que Vo € Vi, a € L(G) & a € L(G1)L(G2). Y como G es libre de contexto (G
y Gs lo eran, y la produccién que se agregé cumple con la restriccion de las GLCs), entonces
L(G) = L1 Ly es un lenguaje libre de contexto. O

6.5.3. Clausura positiva de un lenguaje libre de contexto
Teorema 6.4. Si L es un lenguaje libre de contexto, entonces Lt también es libre de contexto.

Demostracion. Como L es libre de contexto, entonces existe una GLC G = (Vy, Vi, P, S) tal
que L(G) = L.
Sea G’ la siguiente gramatica:
G = (VyU{S'},Vp, PU{S — S5 S — S}, 5
Es facil ver que Yo € Vii,a € L(G') & o € L(G)T. Y como G’ es libre de contexto (G

lo era, y las producciones que se agregaron cumplen con la restriccién de las GLCs), entonces
L(G") = L es un lenguaje libre de contexto. O

6.5.4. Clausura de Kleene de un lenguaje libre de contexto
Teorema 6.5. Si L es un lenguaje libre de contexto, entonces L* también es libre de contexto.

Demostracion. Como L es libre de contexto, entonces existe una GLC G = (Vy, Vp, P, S) tal
que L(G) = L.

Sea G’ la siguiente gramaética:
G =(VyUu{S'},Vp, PU{S" — S5, §" = A} S)
Es facil ver que Va € Vi, € L(G') & a € L(G)*. Y como G’ es libre de contexto (G

lo era, y las producciones que se agregaron cumplen con la restriccién de las GLCs), entonces
L(G") = L* es un lenguaje libre de contexto. O

6.5.5. Interseccion de lenguajes libres de contexto
Observacion. Si Ly y L son dos lenguajes libres de contexto, entonces L; N L, no necesaria-
mente es libre de contexto.
Considerar el siguiente ejemplo:
Ly = {a"b™c :n,m,l >0 A n=m}
Ly = {a"b™c :n,m, 1 >0 A m=1}
La graméatica G; = ({S,A,C},{a,b,c},{S — AC, S — C, A — aAb, A — ab, C —

cC, C — A}, S) es libre de contexto, y genera Li. Se puede hacer un procedimiento andlogo
para Lo, y concluir que tanto L; como Ls son lenguajes libres de contexto.

Considerar ahora su intereseccion:
LiNLy={a"b™c :n,m, >0 A n=m=I}
Este lenguaje no es libre de contexto (se puede probar usando el contrarreciproco del lema de

pumping para lenguajes libres de contexto).
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6.6. Lenguajes Libres de Contexto Deterministicos

Definicién 6.19. Un lenguaje L es libre de contexto deterministico (LICD) si existe una
autémata de pila deterministico (APD) M tal que L = L(M).

El conjunto de los lenguajes libres de contexto deterministicos es cerrado por el comple-
mento. La manera ingenua de obtener el APD complemento para un APD dado es hacer que
los estados finales pasen a ser no-finales, y viceversa (al igual que se hace con los autématas
finitos).

Sin embargo, esta solucion tiene problemas:

= Puede ocurrir que el autémata original no consuma totalmente todas las cadenas de entra-
da (puede alcanzar una configuracion desde la cual ninguna transicion es posible, o entrar
en un ciclo infinito de transiciones ). En este caso, la cadena no consumida es rechaza-
da antes y después de intercambiar los estados finales con los no-finales, no cumpliendo
entonces que el supuesto automata complemento reconozca el lenguaje complemento.

= Puede ocurrir también que el autémata consuma todas las cadenas de entrada, pero que
exista alguna cadena tal que, después de haber sido consumida, haga que el autémata
quede en una configuracion tal que sea posible realizar transiciones A pasando por estados
finales y no-finales. Entonces, al pasar al supuesto autémata complemento, ocurre lo mismo
que en el caso anterior.

La no-trivialidad de la soluciéon motiva los siguientes resultados.

Teorema 6.6. 1 Dado un autémata de pila deterministico M = (Q,3,T, 9, qo, Zo, F'), existe
un autémata de pila deterministico M' equivalente, que siempre consuma la cadena de entrada.

Demostracion. Sea M' = (QU{q,,d, [}, X, T U{Xo},d, q), Xo, FU{f}) un APD, donde:

1. 0'(q), A\, Xo) = (qo, ZoXo), para evitar que el APD se detenga por haberse vaciado la pila.

2.Vqg e QaeX,Zel :dqaZ)=0qgNZ2) =0 = 0qaZ)=(d7Z),y ademas,
Vq < Q,G €3 (5’(q,a,X0) = (d, Xo)

3. Vae X, Z e TU{Xy} :d(d,a,Z) = (d,Z), para completar el autémata con un estado
trampa.

4. Si para q € Q,Z € T' vale que: Vi > 1 : J¢;,7; para los cuales (g, \, Z) - (Gis Ny vi),
entonces:

» si ningln ¢; es un estado final, entonces §'(q, A, Z) = (d, Z).

= si alguno si lo es, entonces 0'(q, A\, Z) = (f, Z).
5. VZ e TU{Xo}: 0 (f, N\, Z2)=(d, Z).

6. Vg € Q,a € XU{N},Z €T :sid(q,a,Z) no ha sido definida por las reglas 2 o 4, entonces
8(q,a,2) =6(q,a,2).
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Primero se vera que el APD M’ consume siempre toda la cadena de entrada. Suponer que
esto no ocurre, es decir que existe una cadena de entrada xy tal que M’ no consume més alla
del prefijo x. Entonces, debe ocurrir que

(0, 2y, Xo) b (Y, 212 Xo)

, ¥ que a partir de esa configuracion instantanea, no se consuma mas entrada. Sin embargo,
esto no puede pasar porque:

= 10 pasa que no existan transiciones posibles (por la regla 2), y

» tampoco pasa que se haya entrado en un ciclo infinito de transiciones A (por la regla 4).

Por la regla 4, en algin momento se debe consumir Z;, y lo mismo sucede para los demas Z;
de la pila, hasta llegar a Xy. En ese momento, tomando y = ay’ se tiene que , por la regla 2:

5/(Q7 ay/7 XO) F 5,(Q7 ylu XO)
L]

Teorema 6.7. T El complemento de un lenguaje libre de contexto deterministico es un len-
guagje libre de contexto deterministico.

Demostracion. Dado el APD M = (Q, 3,1, 0, qo, Zo, F), se puede afirmar, sin pérdida de gene-
ralidad (por el Teorema que M consume toda la cadena de entrada.

Sea M' =(Q', %, T, qo, Zo, F'), donde:
Q' ={lg;k]: g€ Q N ke {1,2,3}}
F'={lg,3] : ¢ € Q}

~ Jlago, 1] sigeF
[q0,2] siq & F

El propésito de k es detectar si entre transiciones con consumo de entrada se pasé o no por
un estado final. En caso de que se haya pasado por un estado final, entonces se hard k = 1; si
no, sera k = 2.
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6 Lenguajes Libres de Contexto

En cuanto a la funcién de transicién ¢’, queda definida por:

1. Sido(q, A\, Z) = (p,~y) entonces, para k =10 k = 2:

([p,1},y) sik=1VpeF
([p,2],v) en caso contrario

0'([g, k], A, Z) = {

M M’
A r Pd
— I A k=3
/ 1 A e
i R
i A
-
{a) i LE] P .
" o % L \\ . .
/ TN, e (\-_7!{; % {'3_&3 A k=2
7 \‘ / hvA v
{? (L P \I rl \‘\
W Sl 2 \ -
A \LtEU ! P i

2. Sio(q,a,Z) = (p,y) entonces, para k =10 k = 2:
5/([Q7 2]7 A, Z) = ([Q7 3]’ Z)
, v por otro lado:

([p,1],7) sipeF

§(lg,1],a,Z) = 8'(lg, 3),a, Z) = {([p 20 sipdF

M M’
. — -
B | o
A a |
‘9 a \P) P . S
P ; {p L
b ey 1 =2
. . = =
g IIEI [ |I
- = Al B -
&S ghl e

6.7. Lenguajes Libres de Contexto No Deterministicos
Teorema 6.8. FEzxiste un lenguaje libre de contexto que es no deterministico.

Demostracién. Considerar el lenguaje L = {a*b*c* : k > 0}. Se vio anteriormente que L no es
libre de contexto.
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6 Lenguajes Libres de Contexto

Considerar ahora el complemento de L. Como se puede ver a continuacién, este lenguaje se
puede escribir como la unién de dos lenguaje libres de contexto y un lenguaje regular.

L={a'Vc:i#jNij k>0 u{atc":j#kANijk>0}Uabc

Por lo tanto, L es un lenguaje libre de contexto. Por el Teorema , es cierto que el com-
plemento de un lenguaje libre de contexto deterministico (LICD) es también libre de contexto

deterministico. Por lo tanto, si L fuera LICD, entonces su complemento L también seria LICD.

Pero L = L, que no es ni siquiera libre de contexto. Por lo tanto, L debe ser un lenguaje libre
de contexto no deterministico (LICND). O

6.8. Fuentes

Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teoérica 6. Primer cuatrimestre, 2022.

Veroénica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Tedrica 8. Primer cuatrimestre, 2022.

Manuel Panichelli. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 8. Primer cuatrimestre, 2022.

Ariel Arbiser. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 9. Primer cuatrimestre, 2022.
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7. Lenguajes y Parsing LL

Dentro de las gramaéticas libres de contexto (GLC), existen gramaticas que generan lenguajes
que admiten un parsing en tiempo lineal en el tamano de entrada, leyendo de izquierda a derecha
con una sola pasada por la entrada. Estas son las gramaticas LL y LR.

Una gramatica se dice LL si es LL(k) para algin k > 1 entero. Estas son gramaéticas libres
de contexto para las cuales la derivacion maés a la izquierda queda completamente determinada
por los simbolos ya leidos de la entrada, més k simbolos adicionales (llamados lookahead).

Estas gramaticas admiten un parsing top-down; esto es, encontrar las producciones que
forman la derivacion desde el simbolo inicial hasta la cadena, una por una. Cada paso de la
derivacion se resuelve en tiempo constante, con lo cual el tiempo total es lineal en el tamato
de la entrada.

Ademas, todo lenguaje LL(k) tiene un autémata de pila deterministico, con un solo estado,
que lo reconoce.

Definicién 7.1. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una GLC no ambigua, y sea w = ajas...a, € L(G).
Entonces hay una tinica secuencia de formas sentenciales aq, aq, ..., a,, tal que o :L> Qy1, para

1=0,1,....m—1,conayg =5y a,, = w.

El parsing a izquierda de w es la secuencia de las m producciones usadas en la derivacion
de w.

Las graméaticas LL(k) cumplen que si o; = ay...a; A3, entonces a; 41 es determinable cono-
ciendo Unicamente a;...a; y k simbolos mas de la entrada a;;;...a;4.

Ejemplo 7.1. G = ({S, A}, {a,b,c,d}, P,S), con producciones P dadas por:

S — cAd
A—abla

Considerar la cadena w = cad:
S :L> cAd :L> cabd

S = cAd = cad
I I

Los dos simbolos que se leen de la entrada, junto con el simbolo no terminal de mas a la
izquierda, determinan qué produccién usar. Luego, G' es LL(2).

Ejemplo 7.2. G = ({S, A}, {a,b}, P,S), con producciones P dadas por:

S — aAS|b
A—albSA

Counsiderar la cadena w = aaaab:

S :L> aAS :L> aasS :L> aaaAS :L> aaaaS :L> aaaab

En este caso, el simbolo que se lee de la entrada, junto con el simbolo no terminal de mas a la
izquierda, determinan qué produccién usar. Luego, G es LL(1).
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Ejemplo 7.3. G = ({S, A, B},{a,b,0,1}, P, S), con producciones P dadas por:

S—A|B
A — aAb|0
B — aBbb|1

Esta gramdtica genera el lenguaje £(G) = {a"00" : n > 0} U {a™1b*" : n > 0} Notar que para
todo k > 1,
S = A= dov”
L L

S = B = d"1p*
L L

Los primeros k simbolos en a*0b* y a*1b%* coinciden, por lo que no son suficientes para deter-
minar qué produccién usar. Luego, G no es LL(k) para ningin k.

7.1. Primeros de una cadena

Los simbolos directrices son la nocién central para poder realizar un parsing para una
graméatica LL(k). Para definirlos, primero se debe definir los conceptos de primerosy siguientes.

Definicién 7.2. Sean k > 1, G = (Vy, Vp, P, S) una gramatica libre de contexto, y a €
(Vy U Vr)* una cadena. Se define PRIMEROSy, : (Vy U Vy)* — P(Vr) de a como:

PRIMEROS;(a) = {z e Vi <|Z| <k AN« % z) v (|z| =k N« % zw , para alguna w € Vj’f) }

En el caso particular de k = 1:

PRIMEROS(«a) ={t € Vr: « % tw , para alguna w € V'}

Intuitivamente, se trata del conjunto que contiene los simbolos terminales con los que pueden
empezar las cadenas que se derivan de a.

Esto da lugar a la siguiente definicién para gramaticas LL:

Definicién 7.3. Una gramética libre de contexto G = (Vi, Vi, P, S) es LL(k) cuando ocurre
que: cada vez que
S = wAa = wha = wz
L L L
S e wA«x = wya = wy
PRIMEROS,(z) = PRIMEROS(y)

, entonces se cumple que [ = 7.

También surge el siguiente resultado para decidir si una gramética es LL(k):

Teorema 7.1. Una gramdtica libre de contexto G = (Vy,Vr, P, S) es LL(k) si, y sélo si, para
todos los wA« tales que S % wAa, y para todo par de producciones A — B y A — v, con

B # 7, vale que PRIMEROS(B8a) N PRIMEROSK(va) = 0.
Demostracion. Probando las dos implicaciones por separado:
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» =) Por el absurdo. Suponer que S % wAa, y que existen producciones A - Sy A — 7,

con £, y * *
S = wAa = wha = wry
L L L

S = wAa = wya = wrz
L L L

, con x € PRIMEROS,(Ba) N PRIMEROS,(va) (con lo cual estos conjuntos no son
disjuntos), tales que si |z| < k entonces y = z = A.

Como 3 # =, entonces por la definicién , G no es LL(k). Sin embargo, esto contra-
dice la hipétesis. La contradiccién proviene de haber supuesto que PRIMEROS(Sa) N
PRIMEROS (ya) # 0.

» <) Por el absurdo. Suponer que G no es LL(k). Luego, por la definicién , existen dos

derivaciones
* *
S?wAa?wﬁa?wx

S = wAa = wya = wy
L L L
, vy existe z € Vi con |z| < k, tal que {z} = PRIMEROS(z) = PRIMEROS(y).

Entonces, z € PRIMEROS,(Sa), y z € PRIMEROS(v«). Con lo cual, los conjuntos no
son disjuntos. Esto es una contradiccion de la hipotesis, proveniente de suponer que G no
era LL(k).

Ejemplo 7.4. G = ({S, A},{a,c}, P,S), con producciones dadas por:

S — cAa
A= Aa

Tomando la cadena w = caa, se tiene que S - cAa.

Por un lado, PRIMEROS(a) = {a} y PRIMEROS(A) = {} son disjuntos.
Sin embargo, por otro lado, PRIMEROS(Aa) = {a}, y PRIMEROS(aa) = {a} no lo son.
Luego, G no es LL(1).

7.2. Siguientes de un simbolo no terminal

Definicién 7.4. Sean G = (Vy, Vr, P, S) una gramaética libre de contexto, y A € Vi un simbolo
no terminal. Se define SIGUIENTES : Viy — P(Vr) de A como:

SIGUIENTES(A) = {z € V; U{\} : S = aAy, z € PRIMEROS(y)}

Alternativamente, se puede definir como:
SIGUIENTES(A) = {z € Vo U{A\} : S = aAzj3}

Observacion. Esta definicion es la que se estudié en las clases tedricas. En las practicas, se
utilizé una versién en la que A no es un valor posible para SIGUIENTES.
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Intuitivamente, los siguientes de un simbolo no terminal A conforman el conjunto de sim-
bolos terminales que pueden aparecer inmediatamente después de A en una derivacién.

Para calcularlo, se puede iterar mientras los conjuntos de siguientes cambien, haciendo:

» Si una produccion es de la forma B — aA~y, agregar PRIMEROS(y) a SIGUIENTES(A).
Si ademads v es anulable, entonces agregar SIGUIENTES(B) a SIGUIENTES(A).

Corolario. (del Teorema[7.1) Una gramdtica libre de contexto G = (Vy,Vy, P, S) es LL(1) si,
y solo si, para todos los wA« tales que S % wA« y para todo par de producciones A — 3y

A = v, con B # vy, vale que:

PRIMEROS, () N PRIMEROS,(v) =0, si 3,y no son anulables.

(PRIMEROS:(8) U SIGUIENTES(A)) N PRIMEROS, () = 0, si 5 es anulable y v no.

PRIMEROS, () N (PRIMEROS: () U SIGUIENTES(A)) = 0, si v,y si vy es anulable y
B no.

(PRIMEROS:(8) U SIGUIENTES(A)) N (PRIMEROS:(v) U SIGUIENTES(A)) = 0,si
B, son anulables.

7.3. Simbolos Directrices

Definicién 7.5. Sea G = (Vy, Vr, P, S) una gramatica libre de contexto, y sean A € Viy, 3 €
(Vy U Vp)*. Se define la funcién de simbolos directrices SD : P — P(Vr) como

PRIMEROS(/3) si 8 no es anulable

SD(A = B) =
( b) {PRIMEROS(B) U SIGUIENTES(A)  si 8 es anulable

Observacion. Una gramética libre de contexto G = (Viy, Vip, P, S) es LL(1) si, y so6lo si, para
cada simbolo no terminal A € Vi y cada simbolo terminal a € Vp, hay a lo sumo una tnica
produccién A — [ tal que a € SD(A — f3).

Es decir: una gramatica libre de contexto es LL(1) si, y sélo si, la interseccion de los simbolos
directrices es nula, para cada subconjunto de sus producciones que compartan cabeza.

Esto da un método eficiente para determinar si una gramatica es LL(1) o no, y es la base
para el algoritmo de parsing LL(k).

7.4. Ambigiiedad
Teorema 7.2. Toda gramatica LL(k) es no ambigua.

Demostracion. Sea G una gramatica LL(k). Suponer que G es ambigua. Entonces, existe una
cadena w con dos derivaciones distintas:

S=>o=ay... = o, =W
L L L L

5?51?62'” :L>ﬁm:L>w
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Sea i el indice minimo tal que «; # B;. Luego, a;_1 = [;_1, por lo que el simbolo no terminal
mas a la izquierda es el mismo en «;_; y en 5;_;. Entonces:

*
S=>a_1 = w
L L

*

=

L
S = B = w
Lﬁzl :L> 6@?

w = w

Sin embargo, se cumple «; # f3; por cémo se eligié i. Por la definicién [7.3] la gramética G' no
es LL(k). Esto contradice lo que se supuso al principio. Por lo tanto, G es LL(k). ]

7.5. Recursividad a izquierda

Teorema 7.3. Toda gramdtica LL(k) sin ciclos y sin simbolos initiles es no recursiva a
tzquierda.

Demostracion. Sean k > 1 fijo, G = (V, Vi, P, S) una gramatica libre de contexto. Se extiende
a G con el simbolo no terminal S;, y el simbolo terminal L, tales que S, — S1*F € P.

Suponer que G es recursiva a izquierda. Luego, existen reglas de la forma A — v, A — B,
con v # BB,y B = Aa, donde A € PRIMEROS(). Por lo tanto, A = Aa.

Entonces,
Sp = zA... = zBf... > rAdk.. = zydf. Dz

Sy = zA... = xBf... > rAd*.. = xBBd". D 1z

(esto ultimo es porque x BB a... = rAaf ! = zyaft. S x2..)

Como 2z = z, y |z| > k, pero v # B3, entonces usando la definicién se concluye que la
gramatica no es LL(k). Esto es absurdo, ya que la hipétesis del teorema era que G es LL(k).
Esta contradiccién proviene de haber supuesto que G era recursiva a izquierda, por lo que no
lo es. [

7.6. Relacion entre Lenguajes LL y Autématas de Pila Determinis-
ticos

Teorema 7.4. Sea L un lenguaje LL(k). Entonces, existe un autdmata de pila deterministico
(APD) M con un solo estado, que reconoce a L, i.e. L = L(M).

Demostracion. Ver el paper Notes on top-down languages, publicado por R. Kurki-Suonio.

Conceptualmente, se demuestra de manera similar al Teorema[5.5] pero usando una gramati-
ca LL como la descrita en el Teorema[7.5] y una funcién de transicién § : @QxXxI' — @xI™*. O

La idea del autémata de pila del Teorema no es recordar la cadena que le fue provista
inicialmente, sino la descripcién actual para lo que falta consumir de la cadena (el simbolo més
a la izquierda de esta subcadena estd en el tope de la pila). En un paso, el autémata reemplaza
el tope por una cadena (posiblemente vacia), y puede aceptar el siguiente simbolo de entrada.
El paso a seguir depende del simbolo que se encuentre en el tope de la pila, y de los siguientes
simbolos a ser consumidos.
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7.7. Resultados sobre lenguajes y gramaticas LL

Los siguientes resultados sobre gramaticas libres de contexto no recursiva seran utilizados
para probar el Teorema [7.5}

Proposicién 7.1. Sea G = (Vy, Vr, P, S) una gramdtica libre de contexto no recursiva. Eziste

una constante c tal que si A :L> wBa, y |w| =n, entonces i < "L,

Demostracion. Se demuestra en el Lema m

Lema 7.1. Sean G = (Vy,Vr, P,S) una gramdtica libre de contexto, y k > 1 un nimero
entero fijo. Se extiende a G con el simbolo no terminal Sy y el simbolo terminal 1, tales que
Sy — SL1*¥ € P. Entonces, G es LL(k) si, y sélo si, cuando vale que:

S, = zAaf = zonaf = xz...
S, = yAay = yosay = yz...

, con |z| =k, y Aa deriva una cadena de simbolos terminales de longitud mayor o igual que k,
esto implica que cv; = aig.

Teorema 7.5. Todo lenguaje L que es LL(k) admite una gramdtica LL(k) tal que si vale

Sy = rAa = raja = 2.
S, = yAS = yauf = yz...

con |z| = k, entonces ay = .

Demostracion. Suponer que G es una gramatica LL(k) para el lenguaje L. En caso de ser
necesario, dar por transformada la gramatica G considerando nuevos simbolos no terminales
para A en caso de que o y 3 generasen distintos primeros k simbolos terminales, y S, = zAaq,

Sea m(«) la longitud de la cadena mas corta de simbolos terminales que se puede derivar
a partir de a. Sea K el conjunto libre de prefijos de palabras de a tales que S = ...a..., con
m(a) > k y tal que m(a’) < k para toda o’ subcadena propia de .

Por el Lema [7.2] la cantidad de elementos distintos en K es finita. Asi, para cada a € K,
considerar los pares (A4, a) y un nuevo simbolo no terminal A,. La produccién S, — S1* se
reemplaza por S, — S| L*. Por otro lado, cada produccién de la forma A — /3 se reemplaza
por A, — [, donde [, se obtiene reemplazando en [ sus simbolos no terminales por los
correspondientes nuevos simbolos no terminales:

s si = B, entonces 3, = B,.
» si f =z, entonces (3, = .

= si f =0, tal que m(0) > k, entonces by, = 7s(5,)0a, donde s(d,) es el prefijo de d, que
estda en K.

Se puede ver que esta nueva graméatica también es LL(k), y que es equivalente a la original:
cada secuencia S = & = & = ... = &, de la nueva gramética, corresponde exactamente a
una secuencia Sy = o = ap = ... = ,, en la gramatica original, tal que a; se obtiene de &;
borrando los subindices a de los simbolos no terminales nuevos.
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Ademés, la nueva gramética se construye de manera tal que S = xA,¢ implica que en la
gramatica original S, = zAaf3, con aff obtenida borrando los subindices en &.

Suponer ahora (con el objetivo de llegar a una contradiccién) que & # &, y que, con |z| = k,
en la gramdtica nueva vale que:

Sy = A = 266 S 22
Sy = yAav = yov = yz...

Entonces, en la gramatica original vale que oy # an, y que con m(a) > k y |z| = k, ocurre
que:
S, = zAaf = ronaf = vz

S = yAay = yosay = yz...
, donde a, ag, a3, ay se obtienen de &, &5, &, v borrando los subindices.

Esto contradice, por lo visto en el Lema [7.1], el hecho de que una gramatica libre de contexto
es LL(k) exactamente cuando:

S = zAaf = zoqof = xz...

S = yAay = yasay = yz...

, con |z| = ky Aa derivado de una cadena de terminales de longitud mayor o igual que k,
implica que a; = ap. La contradiccion proviene de haber supuesto que & # &, con lo cual lo
contrario es cierto. O

7.8. Parsing LL(1)

Al momento de hacer el analisis sintactico de una cadena de un lenguaje LL, se suele
extender la gramatica G = (Viy, Vp, P,S) con un simbolo no terminal inicial S’, y un simbolo
terminal $, con la producciéon S” — S$ para poder reconocer el final de la cadena de entrada.

Un parser LL(1) reconoce las cadenas de entrada leyendo de izquierda a derecha, ha-
ciendo siempre la derivacion mas a la izquierda. El resultado es un arbol de derivacién
top-down: partiendo del simbolo distinguido, hasta llegar a las hojas (los tokens de la cadena
de entrada).

La idea del parsing LL(1) seré iterar en la cadena de entrada, hasta que se la reconozca por
completo, o se llegue a un error. Para eso:

1. Empezando desde el simbolo inicial, se identifica el token corriente, el simbolo a reconocer
en cada paso.

2. Se identifica qué produccion lo reconoce, utilizando los simbolos directrices.

3. Se toma esa produccion, y se reconocen todos los tokens corrientes posibles, hasta llegar
a un nuevo simbolo no terminal, momento en el que se repite el proceso.

7.8.1. Tabla LL(1)

Dada una gramdtica G = (Vy,Vr, P,S), la tabla LL(1) es una matriz M de dimension
V| x |[Vr U {$}], en la que

M(Aja)=A— B & ac SD(A— )
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Ejemplo 7.5. G = ({S, A, B},{a,b,c}, P,S), con P dado por:

S — AB
A—aAlca
B — bB | cb

Calculando simbolos directrices:

A — aA) ={a}

A — ca) ={c}

B — ¢b) = {c}

SD(
SD(

« SD(B — bB) = {b}
SD(
SD(S — AB) = {a, c}

Armando la tabla LL(1):

S| S— AB S — AB
Al A—aA A= ca
B B—bB| B—cb

Algoritmo para construir la tabla LL(1)

1. for each A -+ a € P do

2 for each a € PRIMEROS(«) do
3 M[A,a] < M[A,a)| U{A — a}
4: end for

5: if A € PRIMEROS(«) then
6: for each b € SIGUIENTES(A) do
7 MI[A,b] + M[A,b|U{A — a}
8

9

end for

: if $ € SIGUIENTES(A) then
10: MIA,$] + M[A,$]U{A — a}
11: end if
12: end if
13: end for
14: for each A,a| M[A,a] =0 do
15: MI[A, a] < error
16: end for

7.8.2. Algoritmo de Parsing

Conceptualmente, para construir un parser LL(1) para una gramética G = (Viy, Vi, P, S),
es:
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1. Corregir la gramatica si fuera necesario, para eliminar ambigiiedades.

2. Construir la tabla LL(1) (i.e. calcular simbolos directrices de todas las producciones).
Construir una tabla con tres columnas: pila, cadena y produccién.

Escribir en la columna cadena, la cadena de entrada seguida del simbolo $.

Escribir en la columna pila el simbolo inicial S seguido de $ (tope de la pila).

SEE AN S

Iterar hasta hacer match con $, consumir toda la cadena y vaciar la pila:
= Si el tope de la pila es un simbolo terminal y coincide con el token corriente, entonces
la accién es match, y se desapila el tope de la pila.

= Si el tope de la pila es un simbolo terminal y no coincide con el token corriente,
entonces se rechaza la cadena.

= Si el tope de la pila es un simbolo no terminal, elegir la produccion que tiene al token
corriente entre sus simbolos directrices, desapilar el tope de la pila y apilar el cuerpo
de dicha produccién.

= En otro caso, se rechaza la cadena.
Maés formalmente, el algoritmo consiste en:

» Entrada: matriz M (tabla LL(1)), cadena de entrada w$.

= Salida: lista de producciones de la derivacién S %

Algoritmo de parsing LL(1)

1:
2:
3:
4:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

apilar S$
tc < puntero a la primera posicién de w$
repeat
a < simbolo apuntado por tc
X <+ tope de pila
if X € VpU{$} then
if X =a then
desapilar X
avanzar tc
else
reportar error
end if
else
if M[X,a]=(X — Y1Y5...Y)) then
desapilar X
apilar Y1Y5...Y,
emitir X — Y1Y5...Y},,
else
reportar error
end if
end if
until X = $
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7 Lenguajes y Parsing LL

7.8.3. Complejidad del algoritmo de parsing LL(1)

Lema 7.2. Sea G = (Vy,Vr, P,S) una gramdtica libre de contexto no recursiva. Existe una

constante c tal que si A :2> wBa y |w| =n, entonces i < "2

Demostracion. Sea k = |Vy|. Sea A el arbol de derivacién para la derivaciéon més a la izquierda
de A % wBa.

B

w na

Sea ng el nodo en A con etiqueta B. Por ser una derivacién més a la izquierda, todos los
caminos a la derecha del camino desde la raiz hasta ng son de longitud menor o igual a este.

Suponer que existe un camino de longitud mayor o igual que k x (n+ 2) nodos desde la raiz
a la hoja:
A = Q1 Ok(n2) = wBa«a

Considerar la derivacién
A= o= ... = o
L L I

Qp = ... =
kL 7 2k

« = .= «q
(n+D)k 7 7 Xn+2)k

Aqui hay n + 2 segmentos de k derivaciones. Como |wB| = n + 1, es imposible que cada
uno de estos segmentos produzca uno o mas simbolos de wB. Por lo tanto, hay al menos uno
de estos segmentos que no produce ningin simbolo.

Entonces, en el arbol A hay un camino de nodos ny, ..., ;1 que no produce ningin simbolo
de wB. Para cada j = 1,...,k, todos los descendientes directos del nodo n; que estan a la
izquierda de nj;1 en el arbol, derivan en A; es decir que se anulan.

Como cada uno de los nodos nq,...,n;11 tiene como etiqueta a un simbolo no terminal,
entonces necesariamente hay dos nodos con la misma etiqueta (recordar que k = |Viy|). Sin em-
bargo, esto contradice el hecho de que la gramatica no es recursiva a izquierda. La contradiccién
proviene de suponer que el arbol A tiene un camino de longitud mayor o igual que k x (n+2).
Luego, eso no ocurre.

Sea ¢ el maximo nimero de simbolos en el cuerpo de una produccion de GG. La cantidad
de nodos del &rbol de derivacién A es entonces a lo sumo ¢+ Por lo tanto, si A :£> wBa,

entonces i < (*"+2) Tomando, ¢ = ¢*, termina la demostracion. O
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7 Lenguajes y Parsing LL

Corolario. Sea G = (Vy,Vr, P, S) una gramdtica libre de contexto no recursiva. Erxiste una

constante ¢ tal que para todo par de simbolos no terminales A, B € Vy, si A % Ba, entonces

i < 2.
Observacion. El corolario es el caso particular del Lema cuando w = A.

Teorema 7.6. El algoritmo de parsing LL(1) realiza una cantidad de operaciones lineal en el
tamano de la entrada.

Demostracion. La cantidad de pasos que realiza el algoritmo para aceptar una cadena w surge
de la cantidad de iteraciones del ciclo. Dado que en cada iteracion se desapila un simbolo de la
pila, se contara la cantidad de veces que se desapila.

Sea n = |w]|. El algoritmo requiere que cada uno de los n simbolos terminales sean desapi-
lados.

Dado que la gramética es LL(1), no es recursiva a izquierda. Luego, no hay derivaciones de
la forma A ;LS Aar.

Por lo tanto, basta con acotar la cantidad de pasos en las derivaciones de la forma A % Ba,

con A # B. Por el Lema (en particular, por su corolario), este nimero de pasos se puede
acotar por una constante c. Entonces, el algoritmo desapila a lo sumo (¢ + 1) x n veces. O

7.9. Gramaticas extendidas FLL

Las gramaticas extendidas y los métodos ELL permiten escribir producciones usando ex-
presiones regulares, y generar parsers descendentes (top-down) iterativos-recursivos.

Definicién 7.6. Una gramaéatica extendida es una 4-upla (Vy,Vr,p,S), con p : Vy —
ER(Vx U V) (donde ER(X) es el conjunto de las expresiones regulares que se pueden for-
mar con el conjunto X) una funcién parcial (puede haber elementos del dominio que no se
relacionen con ningin elemento del codominio, ya que no todo simbolo no terminal es cabeza
de una produccion).

Se puede transformar una gramatica LL en una extendida FLL y viceversa. Ademaés, cada
expresion de gramatica extendida se corresponde a un fragmento de codigo para generar el
parser iterativo-recursivo:

| E | Cod(E) | E no extendida |
A skip; A
a match(a); a
R? if(tc in Primeros(R)){ Cod(R) } X—R| A
Rx* while(tc in Primeros(R)){ Cod(R) } X— RX| A
R+ do { Cod(R) } while(tc in Primeros(R)) | X — RR*
RiR>...R, Cod(R;); Cod(R,); ... ; Cod(R,); RiR...R,

if(tc in SD(A — Ry1)){Cod(R:1)}

elif(tc in SD(A — Ry)){Cod(R:)}

R1|R2||Rn X—}R1|R2|

else error
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Para transformar una gramatica extendida en su gramatica no extendida correspondiente
(lamada gramatica derivada), se sigue el siguiente procedimiento; para cada expresion, reem-
plazar cada subexpresién que contenga un operador *, |,+,? (yendo desde las mas externas a
las mds internas) por un simbolo no terminal nuevo, agregando las producciones que hagan
falta; hacer esto hasta que no queden simbolo por reemplazar.

Observacion. Si EG es una gramdtica extendida y su gramética derivada G es LL(1), se di-
ce que EG es ELL(1). Ademas, el parser iterativo-recursivo generado con Cod() reconocera
exactamente las cadenas de L(EG).

7.10. Fuentes
» Verdnica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 9. Primer cuatrimestre, 2022.
» Verdnica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 10. Primer cuatrimestre, 2022.
= Natalia Pesaresi. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 9. Primer cuatrimestre, 2022.

» Sabrina Silvero. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 10. Primer cuatrimestre, 2022.
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8. Lenguajes y Parsing LR

8.1. Graméticas LR (k)

Las gramaticas LR(k), con k > 0 un nimero entero, son gramaticas libres de contexto
no ambiguas, para las cuales: dada una expresion de L£(G), se puede hallar su derivacién
mas a la derecha de forma bottom-up, de manera tal que en cada paso de la derivacién, la
produccion elegida queda determinada por los simbolos ya leidos de la cadena de entrada, y k
simbolos adicionales més (llamados lookahead). De esta forma, cada paso de la derivacién se
resuelve en tiempo constante.

Los lenguajes LR(k) son exactamente los lenguajes aceptados por autématas de pila
deterministicos (APD).

Sea G = (Vy, Vr, P, S) una gramadtica libre de contexto no ambigua. Considerar la gramatica
extendida G' = (Vy U {5}, Vp, PU{S — S}, 5). Sea w € L(G); como G es no ambigua,

existe una unica secuencia de formas sentenciales de G’ ag, o, ..., a,, tal que o; ? Quy1, para
i=0,1,....,m,conag =S5"y a,, = w.

El parsing a derecha de w es la secuencia de las m producciones usadas en la derivacion de
w. Las graméaticas LR(k) aseguran que cada «a; es determinable a partir de los k simbolos més
de la entrada w ademas de los ya leidos.

Definicién 8.1. (Gramatica LR(k)) Dada una gramatica libre de contexto G = (Vy, Vp, P, S),
se define la gramdatica aumentada G' = (Vy U {S'}, Vp, PU{S" — S},57). Se dice que G es
LR(k), con k > 0 entero, si las siguientes tres condiciones:

S S aAz... = afz...
R R
S" S yB...= afz...
i R B
|2 = k
, 0 bien las siguientes tres condiciones:
S' S aldz = afz
R R
S" S yB... = aBz
i R B
2| < k

, implican que « = vy A = B.

Ejemplo 8.1. G = ({S5',S},{a}, P,S"), con P dado por:
S'— S

S — Sala

Para decidir si G cumple la definicion de LR(1), hay que considerar todo par de derivaciones
de uno o mas pasos. Hay 3 casos:

1. Sea ¢ > 0. Considerar el siguiente par de derivaciones:
S'=S=a
R R

S = Sa = ad’
J4 J
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La tinica asignacion posible para reemplazar en la definicién de LR(1) es tomar aw = 7 = A,
A= B =95, = a. Como no hay z de longitud 1 coincidente, no hay que verificar
esa condicion, concluyendo entonces que este par de derivaciones es consistente con la

definicién de LR(1).
2. Sean j,¢ > 0. Considerar el siguiente par de derivaciones:
S’ = Sal = ad’
R R
S’ 2 Saitt = aaltt
R R
Se cumple la condicién de LR(1) para z = a tomando « =y =X\, A=B =95, f =a.
Por lo tanto, este par de derivaciones también es consistente con la definicién de LR(1).
3. Considerar el siguiente par de derivaciones:
=9 =9
R

i
S'= S = Sa
E" R

No hay un z de longitud 1 coincidente, por lo que no hay que verificar esa condicion.
Luego, este par de derivaciones también es consistente con la definicién de LR(1).

Por lo tanto, se concluye de los tres casos que G es LR(1).

Ejemplo 8.2. G = ({5, 5, A, B},{a,b,c}, P,S"), con P dado por:

S'— S

S — Ab| Be
A— Aal| X
B — Ba| A

Notar que para todo k > 0, vale que:
S = Adfb = a*b
R R
S" = Bd*e = dfc
R R

Asi, se tiene que para z = a* de longitud k, vy 8 = A, no se cumple la condicién de la
definicién de LR(k), ya que A # B.

Notar, por otro lado, que G es recursiva a izquierda, por lo que no puede ser LL(k) para
ningin k. Sin embargo, el lenguaje generado por G es L(G) = a*b | a*c, que es claramente
regular, por lo que admite una gramatica LL, y también una LR.

8.2. Ambigiiedad

Teorema 8.1. Toda gramdtica LR es no ambigua.
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Demostracion. Por el absurdo: suponer que existe una gramatica libre de contexto G' = (Vy, Vi, P, S)
tal que G es LR(k) y es ambigua. Luego, por definicién existe una cadena w con dos derivaciones
(més a la derecha) posibles:

651

R
5?51

Sea i el menor indice tal que ay,—; # Bp—i. Sea y = a,_—1) (por la eleccién de i, también
y = 5m_(i_1))- Entonces valen las derivaciones:

S :;> On—j ? Y
Sea z € V! el sufijo de mayor longitud de «,,_; (compuesto tinicamente por simbolos termi-
nales, o nulos), que también es sufijo de y. Dado que a,,_; # By, por definicién es imposible

que la gramética G sea LR(k). Esto contradice la hipétesis de que G era LR(k), por lo que era
falso que G fuera ambigua. O

8.3. Relacion entre Lenguajes LR y Autématas de Pila Determinis-
ticos

Teorema 8.2. Los lenguajes libres de contexto reconocibles por autématas de pila deter-
manisticos (APD) coinciden con los lenguajes LR(1).

Demostracion. No se di6 en clase. Ver [A&Uv2], Teoremas 8.10 (p.694) y 8.16 (p.701). O

8.4. Resultados sobre lenguajes y gramaticas LR

Teorema 8.3. Sea G = (V,Vp, P,S) una gramdtica LR(k), con k > 0 un ndmero entero.
Existe una gramdtica G' que es LR(1) y tal que L(G') = L(G)[]

Demostracion. No se di6 en clase; utiliza varios resultados previos, ver libro para detalles. [

Teorema 8.4. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una gramdtica LL(k), con k > 0 un nidmero entero. Si
G no tiene producciones initiles, entonces G es LR(]{:)E]

Demostracion. Suponer que la graméatica G es LL(k) pero no LR(k). Luego, existen dos deri-
vaciones mas a la derecha (en la gramatica extendida con 5”)

S’ % aAxy ? afry (10)

) J
' = 7By = 0y (11)

, tales que v0y = afz, para algin z, para el cual PRIMEROS,(z2) = PRIMEROS(z). Como
G no es LR(1), se puede suponer que aAzy # vBy.

6[A&Uv2] Teorema 8.16 (p.701)
"[A&Uv2] Teorema 8.1 (p.669)
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Si ocurriese que i y/o j sean 0 se tendria
gL =S
S' & By = SBy

, lo cual implicaria que G es recursiva a izquierda, con lo cual G no podria ser LL. Esto no
tendria sentido porque esa era la hipétesis. Por lo tanto, a partir de ahora se puede asumir que
tanto 7 como j son mayores que 0; luego, se puede reemplazar S’ por S en las derivaciones ([10)

y ().

Sean T, T, T~,Ts € Vi cadenas de simbolos terminales, derivadas a partir de o, 3,7,0
respectivamente, y tales que x,7372 = x,25y. Considerar las derivaciones mas a la izquierda
correspondientes a las siguientes derivaciones:

S % aAxy ? afry % TalpTy (12)
y
S = By = 10y = x,75y (13)
Especificamente sean
S % T An :L> To O % TaZan % TalaTy (14)
y
S % z,BO = 00 % T, x50 % Ty TsY (15)

, donde 7,0 € (Vy U Vp)* son las cadenas adecuadas.
Se puede proba que la secuencia de pasos en la derivacion S :Z> T An es la secuencia de

. o . . .« k . . . .
pasos inicial en la derivacion S :L> x,B0, o viceversa. Suponer que vale la primera posibilidad

(para la segunda, se procede de manera simétrica). Entonces, la derivaciéon se puede escribir
como
S % T An = TSN % x, B0 = 2,00 % z, x50 % Ty TsY (16)

Sea T el arbol de derivacién para ([16)), y sean n4,np los nodos correspondientes a A en
ro ANy a B en x,B0, respectivamente, como se ve en la Figura . Notar que ng puede ser un
descendiente de n4, y no puede haber superposicién entre zg y x5: o son disjuntos, o bien x5
es subcadena de xg3.

Considerar ahora las dos derivaciones mas a la derecha asociadas con 7T en la primera, T se
expande hacia la derecha hasta el nodo na, y en la segunda se expande hasta ng. Esta tltima
derivacién se puede escribir como

S = yBy = 76
7 TBY 7 Yoy

Es decir, la derivacion es la misma que ((11]). La derivacién més a la derecha hasta n4 es
S % o' Azy = o' By (17)

para algin «'. Se probara ahora que o = a.

Suponer que o’ = «, con el objetivo de llegar a una contradiccion sobre el hecho de que G es
LL(k). Si o/ = a, entonces 70y = o/ fxs = afSxs, con lo cual se puede usar la misma derivacion

8[A&Uv2] Lema 8.1
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Figura 12: Arbol de derivacién 7.

mas a la derecha para extender las derivaciones y hasta la cadena z x5y € V7. Pero
como se supuso que los nodos n4 y ng eran distintos, entonces las derivaciones y (17 son
también diferentes, con lo cual sus derivaciones extendidas también lo son. Luego, x5y tiene
dos derivaciones mas a la derecha diferentes, por lo que G' es ambigua. Esto contradice el hecho
de que G es LL(k), por lo que la suposicion o’ = « era falsaﬂ.

Ahora se mostrard que o’ = a.. Notar que o’ es la cadena formada concatenando las etiquetas
de la izquierda de los nodos de T cuyo ancestro directo es ancestro de n4. Considerar entonces
la derivacion mas a la izquierda , que tiene el mismo arbol de derivacion que la derivacion
mas a la derecha . Sea 7' el arbol asociado a . Los pasos de la derivacién hasta
llegar a x,An son los mismos que los de la derivacion hasta z,An. Sea n/, el nodo de
T’ correspondiente al simbolo no terminal reemplazado en |D en el paso r,An = ToM; sea

IT un preorder de los nodos intermedios del drbol T (secuencia de los nodos intermedios de
T en el orden en que los nodos se expanden en una derivacién més a la izquierda) hasta el
nodo nga, y sea I’ el preorder andlogo para 7' hasta n/y. El i-ésimo nodo en II se matchea
con el i-ésimo nodo en IT" por el hecho de que ambos nodos tienen la misma etiqueta, y que
sus correspondientes descendientes o bien estan matcheados o estan a la derecha de ny y n'y,
respectivamente.

Los nodos en 7' cuyo ancestro directo es un ancestro de n’y, tienen etiquetas que, concate-
nandolas desde la izquierda, forman «. Pero estos nodos estan matcheados con aquellos en T
que forman o/, con lo cual o/ = «, completando la demostracién. O

8.5. Parsing LR

El parsing LR(k) funciona de manera bottom-up, es decir, empezando por las hojas del
arbol de derivacién (los simbolos de la cadena de entrada), y terminando en la raiz (el simbolo
distinguido). Esto es distinto al parsing top-down utilizado en lenguajes LL.

La técnica consiste en hacer sucesivas reducciones, que lleven desde la cadena de entrada
hasta el simbolo distinguido. Como resultado, se obtiene la secuencia (en orden invertido) de
derivaciones méas a la derecha que producen la cadena dada.

9Esto no parece tener sentido, pero al leer la demostracién del libro, realmente parece que siempre dice
o' = a, y nunca o/ # a.
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Definicién 8.2. Sea G = (Vi,Vp, P,S) una gramética libre de contexto. Sea la siguiente
derivaciéon mas a la derecha para la cadena zw:

S = aAw = afw = zw
R R R

Se dice que la forma sentencial aSw puede ser reducida, usando la produccion A — (3, a la
forma sentencial aAw.

8.5.1. Pivote

Definicién 8.3. Un pivote (o handle) de una forma sentencial - es una pareja formada por
una producciéon A — S y una posiciéon en la cadena v donde ocurre (.

La reduccién reemplaza la ocurrencia de 8 por A, para producir una forma sentencial
anterior en la derivacion mas a la derecha de ~.

Si la derivacién es S’ ? aAw :R> afw, entonces el pivote es la produccion A — § y la
posicion |al + 1.

Observacion. La expresion w a la derecha de [ es una secuencia de tnicamente simbolos ter-
minales (porque las derivaciones son mas a la derecha).

La técnica de parsing determinista bottom-up que opera linealmente consiste en identificar
univocamente el pivote, y hacer una reduccion.

Ejemplo 8.3. G = ({5, S, A, B},{a,b,c,d, e}, P,S"), con P dado por:

S — S
S — aABe
A — Abc|b
B—d

Considerar la cadena w = abbcde, y su derivacion, en la que se subraya el pivote:

S'= S = aABe = aAde = aAbcde = abbcde
R R R i R

8.5.2. Prefijo viable

Definicién 8.4. Sea G = (Vi, Vz, P, S) una gramética libre de contexto. Se dice que un prefijo
de una forma sentencial es viable si no contintia mas alld del extremo derecho del pivote.

Dada una derivacién de la forma:

S = aAw = aBw
R R
Todos los prefijos de la cadena af son prefijos viables de la gramética G.

Observacion. En el proceso de parsing bottom-up, los prefijos viables son las cadenas que se
almacenan en la pila.
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8.5.3. Items LR(k)

Definicién 8.5. Sea G = (Vy, Vr, P, S) una gramdtica LR(k). Un item de G es una produccion
con un punto " en la parte derecha de la produccién, y una cadena de simbolos terminales de
longitud menor o igual que k.

Un item representa hasta donde se vio una produccion en el proceso de parsing, y como se
espera que continie la cadena de entrada.

Ejemplo 8.4. G = ({5, S, B},{a,b}, P,S"), con P dado por:

S'—= S
S — BB
B —aB|b

Los siguientes son items de G:

» [S7— .5, 9]
» [B— a.B,d
» [B—aB.,$§]

Definicién 8.6. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una graméatica LR(k). Dada una produccion A —
af € P,un ftem LR(k) [A — «.5,u], con u € V}y |u| <k, es un item valido para el prefijo
viable na si existe una derivaciéon mas a la derecha tal que

S % nAw = nafw y u € PRIMEROS,(w).

Con el fin de poder indicarle al parser el final de la cadena de entrada, se agregan los items
con u =%, y se exige que w = .

En el caso k =0, un item LR(0) [A — «.f] es vélido para el prefijo viable na si existe una
derivaciéon mas a la derecha tal que

S = nAw = nafw
Teorema 8.5. El conjunto de prefijos viables de una gramdtica LR(1) es regular.

Demostracion. Sea G = (Vi, Vp, P, S) una gramatica LR(1). Se define el autémata finito no
deterministico con transiciones A (AFND-\) M = (Q,Vx U Vr, 6, qo, @), donde:

= () es el conjunto de items LR(1) validos de G.
" g =[5 —.59
» 0:Q x (VrUVyU{A}) = P(Q) se define como:
e [A=a.XpBa 55 [A - aX.f3,4d]
2

e [A— a.Bpj,d [B — .7, 0]
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,paraa € Vp U{S$}, A,B € Vy, X € (Vr UVy), b € PRIMEROS(fa).

Como G es LR(1) (en particular es no ambigua), en cada paso hay una unica derivacion
mas a la derecha con un lookahead de un simbolo; por lo tanto, existe un autémata finito
deterministico M = (Q, Vx U Vr,d, G, @), donde:

s Q={Cl(g): g€ Q A Jae (VyUVr)*|q€ g a)
» Gy =CI\([Y —.5,9])
» 0:Q x (VyUVy) = Q definida por:

5(q, X) = U Cly ([A — aX.B,4a]), para X € (Vy U V)

[A—a.X B,a]€q

En la Figura , se puede ver un esquema de la funcién de transicién 6 del AFD M.

q d(q, X)

Figura 13: Funcién de transicién 4, con X € (Vi U Vy).

Y en la Figura [14] se puede ver el caso en el que el estado ¢ tiene al menos dos {tems.
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1= CL({[A— a.XB,a]}) 5(g, X) = Oy ({[4 = aX.B,a]})

[A — aX.3,d]

[B — .1, d]

donde ¢ € PRIMEROS(a) si 3= By y d € PRIMEROS(a)

Figura 14: Funcién de transicién 8, con X € Vy.

Notar que el conjunto de estados finales de M es todo el conjunto de estados Q. Por lo
tanto: ) . )
L(M)={ye (VNUVr)" :d(do,7) € Q}

Dado que q¢o = [S" — .5, %], entonces: [A — «.f8,a] € §(qo,7) si, y s6lo si, existe n €
(Vv UVp)* vy w e Vi tales que:

=y =na
. S’?S%n/lw?naﬁw
» PRIMEROS(w) = a. Notar que es posible que w = A y que a = §.
Luego, el lenguaje aceptado por el AFD M es:
L(M)={y € (VyUVp)*:v es prefijo viable de G}

, con lo cual es un lenguaje regular. O]

Observacion. El resultado probado en el Teorema 8.5/se puede generalizar a gramaticas LR(k).

8.6. Parsing LR

Los parsers LR se representan como un par de tablas: la tabla ACCION y la tabla IR. Para
construir estas tablas, es necesario armar primero el autémata finito deterministico (AFD) para
los prefijos viables.

8.6.1. Algoritmo de Parsing LR (1)

Sea G = (Vy, Vr, P,S) una gramética LR(1), y sea M = (Q,(Vy UVr),d, G, Q) un AFD
tal que el lenguaje reconocido por M es el conjunto de prefijos viables de G.
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8 Lenguajes y Parsing LR

Entrada: cadena ajas...a,$

Salida: sucesion de producciones de la derivacion mas a la derecha de la cadena de Entrada,
en orden inverso.

Pila: qoX141... XinGm, donde ¢ € Q, X € (Vy U V).

Tabla: ACCION: Q x (Vi U {$}) — {Desplazar ¢, Reducir A — j3, Aceptar, Error}:

» Si[A — a.aB,b] € ¢;,cona € Vp,elIR(g;, a) = g;, entonces ACCION(g;, a) = Desplazar q;.
= Si[A— ., a] € ¢, conac VrU{$}, A+# S entonces ACCION(g;, a) = Reducir A — a.
= Si[S" — S.,8] € ¢;, entonces ACCION(¢;,$) = Aceptar.

= En cualquier otro caso, ACCION(¢;,a) = Error (esto significa que se rechaza la cadena
de entrada).

Funcién: IR: Q x (Vy U Vy) — Q es la funcién de transicién 6(p, X) del AFD M:
» IR(q, A), para A € Vi, se usa en el algoritmo al apilar un estado en la pila.

= TR(q,a), para a € Vp U {$} , se usa para definir la tabla ACCION.

Algoritmo de parsing LR(1)

1: apilar g

2: tc <— puntero en la primera posicion de la entrada
3: repeat

4: q < estado en el tope de la pila

5: a < simbolo apuntado por tc

6: if ACCION(q,a) = Desplazar p then

7 apilar a

8: apilar p

9: avanzar tc
10: end if
11: if ACCION(q,a) = Reducir A — o then
12: desapilar 2|a| simbolos de la pila

13: p < tope de la pila
14: apilar A
15: apilar IR(p, A)
16: emitir A — «
17: end if

18: until ACCION(q,a) = Aceptar V ACCION(q,a) = Error

Observacion. Este algoritmo es exactamente igual para gramaticas LR(k) en general. Lo que
cambia es la construccién de la tabla ACCION. Por ejemplo, en LR(0) no hay lookahead, asi
que la construccion de la tabla es igual, pero los items no tienen el simbolo de lookahead al

final.
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8 Lenguajes y Parsing LR

8.6.2. Complejidad del algoritmo de parsing LR (k)

Para demostrar que el algoritmo de parsing LR(k) tiene complejidad lineal, es necesario
primero probar ciertos resultados sobre el computo en autématas de pila.

Notar primero que los autématas finitos (ya sea AFD o AFND) no se cuelgan: realizan una
cantidad de transiciones exactamente igual a la cantidad de simbolos de entrada. En el caso de
los AFND-), las transiciones A no permiten acotar la cantidad de transiciones, pero es posible
transformar un AFND-X en un AFND (que no se cuelga).

Respecto a los autématas de pila, la cantidad de transiciones realizadas por un APD no
esta acotada por el tamano de entrada, dado que depende también del contenido de la pila. Es
posible que un APD realice una cantidad infinita de movimientos A desde alguna configuracion.
Se dice que esas configuraciones ciclan:

Definicién 8.7. Sea M = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) un autémata de pila deterministico (APD).
Una configuracién (¢, w, «), con |a| > 1, cicla si:

(q,W;Oé) - (]91,W751) F (2, W, 52) -

, con |B;| > |af para todo i = 1,2, ....

Intuitivamente, una configuracion cicla si el APD realiza un nimero infinito de movimientos
sin leer ningtin simbolo de la entrada, y el tamano de la pila es de tamafio mayor o igual de lo
que era al principio.

Teorema 8.6. Sea M = (Q,%,T,0,q0, Zo, F) un autémata de pila deterministico (APD).
Eziste un APD M’ tal que L(M) = L(M"), y M’ no tiene configuraciones que ciclan.@

Demostracion. Como resultado intermedio, se usa que para un APD cualquiera (en particular,
para M):
VAcy,ael™: (quw,A)F (¢ e,e) = (qw,Aa) (¢, e, )

Este resultado (ver [A&Uvl] Lema 2.20 (p.172)) formaliza la nocién de que, en un instante
dado, lo que sea que se encuentre en el tope de la pila de un APD es independiente de lo que
esté por debajo de ese tope.

La funcién de transicion de M es § : Q x X x I' = @ x I'*. Suponer que en cada transicion
de M, se apilan menos de ¢ simbolos de T" (la cantidad de simbolos que se apilan debe ser finita
en cada paso). Entonces, la cantidad de transiciones sin ciclar es, a lo sumo,

(11 > rpr) "

A partir de esa cantidad, es posible definir un APD M’ que verifica que no pasa dos veces
por la misma configuracion. O]

19[A&Uv1] Teorema 2.22 (p.207)
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8 Lenguajes y Parsing LR

Teorema 8.7. El algoritmo de parsing LR(k) realiza una cantidad de operaciones lineal en el
tamario de la entradal’]

Demostracion. Sea ay...a,$ la cadena de entrada. En cada iteracion, el algoritmo realiza la
accion Desplazar o la accion Reducir.

Se define una C-configuracién (qo1G1.--TmGm, @;@is1...a,$) de tres tipos:

= inicial, (qo,a;...a,9).
= después de una acciéon Desplazar.

= después de una accién Reducir, en caso de que la pila haya disminuido su tamafo.

Se le asigna a cada C'-configuracién el valor

v = |simbolos de la pila| + 3|simbolos por leer]|

Asi, por ejemplo, la C-configuracién inicial tiene valor v = 1 + 3n.

Sean C y Cs dos C-configuraciones consecutivas. Hay dos posibilidades:

» (5 surge de una accién Desplazar (es decir, se leyé un simbolo de la entrada), y su valor
es 1 menos que el de C, o

» () surge de una acciéon Reducir, y su valor es 2 menos que el de C}, o menor.

Luego, dada una entrada de longitud n, si el algoritmo termina entonces pasa por a lo sumo
1 + 3n C-configuraciones.

Ahora se probard que entre dos C-configuraciones hay una cantidad constante de opera-
ciones. Para eso, se simula el algoritmo LR(k) en un autémata de pila deterministico (APD),
donde la pila del APD coincide con la del algoritmo.

Por el Teorema [8.0], si a partir de cierto momento un APD no reduce su pila y no lee més
de la entrada, entonces esta en un ciclo.

Como la gramatica es LR, para cada palabra del lenguaje generado por ella existe una tinica
derivacién més a la derecha (por ser no ambigua). Tampoco hay recursién a derecha, por lo
que el algoritmo de parsing no puede pasar dos veces por el mismo par (estado, tope de pila)
sin haber leido nuevos simbolos de la entrada. Por lo tanto, se puede afirmar que el algoritmo
no cicla.

Dado que la funcién de transicion del APD es d : Q x X xI' — @) x I, entonces suponiendo
que en cada transicion del APD se apilan menos de ¢ simbolos de I', se tiene que la maxima
cantidad de transiciones del APD sin ciclar, y sin leer de la cadena de entrada, es a lo sumo

(1l ) "

Se concluye entonces que el APD que simula el algoritmo de parsing LR(k) no entra en un
ciclo, por lo que la cantidad total de pasos en la derivacion para aceptar la cadena de entrada
es lineal en la longitud de dicha cadena. [

" [A&Uv1] Teorema 5.13
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8.6.3. Conflictos LR y variantes del algoritmo

Al momento de intentar realizar un parsing de una cadena mediante el algoritmo de parsing
LR(k), pueden surgir conflictos de dos tipos:

1. Shift-reduce: en un paso dado, se puede realizar la acciéon Desplazar o la acciéon Reducir.

2. Reduce-reduce: en un paso dado, hay dos producciones de la gramatica por las cuales se
puede realizar la acciéon Reducir.

Existen variantes de los algoritmos de parsing LR, que toman decisiones levemente distintas
para evitar estos conflictos. Por ejemplo, el parsing SLR (Simple LR) es una variante de
LR(0), que en vez de reducir en todas las columnas de la tabla ACCION como esta tltima,
reduce solo para aquellos simbolos terminales que pertenezcan a SIGUIENTES del simbolo no
terminal de la cabeza de la produccion a reducir. Para las otras columnas, se rechaza la cadena.
Intuitivamente, esto es para no hacer reducciones que no tendrian sentido.

Por otro lado, en el algoritmo de parsing LR(1), el autémata finito de los prefijos viables suele
tener una cantidad de estados grande, con lo cual las tablas también son grandes. Para achicar
un poco estas dimensiones, existe el parsing LALR, cuyo autémata tiene la misma cantidad
de estados que los de SLR o LR(0), pero mantiene informacién contextual como LR(1). La
idea del autémata LALR es unir los estados cuyos items tienen las mismas producciones pero
distintos simbolos de lookahead. Sin embargo, esta disminucién en la cantidad de estados trae

como costo que pueden surgir conflictos reduce-reduce que no aparecerian en la alternativa
LR(1).

Por 1ultimo, vale la siguiente relacion de inclusiones:

LR(0) c SLR Cc LALR C LR(1) € GLC no ambiguas C GLC

8.7. Fuentes

Veroénica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 11. Primer cuatrimestre, 2022.

Elisa Orduna. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 12. Primer cuatrimestre, 2022.

Elisa Orduna. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 13. Primer cuatrimestre, 2022.

Manuel Panichelli. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 14. Primer cuatrimestre, 2022.
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9 Parsing generalizado para Lenguajes Libres de Contexto

9. Parsing generalizado para Lenguajes Libres de Con-
texto

Para lenguajes libres de contexto en general, no existen algoritmos de parsing tan eficientes
como los estudiados para lenguajes LL o LR (que tenfan complejidad lineal). Para estos casos, se
utilizan algoritmos de parsing que funcionan en casos generales de lenguajes libres de contexto,
como los que se veran a continuacion.

9.1. Parsing de Cocke-Younger-Kasami

El algoritmo de Cocke-Younger-Kasami (CYK) realiza una cantidad de operaciones en el
orden de n3 (consumiendo espacio en memoria del orden de n?), siendo n el tamaifio de la
entrada. Se podria decir que se basa en programacién dinamica; debido a su eficiencia, no es
de gran utilidad practica (hay algoritmos mas eficientes), pero se lo estudia por su importancia
tedrica e historica.

Para empezar a describir el algoritmo, primero se debera recordar el concepto de forma
normal de Chomsky:

Definicién 9.1. Una gramaética libre de contexto (GLC) G = (Vy, Vr, P, S) estd en forma
normal de Chomsky si todas sus producciones son de la forma A — BC' o A — a, para
A B,Ce€Vy,a€cVp;ysiAe L(G), entonces S — A € P, pero S no aparece en el cuerpo de
ninguna produccion de G.

Dicho de otra manera, las GLCs en forma normal de Chomsky son aquellas cuyas produc-
ciones tienen a lo sumo dos simbolos en su cuerpo. Esto las hace particularmente convenientes
para trabajar, y vale que toda gramatica libre de contexto se puede transformar a forma normal
de Chomsky, usando el siguiente algoritmo.

9.1.1. Algoritmo para pasar a forma normal de Chomsky

Antes de mostrar el algoritmo en cuestién, se describird un algoritmo para remover produc-
ciones unitarias:

Algoritmo para remover producciones unitariasiﬂ

» Entrada: gramdtica libre de contexto G = (Vi, Vi, P, S), sin producciones \.

» Salida: gramadtica libre de contexto G = (V, Vi, P, S), sin producciones A y sin produc-
ciones unitarias, tal que £(G) = L(G").

» Procedimiento:
1. Para cada A € Vy, construir el conjunto Ny = {B € Vy : A = B} de la siguiente
manera:
a) Sean N_j := (), Ny :={A}, ei:=0.

b) Mientras N; # N;_1, incrementar i y definir NV; como N; 1 U{C € Vy : B —
C €P N BeN; 1}

12[A&Uv1] Algoritmo 2.11 (p.149)
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2. Sea Ny := N;
3. Construir el conjunto de producciones P’ de la siguiente manera:

e Si B— a € P,y no es una produccién unitaria, entonces agregar A — « a P’,
para todo A tal que B € Ny4.

Ahora si, la gramética G’ sin producciones unitarias sera entrada para el algoritmo usado
para pasar la gramatica a forma normal de Chomsky:

Algoritmo para pasar a forma normal de Chomskyﬁ

» Entrada: gramaética libre de contexto G = (Vy, Vi, P, S), sin producciones unitarias.

» Salida: gramatica libre de contexto G = (V{, Vp, P, S’} en forma normal de Chomsky,

tal que L(G) = L(G).
s Procedimiento: definir el conjunto de producciones P’ de la siguiente manera:

1. Agregar 8" — S.
2. Si A € L(G), entonces agregar S — .

3. Para cada producciéon A — X1 X5 € P, con X1, X5, 0 ambos en Vr (i.e. ya estd en
forma correcta), agregar
A— XX,

4. Para cada producciéon A — X;.. Xy € P, con k > 2y X; € Vy UVr (i.e. no estd en
forma correcta), agregar

A= X! (Xg.. X)

<Xk,2Xk> — X,lc_z <Xk,1Xk>
<Xk_1Xk> — XI;—I X;C

5. Si X; € Vr, entonces agregar X! — X;, pues X/ es nuevo (hay que agregarlo también
a V).

6. Si X; € Vi, entonces X! := X.

7. Para j =1,2,...,k — 1, son nuevos los simbolos no terminales (Xj...X}) (tuplas con
los simbolos originales), asi que hay que agregarlos a V.

» Complejidad: observar que V3| < |Vn| + |Vr| + € x |P|, donde ¢ es la maxima cantidad
de simbolos en el cuerpo de las producciones de P. El algoritmo realiza una cantidad de
operaciones lineal en |P| (hace ¢ operaciones béasicas por cada produccion, siendo ¢ una
constante de la gramédtica).

9.1.2. Algoritmo de construcciéon de la tabla CYK

Sea G = (Vy, Vi, P, S) una gramadtica libre de contexto en forma normal de Chomsky, y sin
producciones \. Sea w = ajas...a, la cadena de entrada. Observar que por la precondicion, la
gramatica G no tiene ciclos.

13[A&Uv1] Algoritmo 2.12 (p.151)
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El algoritmo CYK construye una tabla triangular 7 para w:
T = (tij)i<i<n,1<j<n—it1
Cada t; ; es un subconjunto del conjunto de simbolos no terminales Vy, definido por:
Aet,; & A =N Qi Qig 1. Qi j—1

La definicién de cada ¢, ; es:
tij={AeVy:A—BC € Pparaalgink, 1 <k <j,B€t;4,C € tirp—r}
Para el caso j = 1, se tiene:

ti71:{A€VN:A—>ai EP}

Por lo tanto,
weLG) & Set,

En caso de querer las derivaciones de w, se pueden reconstruir usando la tabla 7 (notar que
se construye una tabla por cada cadena de entrada).

Algoritmo Table Cocke- Younger-Kasasz

» Entrada: gramética libre de contexto G = (V, Vi, P, S) en forma normal de Chomsky,
sin producciones \, y w = ajas...a,, € V7 la cadena de entrada a parsear.

» Salida: tabla 7 para w, tal que ¢, ; contiene a A si, y sélo si, A =X it Qi j—1-
» Procedimiento:
1. Definir t;; . ={AeVy:A—a € P},parai=1,..,n.
2. Siyasecalculd t; y parai=1,...,ny j ' =1,...j — 1, entonces definir
tij={A€Vy:A— BC € Pparaalgink, 1 <k <j,B€t;,C € tispj i}

Notar que t; 5 v titr,j—k se calculan antes que ¢; ; porque 1 < k < j (el dltimo menor
es estricto), porloque k< jy j—k < j.
Notar también que si A € ¢; ; entonces:

+ +
A= BC = Qi Qg fo—1 C = Qi Qi fo—1 Qi k- - Ay j—1

3. Repetir hasta completar j =n — 7+ 1.

Ejemplo 9.1. G = ({S, A},{a,b}, P, S), con P definido por:
S — AA
S — AS
S—=b
A—SA
A— AS
A—=a

La tabla 7 para la cadena w = abaab es:

14[A&Uv1] Algoritmo 4.3
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AS
AS | AS
AS |S [AS
AS |A |S |AS
A S [A [A [S |
i=1|i=2|i=3|i=4 | i=5 |

l_l_\ﬁl_\_
R W | O

Recordar que T = (t; j)1<i<n,1<j<n—i+1, COL

ti’j:{XE{S,A}IX—)BC EP,BGti’k,CEti_Fk’j_k, 1§k<]}

Dado que a; = a3 = a4 = a, y as = a5 = b, se tiene:

ty =t31 = ty1 = {A}

ton =ts1 = {S}

tio=4{S,A: S — AS, A— AS, Act;1,5 €ta;}
too={A:A— SA, Secty,Acts;}
ts0=4{5:5 = AA, Act;1,Acty,}

t173 = {S 5 = AA, Ac t171,A - t272} U {A,S S — AA7 A— SA, A,S € tLQ,A c t371}
t2’3 = {S S = AA, A€ tQ,Q,A € t4,1}

Notar que S € t51, S € t32, pero no hay una produccién de la forma X — SS para agregar
a t272.

9.1.3. Correccion de la tabla

Teorema 9.1. E] Sea G = (Vy,Vr, P, S) una gramdtica libre de contexto en forma normal de
Chomsky, y sin producciones A. Sea T la tabla del Algoritmo CYK para la cadena de entrada
ai...a,. Entonces

Ae tiﬂ‘ s A é; Qi Qiy 51

Demostracion. Suponer que vale el resultado para todo ¢; procediendo por induccién en 5 > 0:

» Caso base: j = 1. Por definicién de 7 en el caso j =1, vale que A €t;; & A = a;.

= Paso inductivo: 7 > 2. Suponer que vale el resultado para j — 1. Por definicién de T, se
tiene que:

tij={A€Vy:A— BC € Pparaalgink, 1 <k <j B€t;y,C € tiyr;r} (18)

Viendo las dos implicaciones por separado:

« =) Suponer A € t; ;. Luego, por se tiene que A = BC' para algin k,1 < k < j,
BetiyyCetitrj

157A&Uv1] Teorema 4.6
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Por hipotesis inductiva, vale que:

Jr
B = aj...ai1p-1, Y
O =

= itk Qi kot j—k—1

Entonces:
+
A= Qe Qg j—1

o <) Suponer ahora que A = a;...a;4j—1. Entonces:
A= BC :+> Qg Qg5 —1

+ +
,con B = a;..a446-1y C = Giyi.Qigj_1.
Por hipétesis inductiva, B € ;5 y C € t;yk ;—k. Por lo tanto, A € ¢, ;.

Con eso queda probada la doble implicacion, y asi también el paso inductivo.

Con lo cual, vale el resultado para todo j > 0. O

9.1.4. Complejidad de la construccién de la tabla

Teorema 9.2. [ La construccién de la tabla T del Algoritmo CYK, para una cadena de largo
n, realiza una cantidad de operaciones en el orden de n?.

Demostracion. Sea T = (tij)1<i<n,1<j<n—i+1. Para fijar el valor de t1 1,t21, ..., t,,1, hacen falta
n inspecciones en P, el conjunto de producciones de la gramatica del algoritmo.

Sea j fijo; en el paso j se debe determinar el valor de ¢, ; para i =1,...,n — j + 1. En total
son n — 7 + 1 conjuntos.

Sea i fijo. Por definicién de la tabla, para determinar ¢; ;, es necesario examinar ¢; i y it j—k,
para k =1,...,j — 1, que ya fueron computados antes. En total son 2(j — 1) conjuntos.

Recordar que:
+1) nn+1)(2n+1)

Luego,

9.1.5. Algoritmo de parsing CYK

Visto cémo construir la tabla 7, se vera ahora el algoritmo CYK para parsear una cadena
para un lenguaje libre de contexto.

16[A&Uv1] Teorema 4.7
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Algoritmo Cocke—Younger—KasamiE

» Entrada: gramatica libre de contexto G = (Vy, Vp, P, S) en forma normal de Chomsky,
con las producciones numeradas con nimeros desde 1 a p; w = a;...a,, cadena de entrada;
tabla 7T para w.

» Salida: derivaciéon més a la izquierda para w, o Error.

» Procedimiento: Se define un procedimiento recursivo gen(i, j, A) para generar una deri-
vacion correspondiente a A :Z> a;...a;1+j—;. Asumiendo que S € t;,, el algoritmo debe
ejecutar gen(1,n, S); es decir, gen(i,j,A) coni=1,7=n,A=S.

o Casobase:sij=1, A€t;1, A— a; € P, emitir el nimero de esa produccion.

« Caso recursivo: si j > 1y A € ¢, ;, sea k el minimo indice tal que 1 < k < j y hay
Bety,yCe€titrjk A— BC € P (podria haber varias). Emitir el nimero de
esta produccion y ejecutar gen(i, k, B) seguido de gen(i + k,j — k,C).

9.1.6. Complejidad del Algoritmo CYK

Teorema 9.3. @ El Algoritmo de parsing CYK para una cadena de entrada de longitud n,
realiza una cantidad de operaciones en el orden de n?.

Demostracion. Sea G = (Vy, Vp, P,S) en forma normal de Chomsky, y 7 la tabla CYK para
la cadena w de longitud n.

Se probard por induccién en j que gen(i, j, A) requiere a lo sumo ¢; x j? operaciones, siendo
c1 una constante:

» Caso base: j = 1. Trivial.

» Paso inductivo: j > 2. Para los valores de k entre 1 y j — 1, revisar ¢; 5 y tiyj—i. Esto
lleva ¢y X j operaciones, para una constante cs.

Por hipétesis inductiva, gen(i, k, B) requiere ¢; x k? operaciones, y gen(i + k,j — k, B')
requiere ¢; x (j — k)?. Entonces

01X]€2—|—ClX(j—/{?>2+C2Xj201X(j2+2]€2—2j]€>+62><j
Como 1 <k < jyj>2, setiene que
2k* —2jk <2—-2j < —j

Entonces, tomando ¢; = ¢ en la hipdtesis inductiva, se obtiene que la cantidad de ope-
raciones en el paso j es

c1 % (52 +2k* — 25k) +co x j < ey X 2

17[A&Uv1] Algoritmo 4.4
18A&Uv1] Teorema 4.8
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9.2. Parsing de Earley

Dada una gramaética libre de contexto, el algoritmo de parsing de Earley realiza una cantidad
de operaciones en el orden de n?, y usa espacio en memoria del orden de n?, siendo n la longitud
de la cadena de entrada.

Sin embargo, una ventaja es que si la gramatica es no ambigua, la cantidad de ope-
raciones es del orden de n?. Ademds, para la mayoria de gramdticas que definen lenguajes de
programacién, es posible modificar el algoritmo para obtener una cantidad de operaciones y
espacio lineal en la longitud de entrada.

Es un método mas similar a lo visto en parsing LR, dado que funciona de manera bottom-up,
y encuentra una derivacion més a la derecha.

9.2.1. Item de Earley
Definicién 9.2. Sea G = (Vy, Vi, P, S) una gramaética libre de contexto, y sea w = ajas...a, €

V} una cadena de entrada. Se dice que [A — X1 X5.. Xy + Xgi1...Xpm, 7] es un item para w si
A — X1X5..X,, € P es una produccién de la gramatica, y 0 < i < n.

Observacion. Si la produccion es A — A, entonces el ftem es [A — -, i].

9.2.2. Algoritmo de parsing de Earley

Dada G = (Vy, Vp, P, S) una gramética libre de contexto, y una cadena de entrada w =
ay...a, € Vi, se construyen las listas de items ¢4, fo, ..., ¢, tal que

A—a-p,ilel; & 37,5]8%7145, ’y%al...ai ya%aiﬂ...aj

Luego, w € L(G) si, y s6lo si, hay un « tal que [S — a-, 0] € £,.

Algoritmo de Earleyﬁ

» Entrada: G = (Vy, Vp, P, S) una gramatica libre de contexto, cadena de entrada w =
ay...ap € V.

= Salida: listas ¢1, ls, ..., 0,
= Procedimiento:

1. Si S — « es una produccién en P, entonces agregar [S — -«, 0] a 4.

2. Si[A—a-BB,0l€lyy B — v, 0] €l (en particular, v puede ser \), entonces
agregar [A — aB - (3, 0] a {.

3. Si [A — «a- Bp, 0] € {y, entonces agregar [B — -y, 0] a £y, para toda produccién
B — v € P, si es que ain no se agrego.

4. Suponiendo construidas (1, (s, ..., ¢;_1, entonces: si [B — «a - aBf, i| € {;_1 tal que
a = a;, entonces agregar [B — aa - 3, i] a {;.

5. 81 [B—a-AB, kl€l;y [A— v, 1] €, entonces agregar [B — aA -, k] a {;.

197A&Uv1] Algoritmo 4.5
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6. Si [A — o - Bp, i] € {;, entonces agregar [B — -, j| a {;, para toda producciéon
B—~ eP.

b

Observacion. La consideracion de un item con un simbolo terminal a la derecha del punto
no produce nuevos items en los pasos 2, 3, 5 y 6.

9.2.3. Correcciéon del algoritmo

Teorema 9.4. | Sea G = (Vy,Vr, P, S) una gramdtica libre de contexto. Entonces [S —
a-, 0] € 4, si, y solosi, S—a € Py« % ay...an,.

Demostracion. No se di6 en clase, ver libro. O

9.2.4. Derivacién a derecha de Earley

Este es un algoritmo para obtener una derivacién mas a la derecha para la cadena de entrada
parseada.

Derivacién a derecha del Algoritmo de Earleyﬂ

» Entrada: gramaética libre de contexto G = (Vi, Vi, P, S) sin ciclos, con las producciones
numeradas con numeros entre 1y p; cadena de entrada w = ay...a,, y listas 1,0, ..., {,.

= Salida: derivacion més a la derecha de w, o Error.

» Procedimiento: si [S — a-, 0] € {,, entonces w € L(G). Fijando una variable global
7 := A, ejecutar la rutina R([S — «-, 0],n), que se define a continuacién, y emitir la
secuencia de producciones 7.

Rutina R([A — X;.. X,,-, 1], 7)

1: m < h x m, con h el nimero de la producciéon A — X;...X,,
2. k< m

3: j/ (—j

4: while k£ > 0 do

5: if Xy € Vr then
6: k< k—1
7 j—7 -1
8: else >ie X, e Vy
9: item < [Xy — -, 7] € {;, con ¢ algtin indice tal
que [A — X1 X5... X1 Xka, Z] S Ei’
10: Ejecutar R(item, j)
11: k<« k-1
12: R
13: end if

14: end while

20[A&Uv1] Teorema 4.9
21{A&Uv1] Algoritmo 4.6
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9.2.5. Complejidad del algoritmo

Teorema 9.5. @ Sea G = (Vy, Vip, P, S) una gramdtica libre de contexto, y sea w € Vi una
entrada de longitud n. Si G es no ambigua, entonces el Algoritmo de Farley construye las listas
01,0y, ... 0, en una cantidad de operaciones del orden de n*. Si G es ambigua, la cantidad es
del orden de n3.

Demostracion. (Idea) Cada lista ¢; tiene a lo sumo (j + 1)k items, siendo k una constante. Se
mantiene una lista enlazada entre todos estos items, y una tabla indicando si una producciéon
ya esta o no.

Ademads, se mantiene otra lista enlazada entre los items que comparten el simbolo a la
derecha del punto ’-’; esto sirve para aquellos pasos en los que se requiere buscar los items que
tienen un determinado simbolo a la derecha del punto.

Cuando la gramética es no ambigua, cada item se considera una tunica vez, y hay una
cantidad ¢ constante de operaciones a realizar para cada item. Los pasos 4, 5 y 6 del algoritmo
aseguran que la cantidad de operaciones es a lo sumo

ck(n+1)(n+2)
2

=cdn® € O(n?)

ci(j—l—l)k:

=0

[]

Teorema 9.6. [B| Si existe una derivacién mds a la derecha para w = aj...a,, entonces el
algoritmo de Earley la encuentra en una cantidad de operaciones en el orden de n?.

Demostracion. Recordar que, por definicion de las listas £1, ..., £,:

[A—a-6,ilel; & 37,5|S%7A5, v%al...ai ya%aiﬂ...aj

En ¢;, unir todos los items que tengan la misma segunda componente, en una lista. El acceso
y la consulta en esta lista debe ser posible en O(1). Este tipo de preprocesamiento se puede
realizar en O(n?).

Notar que la ejecucion de la rutina R([A — (-, i],j) lleva una cantidad de operaciones del
orden de (j — 7)?; el ciclo lleva || iteraciones, y en cada iteraciéon lo mas costoso es buscar el
indice ¢’ examinando j — i 4 1 listas (donde cada inspeccion se realiza en tiempo constante), y
por otro lado hacer la llamada recursiva a R(]..., i'],j"), donde j" — ' < j — 1.

La ejecucion de la rutina R([A — -, i],j) invoca recursivamente a R(]..., i'], ") a lo sumo
|P| x M veces (cada una de ellas con un valor distinto en el item), donde M es la maxima
cantidad de simbolos de una produccién de la gramatica.

El total de invocaciones a la rutina R es entonces a lo sumo (j — i) x |P| x M (una por
cada iteracién del ciclo, mas las invocaciones recursivas anidadas), lo cual es cuadrético en el
tamano de entrada. O

22[A&Uv1] Teorema 4.10
23[A&Uv1] Teorema 4.12
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9.3. Fuentes

» Verdnica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 13. Primer cuatrimestre, 2022.

= Verdnica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 14. Primer cuatrimestre, 2022.
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10. Gramaticas de Atributos

Las graméaticas de atributos son gramaticas libres de contexto extendidas con atributos,
reglas de evaluacion y condiciones.

La utilidad de estas extensiones es:

s Proveer sensibilidad al contexto.

= Dar semantica de lenguajes formales.

A cada simbolo de la gramatica se le asigna un conjunto de atributos; cada atributo tiene
un dominio de valores (e.g. enteros, caracteres, strings...). Considerando el arbol de derivaciéon
de la gramatica libre de contexto base, se puede decir que la gramatica de atributos puede
pasar valores de un nodo a su ancestro (atributos sintetizados) o a sus descendientes (atributos
heredados).

Més formalmente:

Definicién 10.1. Una gramatica de atributos es una 4-upla G4 = (G, A, V, R), donde:

» G = (Vy,Vr, P,S) es una gramatica libre de contexto no ambigua con todos sus simbolos
no terminales alcanzables.

= A es el conjunto de atributos, y es la unién de los subconjuntos A(X), los atributos
asociados al simbolo X € Vy U Vp.

= V es el conjunto de dominios de los valores de los atributos.
= R es el conjunto de reglas asociadas a cada produccion:
Xo.ao = f(Xl.G,l, ...,Xk.ak)

, con X.a denotando el atributo a del simbolo X, y f la funciéon que le asigna valor al
atributo ay a partir de los valores de los atributos aq, ...as.

10.1. Atributos sintetizados y heredados

El conjunto de atributos de un simbolo no terminal X estd compuesto de dos subconjuntos:
los atributos sintetizados S(X) y los heredados 1(X).

Definicién 10.2. Sea G4 = (G, A, V, R) una gramética de atributos, con G = (Viy, Vi, P, S)
la gramatica libre de contexto.

» Un atributo X.a se dice sintetizado si existe una produccén p : X — a y una regla
r € R para p, donde ocurre X.a.

= Un atributo X.a se dice heredado si existe una produccén p : Y — aX 5 y una regla
r € R para p, donde ocurre X.a.

Observacion. Sobre los atributos sintetizados y heredados:
1. El simbolo distinguido de la gramatica G no tiene atributos heredados.
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2. No puede haber un atributo que sea sintetizado y heredado simultdneamente, i.e. S(X)N
I(X) = 0.

3. Si w € L(G), entonces cada atributo tomard un valor.

4. En el arbol de derivacién de una cadena w, el valor de un atributo sintetizado en un nodo
se obtiene desde los nodos descendientes, y el valor de un atributo heredado se obtiene
de los ancestros o los hermanos.

10.2. Agregando sensibilidad al contexto

Considerar el lenguaje L = {a"b"c¢™ : n > 1}. Se vio previamente que L no es libre de
contexto (es dependiente del contexto).

Notar que L C L(a™h*cT), un lenguaje regular (se puede expresar como una expresion
regular). La gramatica libre de contexto G = ({S, A, B,C}, {a,b,c}, P,S) reconoce L(aTbTc"),
con producciones:

S — ABC
A—al|Aa
B —b| Bb
C—c|Cc

Utilizando un atributo sintetizado long para los simbolos no terminales A, B, C', se puede
controlar la cantidad de a,b,c que aparecen. En la Figura se puede ver un ejemplo de
derivacion. Esto mismo se puede conseguir también con atributos heredados.

Producciéon Regla

S — ABC' | condicién: A.long = B.long = C'.long
A—=a Along + 1

Ay — Asa Aj.long < As.long + 1
B —b B.long <1

B; — Bsb By.long < Bs.long + 1
C—c C.long + 1

Cy — Cye Ci.long < Cs.long + 1

Lo que se consiguié utilizando atributos en este ejemplo, es utilizar una gramatica libre de
contexto (extendida) para generar un lenguaje dependiente del contexto.

Observacion. Por lo mostrado recién, se puede afirmar que las gramaticas de atributos tienen
mayor poder expresivo que las gramaticas libres de contexto.
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S=ABC=ABCc=ABCcc=ABcce=ABbcce=>. .. = Aaabbbcece=-aaabbbcce
R R R R R R R R

—

condicion : Along == B.long == C.long

P N

A B C
long =3 long = 3 long =3
f(mq =2 a :’(mg =2 b f(mq =2 €
A \ \ C \
long=1 @ .Efm,q =1 b long=1 ¢
a b [

Figura 15: Arbol de derivacién para la cadena aaabbbcce usando atributos sintetizados.

10.3. Agregando semantica

Definicién 10.3. Sea G = (Vi, Vp, P, S) una gramética libre de contexto, y G4 = (G, A, V| R)
su gramatica de atributos. El significado de una cadena a € L(G) es el conjunto de los
valores de A(S), es decir los valores de los atributos (todos sintetizados) asociados al simbolo
distinguido S.

Para computar el significado de una cadena, es necesario un mecanismo de evaluaciéon de
los atributos. Se define entonces el concepto de drbol atribuido:

Definicién 10.4. Sea G = (Vy, Vi, P, S) una gramética libre de contexto, y G4 = (G, A, V| R)
su gramatica de atributos. Un arbol atribuido para G4 es un arbol de derivacion cuyos
nodos tienen etiquetas para (X, X.ay, ..., X.ax), donde {X.a4, ..., X.ar} = A(X) el conjunto de
atributos de la gramatica.

10.3.1. Grafo de dependencias y gramatica bien definida

Observacion. Las reglas R inducen dependencias entre los atributos que ocurren en cada pro-
duccion. El orden de evaluacion, si existe, queda parcialmente determinado por las dependencias
entre atributos. Si una G4 contiene dependencias circulares, la evaluacién de los atributos po-
dria no ser posible, ya que puede no haber un orden de evaluacion.

Definicién 10.5. (Grafo de dependencias de una produccion) Sea G = (Vi, Vp, P, S) una
gramética libre de contexto, y G4 = (G, A, V, R) su gramética de atributos.
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Para cada produccion p € P, se define el grafo de dependencias Dp: si una regla define el
atributo a en funcién del atributo b (y posiblemente en funcién de otros atributos), se escribe
la arista X;.b = X;.a.

Se define el grafo de dependencias D mediante la composicién de los grafos D,,.

Sipée PesdelaformaY — X;..X,,, v G; es un grafo dirigido tal que sus vértices son un
subconjunto de A(Xj;), entonces D,|G1, ..., Gy, es el grafo que surge de agregar en D, los ejes
de cada G;, asociandolos a los atributos del simbolo Xj.

Definicién 10.6. Una gramatica de atributos se dice circular si su grafo de dependencias
contiene al menos un ciclo.

Para definir el concepto de gramatica de atributos bien definida, recordar primero la defi-
nicion de orden topoldgico:

Definicién 10.7. Dado un grafo G = (V, E), un orden topolégico de G es un orden total de
todos sus vértices, de manera tal que cada vértice aparece exactamente una vez, y si (u,v) € F
entonces u precede a v en el orden, para todos u,v € V.

Definiciéon 10.8. Una gramatica de atributos estd bien definida si para todo arbol atribuido,
cualquier orden topoldgico de su grafo de dependencias resulta en un orden de evaluacién.

10.3.2. Algoritmo de detecciéon de circularidad

Como ya se menciond, para poder afirmar que existe un orden de evaluacién para los atri-
butos de una gramatica (y poder asi obtener el significado de una cadena), es necesario verificar
que el grafo de dependencias de la gramatica no tenga ciclos. Teniendo en cuenta que hay un
grafo por cada produccion, seria costoso verificar que todos estos grafos sean aciclicos con algin
mecanismo convencional.

Para eso se estudia el algoritmo de deteccion de circularidad estudiado, cuyo funcionamiento
es el siguiente:

1. Para cada produccién p € P, definir un grafo D), que contiene un vértice por cada
atributo asociado a la cabeza de la produccién p. La arista («, 5) pertenece al grafo si hay
dependencias directas entre a y 3 en D,, el grafo de dependencias para la produccién.

2. Repetir lo siguiente hasta que ningtin D,, cambie:

= Para cada producciénp : Y — X;...X,, y cada combinacién de producciones q, ..., ¢m
que puedan seguir en la derivacion:

a) Generar el grafo de D,[Dy ,...D, ].

b) Sipara un par de vértices a,b € V(D)) existe un camino entre ellos en ese grafo,
entonces agregar la arista (a, ) al grafo D).

3. Si hay algtin ciclo en alguno de los D,, entonces la gramédtica es circular.

Al finalizar, se demuestra que se cumple que:
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» Si existe una arista (a,b) en un grafo D}, es porque hay un camino desde a hasta b en

algiin arbol de derivacion; y eso significa que el algoritmo debe anadir la arista (a,b) a
D..
P

» Para una produccién p : X — a, el grafo D), captura todas las posibles dependencias
entre atributos de X que puedan surgir en cualquier arbol de derivacion parcial con raiz
X, que comience con esa produccion.

La observaciéon que hace posible este algoritmo es que: si hay un ciclo en algin grafo de
dependencias para un arbol atribuido, entonces hay un ciclo simple (que no repite vértices).
Entonces, en vez de revisar 2™*™ conjuntos de pares de atributos (que serfa la cantidad de
subconjuntos de dependencias), basta con revisar 2™*°9(™) = 1 x 2™ pares, siendo m la cantidad
de atributos de la gramatica.

Dada una gramatica de atributos G 4, el algoritmo produce una gramatica libre de contexto
G'. G4 es circular cuando una produccion admisible en G’, que participa en alguna derivacién
desde el simbolo distinguido de G’ hasta una cadena de simbolos terminales, es parte de un
ciclo simple (se la llama arco).

Gramadtica equivalente G': sea G4 = (G, A, V, R) la gramética de atributos correspondiente
aG = (Vy,Vp, P,S); se define la gramatica libre de contexto G' = (V{,, Vi, P’, S} de la siguiente
manera;

= Para cada produccion p de G4, cada simbolo no terminal X que ocurre en p, y cada
subconjunto D C {(a,b) : a,b € A(p, X)}, definir un simbolo no terminal (X, D) € V}.

» Para cada produccion p de G 4, definir las producciones Yy — Y7...Yy:

L4 }/ZGV]QUVT

o p es primero(Yy) — primero(Y7)...primero(Y})

Ejemplo 10.1. Dada G4 que contiene p = X — YZ, con A(X) = {a,b,c}, AY) =
{d.e, f.g,h}, A(Z) ={i,j}.

Considerando las siguientes dependencias:
(a,0), (a,e), (f,0), (f,9), (h,i), (i, 5), (4, c),

Entonces, los simbolos no terminales definidos para G’ serian:

= (Yi{(e, )}) (2, 4)})

a,¢)}) = (Y:{(e, f), (9, )}) (£, {(i,7)})
= (Y {le, /), (e, h), (9, 1)}) (2,0)
= (Y {(e, /)})(
- )

(
(i,4)})
(Y, {(d, h)}) (2,0)

Z.A
Z,0

Observacién. Sobre G':

. |G < 2161
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» Si G4 es una gramatica de atributos, y G’ es la gramatica libre de contexto definida, se
puede probar (por induccién en los drboles de derivacién parciales) que (X, D) deriva una
cadena de terminales en G’ si, y sélo si, X la deriva en G4 y para cada arista (a,b) en D,
hay un camino simple desde a hasta b en el grafo de dependencias.

Producciones admisibles: suponer que no existen atributos asociados a simbolos terminales
(sélo a no terminales). Sea m € P’ una produccién de G, y primero(w) la produccién de G 4.

Definicién 10.9. Dos atributos e y f (pueden ser iguales) estan m-relacionados cuando:

= hay un camino tnico desde e hasta f en el grafo de dependencias de GG 4, o bien
» (e,f) € Dy (X,D) ocurre en el cuerpo de 7.

Definicién 10.10. Una produccién 7 : (X, D) — ... se dice admisible si para cada (a,b) € D,
vale que (a,b) € 7" (la clausura transitiva de la relacién ).

Ejemplo 10.2. Con la informacién del Ejemplo [10.1] se tiene que:

(X, {(a,0)}) = (Y. {(e;n)}) (Z,{(i,5)}) es admisible, porque (a,c) € 7, ya que (e, h)
esta en el cuerpo de la produccion.

Yiile f),
Yi{le f),
(e, f)
(d, h)

R)}) (Z,{(i,7)}) es admisible.

Y. {(e, /)}) (Z,{(4,4)}) no es admisible, porque falta la conexién g — h.

(9,
(e,h),(g,h)}) no es admisible.
)
)

Y,{(d,h)})(Z,0) es admisible.

Ciclos y arcos: el algoritmo de deteccién de circularidad identifica las producciones admisi-
bles de G’ que forman un arco que cierra un ciclo simple. Se concluird que G4 tiene un ciclo
cuando hay alguno de esos arcos.

Definicién 10.11. Una producciéon 7 es un arco si existe al menos un atributo mencionado
en 7 que estd 7 t-relacionado consigo mismo.

Ejemplo 10.3. Siguiendo con el Ejemplo [10.1}
= Si en el grafo de dependencias hay un camino desde ¢ hasta a, la producciéon admisible
(X {(a,0)}) = (Y, {(e,;h)}) (Z,{(2,7)}) es un arco.

= Si en el grafo de dependencias hay un camino desde j hasta g y desde h hasta i, entonces
la produccion (X, 0) — (Y,{(g,h)}) (Z,{(4,7)}) es un arco, debido al ciclo g — ... = h —
1= .. =] —g.

Algoritmo de deteccion de circularidad

» Entrada: gramatica de atributos G 4.
» Salida: decision sobre la circularidad del grafo de dependencias.

s Procedimiento:
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1. Generar los simbolos no terminales de G'.
2. Generar las producciones de G'.

3. Verificar la admisibilidad de las nuevas producciones, revisando el grafo de depen-
dencias de las producciones originales.

4. Remover de G’ las producciones inttiles (aquellas que no participan en la derivacién
de un simbolo terminal, empezando desde el simbolo distinguido).

5. Si en G’ hay alguna produccion que sea un arco, responder G 4 es circular; en caso
contrario, responder G 4 estd bien definida.

Complejidad del algoritmo: en cada nimero, se describe la complejidad temporal del paso
correspondiente del algoritmo:

1. Si G4 tiene m atributos, hay 2™*™ posibles subconjuntos de dependencias. Entonces, |G|
es exponencial en |G4l.

2. Este paso se realiza en tiempo exponencial en |G 4].
Esto se hace para cada produccién, en tiempo exponencial en |G 4].

Esto se realiza en tiempo polinomial en |G'|.

AR

Alcanza con buscar los ciclos simples (por la observacién realizada al principio, que se
referfa a que si hay algin ciclo en uno de los grafos de dependencias para un arbol
atribuido, entonces hay un ciclo simple. Esto se realiza, entonces, en tiempo exponencial
en Gy4.

Teorema 10.1. La determinacion de si una gramdtica de atributos G4 es circular se puede
realizar con complejidad 2%, siendo n el tamano de G4, y d una constante que depende del
numero mazrimo de simbolos no terminales que aparecen en el cuerpo de las producciones.

10.4. Gramaticas s-atribuidas

La clase de gramaticas s-atribuidas es la més restrictiva de las gramaticas de atributos: s6lo
permite atributos sintetizados.

Definiciéon 10.12. Una gramadtica de atributos G4 = (G, A, V, R) es s-atribuida si el conjunto
de atributos heredados I(A) es vacio, y el grafo de dependencias directas de cada produccion
no tiene ciclos.

Observacion. Las gramaticas s-atribuidas se pueden evaluar en un solo recorrido ascendente
del arbol atribuido.

Teorema 10.2. Sea G4 = (G, A,V, R) una gramdtica de atributos bien definida. Existe una
gramdtica de atributos G'y equivalente a G 4o y que no contiene atributos heredados.

Demostracion. Primero, aplicar repetidamente a las producciones las reglas de factorizacion a
izquierda y eliminacién de la recursién a izquierda, para finalmente reemplazar los atributos
heredados por sintetizados.

Luego, reemplazar cada producciéon de la forma X — aY 52+ (donde un atributo heredado
de Y depende de atributos de Z y donde Y = t) por una de estas formas:
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s Forma 1:
X =Yy
Y' = atpZz
s Forma 2:
X — atY’
Y' = B2y

Notar que en las dos formas se cumple que los atributos de Y’ no heredan de X ni de Z. [

10.5. Gramaticas l-atribuidas

La clase de gramaticas [-atribuidas tiene como caracteristica que en cada producciéon p,
los atributos heredados de un simbolo X del cuerpo de p, dependen sélo de atributos de los
simbolos X; que aparecen a la izquierda de Xj.

Definicién 10.13. Una gramatica de atributos G4 = (G, A,V, R) es l-atribuida si es bien
definida y para cada produccion de la forma p : Xy — X1 X5...X,, se cumple que:

1. Sila arista (X;.a, X;.b) pertenece al grafo de dependencias de p, entonces 0 < i < j.

2. Sila arista (Xy.a, X;.b) pertenece al grafo de dependencias de p, entonces a es un atributo

heredado de Xj.

3. El grafo de dependencias de p es aciclico.

Observacion. Las graméticas [-atribuidas se pueden evaluar en un solo recorrido descendente,
de izquierda a derecha, del arbol atribuido.

10.6. Gramaticas de atributos ordenadas

Definicién 10.14. Una gramética de atributos es ordenada si para cada simbolo de la graméa-
tica, hay un orden sobre los atributos asociados a €él, tal que: en cualquier contexto del simbolo,
sus atributos se pueden evaluar en dicho orden.

Observacion. La verificacion de si una gramatica de atributos es ordenada se puede realizar en
tiempo polinomial en el tamafio de la entrada.

10.7. Traduccién Dirigida por Sintaxis

Las traducciones dirigidas por sintaxis (TDS) son otra forma de incorporar andlisis seman-
tico al parsing de una gramatica libre de contexto. Al igual que las gramaticas de atributos, se
basan en asociar atributos tipados a los simbolos de la gramatica, pero su definiciéon es de mds
bajo nivel.

Se asocia a cada produccién distintos fragmentos de codigo (no sélo asignaciones y con-
diciones como en las gramaticas de atributos, sino cualquier cédigo que compute algo). Esto
posibilita, por ejemplo, imprimir un resultado computado una vez que se obtiene su valor.
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Los bloques de cédigo van intercalados con el cuerpo de las producciones, y tienen el mismo
tratamiento que los simbolos no terminales en el arbol de derivacion. A diferencia de lo que
ocurria con las gramaticas de atributos, en las que el arbol atribuido tenia un posible orden de
evaluacion dado en base a las dependencias de los atributos, en las TDS el orden de parsing
queda determinado por el orden de las hojas del arbol, de izquierda a derecha. Asi, el orden
viene dado por la posicion de cada bloque de codigo en la produccion, y el programa se puede
construir a medida que se arma el arbol sintactico.

10.8. Fuentes

= Verénica Becher. Teoria de Lenguajes, Clase Tedrica 12. Primer cuatrimestre, 2022.
= Natalia Pesaresi. Teoria de Lenguajes, Clase Préactica 15. Primer cuatrimestre, 2022.

» Leonardo Cremona. Teoria de Lenguajes, Clase Practica 16. Primer cuatrimestre, 2022.
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11. Lenguajes Dependientes del Contexto y Lenguajes
Recursivos

11.1. MaAquinas de Turing

Las maquinas de Turing son un tipo de autémata que, ademas de estados y una funciéon
de transicion entre ellos, tiene una cinta infinita en la que puede escribir y leer con una cabeza
lecto-escritora. Asi, la cabeza puede moverse a la izquierda o a la derecha en la cinta, y puede
escribir un simbolo de un alfabeto preestablecido (o colocar un espacio en blanco, que serfa el
equivalente de borrar). La accién dependera de la posicion de la cabeza en la cinta, y de lo que
haya escrito en dicha posicion.

Al llegar a un estado final, la maquina contesta si la cadena analizada es reconocida o no.
Pero a diferencia de lo que pasa con los autématas vistos antes, en una maquina de Turing es
posible que la forma de rechazar algunas entradas sea no detenerse nunca.

Definicién 11.1. Una maquina de Turing (MT) es un autémata M definido por la siguiente
7-upla M =(Q, %, T, 9, qo, B, F') donde

= () es el conjunto (finito) de estados.
» " es el conjunto (finito) de simbolos de cinta.

= B el esel espacio en blanco.

3 C I' es el conjunto de simbolos de entrada, con B & X..

0:QxI' — QxTI'x{L, R} esla funcién de transicion.

qo € Q es el estado inicial.

= 7 C (@ es el conjunto de estados finales.

LY ‘(1

- i N e ———
B|B|B
q
~- 2 “
B|B[B
L]
|
q

Figura 16: Ejemplo de configuraciones instantaneas a;qas.

Definicién 11.2. Una configuracién instantanea de una maquina de Turing esta dada por
a1qag, con q € Q, y ay,as € I'* donde:
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= o7 es el contenido de la cinta desde su primera posicion hasta la posicion que esta a la
izquierda de la cabeza lecto-escritora.

= a5 es el contenido de la cinta desde la posicion de la cabeza lecto-escritora, hasta la
posicién del simbolo distinto de B (blanco) més a la derecha en la cinta, o hasta la
posicién més a la izquierda de la cabeza (la que quede més a la derecha).

11.1.1. Transiciones de una Maquina de Turing

Las transiciones de una méaquina de Turing (MT) M son tales que: si M estd en una
configuraciéon dada por Xi...X; 1¢X;...X,, (i.e. con la cabeza lecto-escritora en posicién i),
entonces es cierto que:

» sid(q, X;) = (p,Y, L) entonces:
e sil<i<n—1,

Xle—quzXn ]‘l} Xl---Xi—ZpXi—ly--Xn

e sii=n+l,
X1 XogB b XipX,Y

e si ¢ =1, no hay movimiento posible hacia la izquierda.

Koo K i e e oKy Ko oo K om e Xa

. T R niRRs 78 - Xiv o oeem e e KoY

B Y|L

Figura 17: Transiciones a la izquierda.

» sid(q, X;) = (p,Y, R) entonces:

e sil<i<n-—1,
quXzXz—‘ran ]\|7[ X1YpXH_1Xn

e sit=n+1,
X1..X,qBB AI;Xl...XanB
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Xoveoooo X Xiw-""'-ﬁ“ ) RSP @ (P K.\
’1 s
q P
X, YR

R Xy B B Xicvomeeim o Ky Y B
[}

B, Y|R

Figura 18: Transiciones a la derecha.
Definicién 11.3. El lenguaje aceptado por una maquina de Turing M se define como

E(M):{wEE*:quAbalpozg ,conp € Fyag,a €™}

11.1.2. Equivalencia entre Maquinas de Turing Deterministicas y No Determinis-
ticas

Al igual que ocurria con los autématas finitos (pero no con los autématas de pila), las
maquinas de Turing deterministicas reconocen los mismos lenguajes que las no deterministicas.

Teorema 11.1. Sea M una maquina de Turing no deterministica (MTND), y sea L el lenguaje
reconocido por la misma, i.e. L = L(M). Entonces, existe una maquina de Turing deterministica

(MTD) M’ tal que L = L(M').
Demostracion. Tener en cuenta:

= Para cada estado de la maquina M, existe una cantidad de transiciones que parten de él.

Sea r la maxima cantidad posible de transiciones que parten de un estado cualquiera en
M.

= Para cada estado, se numeran las transiciones que parten de él, con niimeros entre 1y r.

= Toda secuencia finita de enteros entre 1 y r puede ser interpretada entonces como una
secuencia de transiciones en la M'T M, partiendo desde el estado inicial ¢y. Notar que
algunas de estas secuencias no seran ejecutables, por no existir algunas de sus transiciones,
para algunos de los estados.

Sea M’ una méaquina de Turing con tres cintas:

» La primera cinta contendra la cadena de entrada, la cual no sera alterada.

= La segunda cinta contendrd una secuencia de enteros entre 1 y r, que correspondera a
una secuencia de transiciones a partir del estado inicial gq.
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= La tercera cinta se utilizara para simular la MTND M.
El funcionamiento de M’ sera el siguiente:

= Se generan secuencias de enteros entre 1 y r, en orden creciente segin longitud, y en orden
alfabético. Estas secuencias se iran escribiendo en la cinta 2. Para cada una de ellas, se
ejecuta los siguientes pasos hasta aceptar la cadena de la cinta 1:

e Borrar el contenido de la cinta 3.
o Copiar el contenido de la cinta 1 en la cinta 3.

e Simular la MT M en la cinta 3, ejecutando la secuencia de transiciones en curso
especificada en la cinta 2.

e Aceptar la cadena de la cinta 1 si se acepta la misma cadena en la simulacién
corriendo en la cinta 3.

» Cuando la cadena analizada no es aceptada por la MT M, entonces la M’ no se detendra.

]

11.1.3. Codificacion de Maquinas de Turing restringidas a un alfabeto binario

Sea M = (Q,{0,1},{0,1, B}, 4, ¢1, B, {g2}) una méquina de Turing, con @ = {q1, ¢z, .., ¢}
su conjunto de estados.

Si se nombra a los simbolos 0, 1 y B como X7, X5 y X3 respectivamente, y a los simbolos L
y R como Dy y D, respectivamente, se puede codificar cada transicién 6(g;, X;) = (qx, Xe, D),
conl1<,k<n1<7,0<3,1<m <2 como:

0°10710%1010™1
Y el cédigo binario para la maquina de Turing M serd entonces:

111 transy; 11 ... 11 trans, 111

, donde los trans; son las codificaciones para las transiciones.

11.2. Autématas Linealmente Acotados

Un autémata lineal acotado es como una méaquina de Turing, pero la cinta no es infinita,
sino que su longitud es igual a la longitud de la cadena de entrada (o tiene valor que depende
linealmente de dicha longitud).

Definiciéon 11.4. Un autémata linealmente acotado (ALA) es una 8-upla (M = @, 3, 1,0, qo, ¢, $, F),
donde:

= () es el conjunto (finito) de estados.
» [ es el conjunto (finito) de simbolos de cinta.

= Y C I es el conjunto de simbolos de entrada.
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¢,$ € I' son simbolos especiales.

0 es la funcién de transicion.

qo € @ es el estado inicial.

s FC Q es el conjunto de estados finales.

Este autémata es similar a una méaquina de Turing no deterministica (MTND), pero que tiene
las siguientes condiciones:

» FEl alfabeto de entrada incluye dos simbolos ¢, $, utilizados como topes izquierdo y derecho,
respectivamente.

» El ALA no se mueve a la izquierda de ¢, ni a la derecha de $, y tampoco los sobreescribe.

Definicién 11.5. El lenguaje aceptado por un autémata linealmente acotado M se define
como:

LM)={w:we (Z\{e,$})" A qoew$ Ali/[ aqf , para ¢ € F'}

11.3. Lenguajes Dependientes del Contexto

Recordando la definicién de una gramatica dependiente del (o sensitiva al) contexto:

Definicién 11.6. Sea G = (Vy, Vp, P, S) una gramatica. Se dice que G es dependiente del
contexto (GDC) si todas sus producciones son de la forma o« — 3, donde «, 5 € (Vy U Vy)* y

ol < 5]

)
L]
1

1)
1
I
1
I
I

Figura 19: Jerarquia de gramdticas (GSR: Gramaéticas Sin Restricciones; GDC: Gramaticas
Dependientes del Contexto; GLC: Gramaéticas Libres de Contexto; GR: Graméticas Regulares)

Observacion. Por definicion, las gramaticas dependientes del contexto no pueden tener reglas
borradoras: no es posible generar la cadena nula .

A partir de esto, se puede deducir que: toda GLC (gramética libre de contexto) sin reglas
borradoras (es decir, reglas de tipo A — \), también es una GDC.
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Entonces, se puede establecer la jerarquia de gramaticas de la Figura (jerarquia de
Chomsky). La linea que separa a las gramaticas libres de contexto de las graméticas depen-
dientes del contexto es punteada por la observacion previa.

11.3.1. Relacién entre Gramaticas Dependientes del Contexto y Autématas Li-
nealmente Acotados

Teorema 11.2. Sea L un lenguaje dependiente del contexto (es decir, L = L(G), con G una
gramdtica dependiente del contexto). Entonces eziste un automata linealmente acotado (ALA)
M tal que L = L(M).

Demostracion. Sea G = (Vy, Vp, P, S) la gramética que genera L. Construyendo una MTND
(méquina de Turing no deterministica) de dos cintas:

» La primera cinta contiene la cadena de entrada ¢w$, que permanece inalterada.

= La segunda cinta se utiliza para generar las formas sentenciales de la derivacién. En
cualquier instante, esta cinta contendra la forma sentencial a de la derivacién de la cadena
de entrada. Se inicializa con el simbolo distinguido S.

El ALA M operara de la siguiente manera:
1. Si w = A, entonces M se detiene, rechazando la cadena de entrada.
Seleccionar (en forma no deterministica) la posicién i dentro de .

Seleccionar (en forma no deterministica) la producciéon g — v € P.

Si 8 aparece a partir de la posicién ¢ en «a, entonces reemplazar 3 por v en a.

AR

Si la nueva forma sentencial « es tal que |a| > |w|, entonces M se detiene, rechazando la
cadena de entrada.

6. Comparar la nueva forma sentencial a resultante con la cadena de entrada w. Si a = w,
entonces aceptar w; si no, volver al paso 2.

O

11.3.2. Relaciéon entre Lenguajes Dependientes del Contexto y Lenguajes Recur-
sivos

Teorema 11.3. Todo lenguaje dependiente del contexto L es un lenguaje recursivo. Es decir,
existe un algoritmo que permite decidir la pertenencia de toda cadena al lenguaje L.

Demostracion. Sea G = (Vy,Vr, P, S) una gramatica dependiente del contexto tal que L =
L(G). Se formulard un algoritmo que determina, para toda cadena w € Vi, si w € L(G) o no.

Para eso, primero se construye un grafo finito, en el cual existe un vértice por cada cadena
(de simbolos terminales o no terminales, es decir en (Viy U Vr)™1), de longitud entre 1y |w]|. Se
coloca una arista entre dos vértices cuando v, ay, =n B2, donde iy, v v1 572 son las cadenas

correspondientes al vértice de origen y de destino, respectivamente; y donde o« — 3 € P.

Entonces, para la cadena w se tendran vértices y aristas como los que se ven en la siguiente
imagen:

117



11 Lenguajes Dependientes del Contexto y Lenguajes Recursivos

(> (3

En dicha imagen se puede observar que vy, 72, 8 € (VnUVr)*, a € (Vy U V) Vy(Vy U Vp)*).
Ademas, |yiays| < Jw|, [71872| < |Jw|, y a = € P, con |a| < |f].

Como |a| < ||, entonces |y1avs| < |v1572]-

Asi, en el grafo correspondiente a la gramatica (G, es cierto que existe un camino desde el
7 . . s’ . . . , . kS
vértice correspondiente a S hasta el vértice correspondiente a w, si y sélo si S :G> w. Como el

grafo es finito, determinar si hay un camino entre dos vértices del mismo es decidible; es decir,
hay un algoritmo que determina si eso ocurre o no. Luego, también hay un algoritmo que decide
si la cadena w se deriva en G. Por iltimo, como L es el lenguaje generado por GG, se prueba
que existe un algoritmo que decide la pertenencia de una cadena cualquiera al lenguaje L. [J

11.4. Lenguajes Recursivos y Recursivamente Enumerables

Mediante un argumento de diagonalizacion (como el utilizado en la demostracion del teorema
de Cantor), se puede ver lo siguiente:

Lema 11.1. Sea My, My, ... una enumeracion de un conjunto de mdquinas de Turing que se
detienen para todas las entradas. Entonces, existe un lenguaje recursivo L que no es aceptado
por ninguna de ellas. Es decir, siempre existe L tal que:

= [ es recursivo, y

- V> 1:L#L(M,).
Demostracion. Considerar el lenguaje L C {0,1}*, definido por

L =A{w; - w; & L(M;)}

Es decir, L esta formado por todas las cadenas w; que son rechazadas por la maquina con
igual indice, M;. Este lenguaje es recursivo, ya que para toda cadena w;, vale que: w; estd en L
st y solo si es rechazada por la MT M;; v esto es decidible, ya que las maquinas M; se detienen
para toda entrada, por hipotesis. Luego, se puede decidir siempre si una cadena pertenece o no
al lenguaje L.

Suponer que el lenguaje L es reconocido por alguna de las MT de la enumeracién. Sea M,
dicha méquina, es decir que L = L(M;). Considerar entonces el caso de la cadena w; (cuyo
indice coincide con el de la maquina en cuestion). La pregunta es: jw; € L(M;) o w; & L(M;)?

Utilizando la definicién de L, y que L = L(M,), se tiene que:
w; € Lo w; & LIM;) & w; &L

Esto es claramente una contradiccion, que proviene de considerar que existe un indice 5 > 1 tal
que L = L(M;). Por lo tanto, L es un lenguaje recursivo que no es ninguno de los aceptados
por las maquinas de Turing de la enumeracion My, Mo, .... O]
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Lema 11.2. Existe un lenguaje recursivo que no es dependiente del contexto.

Demostracion. La idea sera hallar una enumeracién de maquinas de Turing, correspondientes
a cada uno de los lenguajes dependientes del contexto definidos sobre {0,1}*. Estas MT se
detienen en todas las entradas, ya que siempre hay un algoritmo de reconocimiento cuando el
lenguaje es dependiente del contexto (por el Teorema .

Se codificaran las graméticas dependientes del contexto a través de cadenas binarias (a cada
posible simbolo, como 0, 1, —, {, simbolos no terminales, etc. le corresponde una cadena de ceros
y unos). De esta manera, es posible enumerar estas gramaticas: Gy, Ga, ....

Como ya se dijo, existe un algoritmo que permite obtener una MT que se detiene en todas
las entradas, a partir de una gramatica dependiente del contexto. Aplicando este algoritmo a
cada una de las gramaticas de la enumeracion Gy, G, ..., se obtiene una enumeracion My, Mo, ...
de maquinas de Turing que se detienen para toda entrada, tales que Vi, L(M;) = L(G;).

Luego, utilizando el Lema sobre la enumeracién My, M, ..., se puede afirmar que existe
un lenguaje recursivo L dado por

L ={w; :w; & L(M;) = L(G;) , con G; una GDC sobre {0,1}"}

Como L no es reconocido por ninguna de las maquinas de Turing de la enumeracion, y esas
maquinas se obtuvieron a partir de una enumeracién de todas las gramaticas dependientes del
contexto, entonces el lenguaje L no es dependiente del contexto. O

11.4.1. Relacién entre Gramaticas Sin Restricciones y MAaquinas de Turing

Teorema 11.4. Sea G = (Vn,Vp, P, S) una gramdtica sin restricciones (GSR) tal que L =
L(G). Entonces existe una mdquina de Turing (MT) M tal que L = L(M).

Demostracion. Se construird una MTND de dos cintas:

= La primera cinta contendra la cadena de entrada w.

= La segunda cinta contendra la forma sentencial « de la derivacion de la cadena de entrada.
Se inicializara con el simbolo S.

El funcionamiento de M sera el siguiente:

—_

. Seleccionar (en forma no deterministica) la posicién ¢ dentro de a.
2. Seleccionar (en forma no deterministica) la produccién g — v € P.
3. Si 8 aparece a partir de la posicién ¢ en «, reemplazar 3 por v en a.
4

. Comparar la nueva forma sentencial « resultante con la cadena de entrada w. Si o = w,
entonces se acepta w; si no, se vuelve al paso 1.

]

Con esta idea se prueba que todo lenguaje generado por una GSR puede ser reconocido por
una MTND. Luego, por el Teorema [11.1] se tiene que

GSR = MT

Ahora se vera la propiedad reciproca:
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Teorema 11.5. Sea M = (Q, >, 1,9, qo, B, F) una mdquina de Turing (MT) tal que L = L(M).
Entonces eziste una gramdtica sin restricciones (GSR) G tal que L = L(G).

Demostracion. La idea sera que G genere dos copias de alguna representacion de la cadena de
entrada, y que luego simule la operacion de la maquina M sobre una de ellas.

Si esta simulacién resulta en una aceptacién de la cadena de entrada, entonces la primera
copia (que sigue siendo una representacién inalterada de la cadena de entrada) se convierte en
la cadena igual a la de entrada.

La gramatica G = (V, %, P,A;) (notar que Vp = %), con Vy = (RU{A}) xT) U
{A;, Ay, A3}, tiene un conjunto de producciones P definido como:

1. A1 — qoAs

2. Ay — [a,a]As, para cada a € .

3. Ay — Aj

4. A3 — [\, B|A;

5. Az — A

6. qla, X] — [a,Y]p, para todo a € XU{A},q € Q,y X,Y €T tales que d(¢q, X) = (p,Y, R)

7. 10, Z] qla,X] = plb,Z] [a,Y], para todo a,b € TU{A},q € Q,y X,Y,Z €T tales que
(¢, X) = (p,Y, L)

8. Paratodoa € ¥{A\},ge Fy X eI

» [a, X] q — qaq
= qla, X] — qaq
m g A

Utilizando las reglas 1 y 2, se puede generar:
Ay :;> Qo [a1, a1] ... [an, an] Az
Luego, utilizando la regla 3, se generan los simbolos correspondientes a espacios en blanco
necesarios para el analisis de la cadena de entrada en la MT M:
Ay % Qo [a1, a1 ... [an, an] [N, B]™ A3

Y utilizando las reglas 6 y 7, se simula la operacion de M sobre las segundas componentes,
dejando inalteradas las primeras componentes.

Sean ay,...,a, € X, Gpy1 = .. = Apim = A, X1y ooty Xpom €1,y Xgyp1 = oo = Xy = B

Puede demostrarse que si

*

qo Qg ... anp ]\'7[ X1 ---X’r—l qXT XS

, entonces:

qo0 [alaal] [anaan] [/\7 B}m :Z? [a'th] [ar—laXr—l] q [araXr] [an+m7Xn+m]
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Lo que se busca probar es cierto (por antecedente y consecuente verdaderos) cuando la
cantidad de transiciones en M es cero, ya que en ese caso r = 1y § = n, con lo cual se tiene
que si:

0
qo Q1 .. Gy A|—4 qai ... ay

, entonces:
m

Qo [a1, a1 ... [an, an] [N, B] :;> Qo a1, a1] ... [an, an] [N\, B]™

Asi que eso sirve como caso base para una induccion en la cantidad de transiciones. Para el
paso inductivo, tomar el caso de k transiciones:

k-1
qo Ay ... Ap, ]\}7[ Xl--'Xr—qur---Xs ]\}7[ Yly;f—lpy;fyu

Por hipoétesis inductiva, se tiene que:
4o [ala (11] [an7 an] P\a B]m :;> [ala al] [ar—laXr—l} q [araXr] [an—‘rma Xn—i—m]

Si en el paso k el movimiento de M es hacia la derecha, es decir d(¢q, X,) = (p, Y., R),
entonces t = r + 1; y por la regla 6, se sabe que ¢ [a,, X,] — [a,,Y;] p € P. Por lo tanto:

lay,a1]...[ar—1, X;—1] qlar, Xi] oo [@nsms Xntm) % lay,a1]...[ar, Y] plarit, Xosa] - [@nsm, Xotm)

Si en el paso k el movimiento de M es hacia la izquierda, es decir (¢, X,) = (p,Y:, L),
entonces t = r—1;y por laregla 7, se sabe que [a,_1, X,_1]q|a,, X;| — pla,—1, X;—1][a,,Y,] € P.
Por lo tanto:

[CLl, al] [a'r—la Xr—l] q [ar7 X’r] [an-l—my Xn—‘rm] :Z? [ala al] P [ar—h Xr—l] [am Y;‘] [an—i—rm Xn—‘rm]

Luego, si se llega a una forma sentencial en la que el estado ¢ sea final, entonces aplicando
repetidas veces la regla 8, se tiene:

[(11,5/1] [atflayvtfl] q [Clt,Yt] [an+m7Yn+m] :2? ap az...an

Con esto queda probado que si x € L(M), entonces © € L(G). Andlogamente, se puede
demostar que vale el sentido inverso, es decir que si x € L(G) entonces z € L(M). O

Observacién. A partir de los Teoremas y [IL.5] se puede concluir que las maquinas de
Turing (MT) aceptan los mismos lenguajes que generan las gramaticas sin restricciones (GSR),
es decir:

GSR & MT

11.4.2. Existencia de un lenguaje no recursivamente enumerable
Teorema 11.6. Eziste un lenguaje que no es recursivamente enumerable.

Demostracion. Considerar el ordenamiento del conjunto {0, 1}*, primero por longitud y luego
por orden lexicografico. Sea w; la i-ésima cadena segun tal ordenamiento, y sea M; la maquina
de Turing cuyo cédigo en binario (segun la codificacién vista en es el nimero entero
positivo j.

Se puede construir entonces una tabla, que indique con un 1, en la posicién ¢, 7 que w; €
L(M;), y con un 0 cuando no. La tabla tendria esta forma:
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1 2 3 &

1 B 1 1 B
I

2 1 1 0 0

3 0 0 1 0

4 B 1 # 1

Sea Ly un lenguaje definido como

L= {w; :w; ¢ L(M;)}

Es decir, L, corresponde a los ceros de la diagonal en la tabla anterior. Si L4 es recursi-
vamente enumerable, entonces existe una maquina de Turing M, tal que Lq = L(M;), pero
entonces:

U)jELd = wjgﬁ(Mj) = wngd

Esto es una contradiccion, que proviene de suponer que Ly es recursivamente enumerable.
Por lo tanto, la maquina de Turing M; no existe, y el lenguaje no es recursivamente enumerable.
O

11.4.3. Existencia de un lenguaje no recursivo

Para demostrar que existe un lenguaje no recursivo (pero si recursivamente enumerable), se
probara primero la existencia de un lenguaje recursivamente enumerable: el lenguaje univer-
sal.

Definicién 11.7. Sea L, el lenguaje universal, constituido por todos los pares compuestos de
una maquina de Turing M, y una cadena de entrada w, tales que la cadena w es aceptada por
la maquina M. Es decir:

L,={(M,w):we LM)}

Teorema 11.7. El lenguaje universal L, es recursivamente enumerable.
Demostracion. Se construird una maquina de Turing de tres cintas, que aceptard Ly,:

» La primera cinta contendra la cadena de entrada (es decir, la codificacién de la méquina
de Turing M, seguida de la cadena w).

= La segunda cinta se utiliza para simular la cinta de la MT original M.

s La tercera cinta contiene el estado actual de la MT simulada.

El funcionamiento de esta maquina serd el siguiente:
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1. Verificar que la cadena que codifica la MT M en la cinta 1 sea sintdcticamente correcta
y deterministica.

2. Inicializar la cinta 2 con la cadena w, y la cinta 3 con 0, que representa el estado inicial
qo- Todas las cabezas lecto-escritoras deben posicionarse en la posicién mas a la izquierda
de su cinta.

3. Si el contenido de la cinta 3 es 00 (i.e. 0?, correspondiente al estado ¢»), entonces terminar
y aceptar.

4. Sea X; el simbolo actualmente leido en la cinta 2, y sea 0° el contenido de la cinta 3
(codificacién correspondiente al estado actual ¢;). Entonces:

a) Comenzando en la posiciéon m4s a la izquierda, buscar en la cinta 1 la cadena 1101071
(correspondiente a 0(g;, X;)), hasta encontrarla o hasta hallar 111 (lo que suceda
primero).

b) Si se encontré la cadena 111, entonces detenerse y rechazar.

¢) Siseencontré la cadena 11071071, entonces existe la transicién (codificada) d(g;, X;) =
(qr, Xo, Dpn), es decir 0110710%10°10™. Luego, colocar 0% (correspondiente al estado
qx) en la cinta 3, escribir X, en la cinta 2, y moverse en la direccién D,,. Por tltimo,
ir al paso 3.

Esta maquina (cuyo comportamiento se puede ver en la Figura , acepta el lenguaje L,; por
lo tanto, el lenguaje es recursivamente enumerable. O]

S %) = (4. Xe.Dp)

el (441 ----11010* 1610t 10™ -~ 111 w-
anks XJ' xd',kl. |),.,
Cinlel
~
ates [0 -0
dn"kg
dﬂfw': 0 -0
—

Figura 20: Maquina de Turing M de tres cintas, que reconoce el lenguaje universal.

Teorema 11.8. El lenguaje universal L, no es recursivo.
Demostracion. Suponer que L, si es recursivo. Entonces, existe un algoritmo para decidir si

una cadena pertenece a él. Por lo tanto, se debe poder construir un algoritmo para reconocer
el complemento del lenguaje L, (definido en el Teorema [11.6]), de la siguiente manera:
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s i s
determinacion . N
- " a = =
w del indice i M,w, Algmlr_nq de
de wy generacidn = reconocmiento
de L no ne
de <M w> a e

Algaritmo de reconocimiento del complemento de L

Pero entonces también existiria un algoritmo para reconocer Ly, lo cual es imposible, ya que se
vio en el Teorema [11.6] que ese lenguaje no es recursivamente enumerable. Esta contradiccion
viene de suponer que existe un algoritmo para reconocer L,. Luego, L, no es recursivo. L]

Corolario. La consecuencia de los resultados anteriores es que la jerarquia de lenguajes tiene
la siguiente forma:

LRecEnum

Figura 21: Jerarquia de lenguajes (LRecEnum: Lenguajes Recursivamente Enumerables; LRec:
Lenguajes Recursivos; LDC: Lenguajes Dependientes del Contexto; LLC: Lenguajes Libres de
Contexto; LReg: Lenguajes Regulares)

11.5. Fuentes

= Julio Jacobo. Teoria de Lenguajes, Clase Teérica 7. Primer cuatrimestre, 2022.
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