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Capitulo 1

Grafos

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1.1. Un grafo G = (V, E) es un par de conjuntos donde E es
un conjunto de pares no ordenados de elementos distintos de V. Los elementos
de V se llaman nodos o vértices y los de E ejes o aristas. Dados u,v € V, si
e = (u,v) € E se dice que u y v son adyacentes y que e es incidente a u y v.

Notacion. Dado un grafo G notamos V(G) a su conjunto de vértices y E(G) a
su conjunto de aristas. Cuando no hay ambigiiedad escribimos simplemente V'
y E, respectivamente, y llamamos n = |V | y m = |E|.

Definicién 1.1.2. Un multigrafo es un grafo en el que puede haber varias
aristas entre un mismo par de nodos distintos. Es decir, tiene un multiconjunto
de aristas en lugar de un conjunto.

Definicién 1.1.3. Un seudografo es un multigrafo que puede tener aristas que
inciden sobre el mismo nodo, llamadas loops. Es decir, aristas de la forma (v, v),
donde v es un nodo del seudografo.

Definicién 1.1.4. El grado de un nodo v es la cantidad de aristas incidentes a
v. Se nota d(v) o dg(v) para aclarar que es el grado en el grafo G.

Proposicién 1.1.1. Sea G un grafo y v € V. Entonces 0 < d(v) < n.

Proposicion 1.1.2. Sea G un grafo. Entonces

Z d(v) =2m

veV

Demostracion. Induccion en la cantidad de aristas.

Caso base. m = 0. Como G no tiene aristas, d(v) = 0 para todo v € V.
Luego ) oy d(v) =0 = 2m.

Paso inductivo. Supongamos que la proposicién vale para m—1 > 0 y veamos
que vale para m. Sea (u,w) una arista de G y G’ = G — (u,w) de m aristas.
Como el grado de todo vértice de G es igual tanto en ambos grafos salvo por u y
w, cuyos grados en G son uno menor que en G, Y -, dg(v) =2+ .y dgr (v).

Luego, por hipétesis inductiva, >, oy dg(v) =2+ 2(m — 1) = 2m.



Definicién 1.1.5. Un grafo es completo si todos sus nodos son adyacentes entre
si.

Notacion. K, es el grafo completo de n vértices.

Proposicién 1.1.3. La cantidad de aristas K,, es

(3) -

Demostracion. En K, hay una arista entre todo par de nodos distintos de V.
Luego, la cantidad de aristas de K,, es exactamente la cantidad de pares de

nodos distintos de V, que es (5) = 3 (gl—z)! = "(”271). O

Corolario 1.1.4. Todo grafo de n vértices tiene a lo sumo n(n —1)/2 aristas.

Definicién 1.1.6. El grafo complemento de G, notado G, es aquel que tiene el
mismo conjunto de nodos pero en el cual dos nodos son adyacentes si y sélo si

no son adyacentes en G. Es decir, G = (V, K \ FE) donde K = E(K,).
Proposicién 1.1.5. Sea G un grafo. Entonces
1. Para todo nodo v, dg(v) =n—1—dg(v).

2. G tiene n(n — 1)/2 —m aristas.

1.1.1. Caminos y circuitos

Definicién 1.1.7. Un camino es una secuencia de aristas ejes - --ex tal que
un extremo de e; coincide con uno de e;—; y el otro con uno de e;11 para
i1=2,3,...,k—1. Un camino simple es un camino que no repite nodos.

Proposicion 1.1.6. Si P es un camino entre dos nodos distintos u y v, entonces
existe un camino simple entre u y v en P.

Demostracion. Si P = ejes - - - e es un camino simple, no hay nada que probar.
Si no, debe haber algiin nodo v por el cual P pasa mas de una vez. Es decir, deben
existir 4,7 tal que i +2 < j, e; = (u,v) y ¢j = (v,w). Sierez---e;ejejq1--- ek €s
un camino simple, termina la demotracién. En caso contrario, podemos hacer
el mismo razonamiento hasta obtener un camino simple. O

Definicién 1.1.8. Un circuito es un camino que empieza y termina en el mismo
nodo. Un circuito simple es un circuito de tres o mas aristas que no repite nodos.

Definicién 1.1.9. La longitud de un camino es la cantidad de aristas que
tiene. La distancia entre dos nodos u y v en un grafo, notada d(u,v), es la
longitud minima de los caminos entre u y v si existe alguno. Si u = v se dice
que d(u,v) = 0y si no existen caminos entre u y v se dice que d(u,v) = co.

Proposicién 1.1.7. Si un camino P entre u y v tiene longitud d(u,v) entonces
P es un camino simple.

Demostracion. Si P no fuera un camino simple, existirfa un camino simple P’
en P entre u y v de menor longitud. Pero entonces d(u,v) no es la longitud
minima de los caminos entre u y v. O



Proposicion 1.1.8. La funcion de distancia cumple las siguientes propiedades
para todo nodo u,v,w del grafo.

1. d(u,v) >0 yd(u,v) =0 < u=u.
2. d(u,v) = d(v,u)
3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)
Demostracion.
1. Por definicién de la funcién de distancia.
2. Porque un camino de u a v es un camino de v a u.

3. Porque d(u,w) + d(w,v) es la longitud de un camino entre u a v (uno que
pasa por w) y d(u,v) es la longitud minima de los caminos entre u y v.

O

Definicién 1.1.10. Un grafo es conexo si existe un camino entre todo par de
nodos.

1.1.2. Subgrafos

Definicién 1.1.11. Un subgrafo de un grafo G = (V, E) es un grafo G' =
(VI,EYtalque V! CV y E'CEN(V/ x V).

Definicién 1.1.12. Un subgrafo inducido de un grafo G = (V, E) es un subgrafo
G' = (V',E') talque E' = EN (V' x V).

Definicién 1.1.13. Un subgrafo generador de un grafo G es un subgrafo de G
que tiene el mismo conjunto de vértices.

Definicién 1.1.14. Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo
conexo maximal de G.

1.1.3. Grafos bipartitos

Definicién 1.1.15. Un grafo G = (V, E) es bipartito si existe una particién
P={V,Va}deV (ie. VUVL =V, ViNVy =0y Vi,Va # 0) tal que toda
arista de G tiene un extremo en V7 y otro en V5. P es una biparticion de G.

Definicién 1.1.16. Un grafo bipartito con biparticién {V;,Va} es completo si
todo nodo de V; es adyacente a todo nodo de V5.

Notacion. Un grafo bipartito completo con un conjunto de la biparticion de
tamafio p y el otro de tamafo ¢ se nota K, 4.

Teorema 1.1.9. Un grafo G con dos o mds nodos es bipartito si y solo si no
tiene circuitos stmples de longitud impar.



Demostracion.

= . Supongamos que existe un circuito simple C' de longitud impar en G.
Es decir, C = vivs - - - vpvy donde v; € V' y k es impar. Toda biparticiéon de G
debe tener a los nodos de indice par de C' en un conjunto y los de indice impar
en el otro. Pero entonces v1 y v estan en el mismo conjunto de la biparticion y
son adyacentes. Esto es absurdo.

<= . Para toda componente conexa C; de G tomamos un vértice cualquiera
w; y definimos V7 y V5 como el conjunto de los vértices que estan a distancia par e
impar, respectivamente, de algin w;. Afirmamos que {V7, V2} es una biparticién
de G. Sino lo fuera, existirfan dos vértices adyacentes v y v, ambos a distancia
par o impar de algin w;. Sea P un camino entre w; y u de longitud d(w;,u) y
@ un camino entre w; y v de longitud d(w;,v). Llamemos z al primer nodo en
comtin entre Py @ yendo de u y v hacia w;. La longitud de P, . (el camino de
w; a z en P) debe ser igual a la longitud de Q.. (el camino de w; a z en Q). De
lo contrario, ir desde w; hasta z por el méas corto de los dos y después ir desde
z hasta u o v serfa un camino mas corto que P o (). Luego, u y v estan ambos
a distancia par o impar de z. Pero entonces P., + (u,v) + @Q,. es un circuito
simple de longitud impar, lo cual es absurdo. O

1.1.4. Isomorfismo

Definicién 1.1.17. Dos grafos G = (V,E) y G’ = (V', E’) son isomorfos si
existe una funcién biyectiva f : V' — V' tal que para todo u,v € V, (u,v) €
E < (f(u), f(v)) € E".

Proposiciéon 1.1.10. Si dos grafos son isomorfos entonces tienen la misma
cantidad de nodos, aristas, componentes conexas, nodos de grado d > 0, caminos
y circuitos simples de longitud | > 1.

1.1.5. Grafos orientados

Definicién 1.1.18. Un grafo orientado, grafo dirigido o digrafo G = (V, E) es
un par de conjuntos donde E es un conjunto de pares ordenados de elementos
distintos de V. Los elementos de E se llaman arcos.

Definicién 1.1.19. Sea v un nodo de un grafo orientado. El grado de entrada
de v es la cantidad de arcos que entran a v y el grado de salida la cantidad
de arcos que salen. Es decir, la cantidad de arcos que tienen a v como segundo
elemento, en el primer caso, o como primer elemento, en el ltimo.

Definicién 1.1.20. Un camino orientado en un grafo orientado es una se-
cuencia de arcos ejes---ep tal que el primer elemento de e; coincide con el
segundo elemento de e;—; y el segundo elemento de e; con el primero de e; 1
parat=2,3,...,k— 1.

Definicién 1.1.21. Un circuito orientado en un grafo orientado es un camino
orientado que empieza y termina en el mismo nodo.

Definicién 1.1.22. Un grafo orientado es fuertemente conexo si para todo par
de nodos u y v existe un camino orientado de v a v y otro de v a u.



Proposicién 1.1.11. Sea G un grafo orientado. Entonces

Z din(v) = Z dout(v)~

veV veV

Demostracion. Induccion en la cantidad de arcos.
Caso base. m = 0. Como no hay arcos, ) .y din(v) =0 =3\, dout (v).
Paso inductivo. Supongamos que la proposicién vale para m —1 > 0y
veamos que vale para m. Sea e un arco de G y sea G’ = G — e. La cantidad
de arcos que salen de los nodos en G’ es uno menos que en G, y la cantidad
de arcos que entran a los nodos en G’ también. Luego por hipdtesis inductiva

ZUEV dgL(U) =1+ Zvev dicizl (v) =1+ Zvev dg;t(”) = ZUEV d%(v). =

1.1.6. Representacion de grafos

Definicién 1.1.23. La matriz de adyacencia de un grafo G es una matriz
M € R™ ™ definida como:

1 silos nodos i y j son adyacentes
ms. =
“ 0 sino

Definicién 1.1.24. La matriz de incidencia de un grafo G es una matriz M €
R™*"™ definida como:

1 sila arista ¢ es incidente al nodo j
mij = .
0 sino

Definicién 1.1.25. Las listas de adyacencia de un grafo G son listas L1, Lo, ..., L,
donde L; es una lista de los nodos adyacentes al nodo 1.

Teorema 1.1.12. Si M es la matriz de adyacencia del grafo G, el elemento
mfj de M* es la cantidad de caminos de longitud k entre los nodos i 1 j.

Demostracion. Induccion en k.

Caso base. k = 1. Los caminos de longitud 1 son las aristas. Luego m;; es
exactamente la cantidad de caminos de longitud 1 entre ¢ y j.

Paso inductivo. Supongamos que el teorema vale para k > 1 y veamos que
vale para k + 1. Todo camino de longitud k + 1 de 7 a j estda formado por un
camino de longitud k de ¢ a algin nodo p y un camino de longitud 1 de p a j.

Por hipétesis inductiva, hay mfp~mpj de estos caminos para cada nodo p. Luego,

E+1 _ gk . k+1 _ k. : i
como M TH = M"- M, m;" =3 mg, - my; es exactamente la cantidad de

caminos de longitud £+ 1 de 7 a j. O

1.2. Arboles

Definicién 1.2.1. Un drbol es un grafo conexo sin circuitos simples.

Lema 1.2.1. Sea G un grafo conexo ye € E. G — e es conexo si y solo si e
pertenece a un circuito simple de G.



Demostracion.

= . Sea e = (u,v). Como G — e es conexo existe en él un camino simple
P entre u y v que no contiene a e. Luego, P + e es un circuito simple en G que
contiene a e.

<= . Sea C un circuito simple de G que contiene a e. Veamos que existe un
camino en G — e entre todo para de nodos vy v. Como G es conexo, existe en él
un camino P entre w y v. Si P no pasa por e, entonces es un camino en G — e.
Si pasa por e, podemos reemplazar e por C' — e y obtener un camino entre u y
v en G — e. Por lo tanto, G — e es conexo. O

Lema 1.2.2. La union entre dos caminos simples distintos entre un par de
vértices contiene un circuito simple.

Demostracion. Sean Py @ los dos caminos simples distintos y u,v el par de
vértices. Llamemos w al iltimo vértice en comiin entre P y @ yendo de u a v
antes de que se separen los caminos. Este debe existir ya que si no los caminos
serian iguales. Sea z # w el primer vértice en comin entre P y ) que se
encuentra yendo desde w hacia v (existe porque si no los caminos no llegarfan
a v). Entonces Py, + @y €s un circuito simple. O

Teorema 1.2.3. Sea G un grafo. Son equivalentes:
1. G es un drbol.

2. G es un grafo sin circuitos simples, pero si se agrega una arista e a G
resulta un grafo con exactamente un circuito simple y este contiene a e.

3. Eziste exactamente un camino simple entre todo par de nodos.

4. G es conexo, pero si se le quita cualquier arista a G queda un grafo no
conezo.

Demostracion.

1 = 2. Como G es conexo (pues es un arbol), G + e también lo es. Luego
por, el lema 1.2.1, e pertenece a un circuito simple de G. Afirmo que G + e tiene
exactamente un circuito simple. Para eso supongamos lo contrario: G + e tiene
dos circuitos simples distintos C'y C’. e debe pertenecer a ambos porque G no
tiene circuitos simples. Luego, si e = (u,v), C — ey C' — e son caminos simples
entre u y v en G. Pero entonces, por el lema 1.2.2; su unién contiene un circuito
simple y este estd en G. Esto es absurdo.

2 = 3. Sean u y v nodos de G. Si son adyacentes, e = (u,v) es un camino
entre ellos. Si no, G + e tiene un circuito simple C' que contiene a e y, luego,
C — e es un camino simple entre u y v en G. Entonces existe un camino simple
entre todo par de nodos de G. Méas atn, no puede haber mds de un camino
simple entre dos nodos. De lo contrario, por el lema 1.2.2, la unién de dos de
esos caminos contendria un circuito simple, pero G no tiene circuitos simples.

8 — 4. Como existe un camino entre todo par de nodos, G es conexo. Si
al sacar una arista e = (u,v) de G quedara un grafo conexo, por el lema 1.2.1,
e perteneceria a un circuito simple C de G. Pero entonces existiria més de un
camino simple entre u y v (e y C — e).

4 = 1. Si G tuviera un circuito simple, sacar una arista de ese circuito a
G resultarfa en un grafo que sigue siendo conexo. Esto es absurdo. O



Definicién 1.2.2. Una hoja en un arbol es un nodo de grado uno.
Lema 1.2.4. Todo drbol no trivial tiene al menos dos hojas.

Demostracion. Sea T el arbol y P un camino simple de longitud méxima de
T. P existe porque T tiene al menos una arista y no tiene circuitos simples.
Afirmamos que los nodos extremos de P son hojas. Si no lo fueran, tendrian
algin otro nodo adyacente que no estd en P y entonces podriamos expandir P
con este nodo. Pero entonces P no seria de longitud maxima. O

Lema 1.2.5. Sea G un drbol. Entonces m =n — 1.

Demostracion. Inducciéon en la cantidad de nodos.

Caso base. n = 1. G es el grafo trivial. Luego m =0=n — 1.

Paso inductivo. Supongamos que el lema vale para n — 1 > 1 y veamos que
vale para n. Sea v una hoja de G (existe por el lema 1.2.4). Como G — v es un
arbol de n— 1 nodos, la hipétesis inductiva indica que tiene n— 2 aristas. Luego,
dado que G — v tiene una arista menos que G (la que es incidente a la hoja v),
n —2=m — 1, lo cual es equivalente a decir que m =n — 1. O

Definicién 1.2.3. Un bosque es un grafo sin circuitos simples.
Proposicion 1.2.6. Las componentes conexas de un bosque son drboles.
Corolario 1.2.7. Un bosque con ¢ componentes conezxas tiene m = n—c aristas.
Corolario 1.2.8. Un grafo con ¢ componentes conexas tiene m > n —c aristas.
Teorema 1.2.9. Sea G un grafo. Son equivalentes:

1. G es un drbol.

2. G es un grafo sin circuitos simples y m =n — 1.

3. G es conexro ym=mn— 1.

Demostracion.

1 = 2. Por el lema 1.2.5.

2 = 8. Como G no tiene circuitos simples, es un bosque. Luego, por el
corolario 1.2.7, m = n — ¢ donde c es la cantidad de componentes conexas de G.
Entonces, como m = n — 1, ¢ debe ser igual a 1 y luego G es conexo.

8 = 1. Supongamos que G tiene circuitos simples. Podemos sacar aristas
de G hasta obtener un drbol T' de n nodos y m’ < m aristas. Por el lema 1.2.5,
T tiene n — 1 aristas, pero entonces n — 1 =m’' < m =n — 1 es absurdo. O

Definicién 1.2.4. Un drbol orientado es un grafo orientado G tal que:
1. G no tiene circuitos orientados.
2. El grafo no orientado subyacente de G es un arbol.

3. Existe un nodo r tal que todo nodo de G es alcanzable desde él por un
camino orientado.



1.2.1. Arboles enraizados

Definicién 1.2.5. Un drbol enraizado T es un arbol con un nodo distinguido
llamado raiz desde el cual son alcanzables todos los deméas nodos. El nivel de
un nodo de T es su distancia a la raiz y la altura de T es la distancia de la raiz
a los nodos mas lejanos, es decir, el maximo nivel de sus nodos. Los nodos de T’
que no son hojas ni raiz se llaman nodos internos.

Observacion. En un arbol no orientado cualquier nodo puede ser la raiz.

Definicién 1.2.6. Un drbol enraizado es m-ario si todos sus nodos internos
tienen grado a lo sumo m + 1 y la raiz a lo sumo m. Es exactamente m-ario si
los nodos internos tienen grado m + 1 y la raiz m.

Definicién 1.2.7. Un arbol enraizado de altura h es balanceado si todas sus
hojas estdn a nivel h o h — 1. Es balanceado completo si estdn todas a nivel h.

Proposicién 1.2.10. Un drbol m-ario de altura h tiene a lo sumo m” hojas.

Demostracion. Induccion en la altura del arbol.

Caso base. h = 0. El arbol es el grafo trivial. Luego tiene 0 < m° = 1 hojas.

Paso inductivo. Supongamos que la proposicién vale para h y veamos que
vale para h + 1. Sea T” el drbol que resulta de sacar todas las hojas del nivel
h+1 de T. Como la altura de T” es h, por hipdtesis inductiva tiene a lo sumo
m™ hojas. Dado que podemos obtener T' a partir de 7" agregandole las hojas
que habiamos sacado y que por cada hoja de T se pueden agregar a lo sumo m
hojas, T tendrd a lo sumo m” - m = m"*! hojas. O

Corolario 1.2.11. Sea un drbol m-ario de altura h y 1 hojas. Entonces [log,, l] <
h.

Proposicién 1.2.12. Sea T un drbol exactamente m-ario balanceado de altura
h y l hojas. Entonces [log,, ] =h

1.2.2. Representacion de arboles

Definicién 1.2.8. Sea T' = (V, E) un érbol orientado y r una raiz de T'. Un
mapa de predecesores de T es un diccionario 7 : V' \ {r} — V tal que para todo
veV\{r}, n(v) =u < (u,v) € E. Llamamos a T el drbol inducido por 7
con raiz r.

1.2.3. Recorrido de grafos

Los algoritmos breadth-first search (BFS) y depth-first search (DFS) sirven para
recorrer grafos conexos (orientados o no). El recorrido que hacen define un
subarbol del grafo. Ambos siguen el equema presentado en el algoritmo 1.2.1.
La diferencia es que BFS implementa el conjunto S como una cola mientras que
DFS usa una pila.



Algoritmo 1.2.1: Esquema general de BFS/DFS

Entrada: Un grafo conexo G y una raiz r de G
Resultado: Recorre todos los nodos de G

1 marcar r como visitado
2 S« {r}
3 mientras |S| # () hacer
4 sacar un nodo u de S
para cada v € V adyacente a u no visitado hacer
marcar v como visitado
S+ Su{v}
fin
fin

© w g o w

1.2.4. Arbol generador minimo

Definicién 1.2.9. Un drbol generador de un grafo G es un subgrafo generador
de G que es arbol.

Definicién 1.2.10. Dado un grafo G = (V, E) y una funcién de peso w : E —
R, un drbol generador minimo (AGM) de G es un arbol generador de G de peso
minimo.

Definicién 1.2.11. Dada una funcién de peso w de las aristas de un grafo G,
el peso de G es w(G) =) cpw(e).

Lema 1.2.13. Sea G un grafo y T un drbol generador de G. Si e es una arista
de G que no estd en T y f una arista de T que estd en el circuito simple de
T + e, entonces T + e — f es un drbol generador de G.

Demostracion. T' =T + e — f es un subgrafo generador de G porque tiene el
mismo conjunto de nodos. Ademads, como |E(T+e— f)| = |E(T)| =n—1,T" es
un 4rbol. Luego, sélo falta probar que T es conexo. Sean u, v dos nodos de T' y
P un camino entre ellos en T'. Si P no pasa por f entonces es un camino en 7".
Si pasa por f la podemos reemplazar por C' — f, donde C' es el circuito simple
de T + e que contiene a f, y obtener un camino en 7”. Luego T" es conexo. [

Algoritmo goloso

Definicién 1.2.12. Un corte C = (S,T) de un grafo G es una particién de
V. Decimos que una arista cruza el corte C' si tiene un extremo en S y otro en
T. Un corte respeta a un conjunto de aristas A si ninguna arista de A cruza el
corte.

Teorema 1.2.14. Sea G un grafo conero y w: E — R una funcion de peso de
las aristas de G. Si A C E estd en algin AGM de G, C = (S,T) es un corte de
G que respeta a A ye € E es una arista que cruza C' de peso minimo, entonces
AU {e} estd en algin AGM de G.

Demostracion. Sea T un AGM de G que contiene a A. Supongamos que e =
(u,v) no estd en T porque de lo contrario no habria nada que probar. Como T

10



es conexo, debe existir en él un camino P de u a v que cruza C, pues uno de
estos nodos estda en S y el otro estda en T'. Especificamente, una arista f de P
es la que cruza C. Como f pertenece al circuito simple P + e que se forma en
T + e, el lema 1.2.13 dice que T/ =T + e — f es un drbol generador de G. Mas
aun, como e es una arista que cruza C de peso minimo, w(e) < w(f). Entonces
w(T") < w(T), lo cual implica que 7" es un AGM de G. Como T y T” sélo
difieren en aristas que cruzan C' (e y f) y este corte respeta a A, T' también
contiene a A. Por lo tanto AU {e} estd en 7" que es un AGM de G. O

Algoritmo 1.2.2: Algoritmo de AGM goloso
Entrada: Un grafo conexo G y una funcién de peso w
Salida: Un 4rbol generador minimo de G
E*«
mientras F* no determina un AGM de G hacer
C + corte de G que respeta a E*
e < arista de G de peso minimo que cruza C
E* + E*U{e}
fin
devolver (V, E*)

i I = IS, SNV VR

Corolario 1.2.15. FEl algoritmo 1.2.2 obtiene un AGM de G.

El algoritmo de Prim (1.2.3) y el algoritmo de Kruskal (1.2.5) son casos parti-
culares del algoritmo 1.2.2.

Algoritmo 1.2.3: Algoritmo de Prim

Entrada: Un grafo conexo GG, una funcién de peso w y una raiz r
Salida: Un arbol generador minimo de G

V* e {r}

E* 0

mientras E* no determina un AGM de G hacer
elegir (u,v) € E de peso minimo tal que u € V* y v ¢ V*
E* + E*U{(u,v)}
V* «— V*u{v}

fin

devolver (V*, E*)

o N o A W N

Proposicién 1.2.16 (Complejidad del algoritmo de Prim). El algoritmo de
Prim con cola de prioridad (1.2.4) implementada con min-heap para grafos re-
presentados con listas de adyacencias tiene complejidad O(mlogn).

Demostracion. El costo de inicializar los valores de 7 y p es de O(n). Crear el
conjunto vacio E* puede hacerse en O(1), mientras que el min-heap en funcién
de p se puede construir en O(n). El costo de cada una de las O(n) llamadas
a EXTRAER-MINIMO es de O(logn). La operacion ACTUALIZAR-COLA cuesta
también O(logn) y se realiza a lo sumo O(m) veces. Por lo tanto, la complejidad
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Algoritmo 1.2.4: Algoritmo de Prim con cola de prioridad

Entrada: Un grafo conexo GG, una funcién de peso w y una raiz r
Salida: Un édrbol generador minimo de G

p(r) <0

para cada v € V' \ {r} hacer p(v) < oo

E*« 0

@ < cola de prioridad minima de V' en funcién de p

mientras @) # () hacer

u < EXTRAER-MINIMO( Q)

para cada v € Q tal que (u,v) € E hacer
m(v) < u
p(v)  min{p(v), w(u, v)}
ACTUALIZAR-COLA(Q, v)

fin

© 00 N O A W N

e
= o

fin
devolver 7w

e
w N

del algoritmo es O((n+m)logn), que es igual a O(mlogn) porque O(n) = O(m)
por ser G conexo. O

Algoritmo 1.2.5: Algoritmo de Kruskal

Entrada: Un grafo conexo GG y una funcién de peso w
Salida: Un drbol generador minimo de G

E* <«

mientras F* no determina un AGM de G hacer

N o=

3 elegir e € E'\ E* de peso minimo que no forme un circuito con
aristas de E*

4 E* «+— E*U{e}

5 fin

=]

devolver (V, E*)

Observacion. Se puede terminar el ciclo del algoritmo 1.2.6 una vez que se hayan
agregado n — 1 aristas a E* en lugar de recorrerlas todas.

Observacion. Si en el algoritmo 1.2.6 el grafo G es genérico, el resultado es un
bosque generador minimo de G.

Proposicién 1.2.17 (Complejidad del algoritmo de Kruskal). El algoritmo
de Kruskal con disjoint-set (1.2.6) implementado con union-by-rank y path-
compression para grafos representados con listas de adyacencias tiene compleji-
dad O(mlogn).

Demostracion. El costo de crear el conjunto de aristas E* es O(1) y ordenar F
en funcién de w puede hacerse en O(mlogm). Las O(n) llamadas a MAKE-SET
y UNION junto con las O(m) llamadas a FIND-SET tienen un costo de O((n +
m)a(n)) = O((n+m)logn), donde « es la inversa de la funcién de Ackerman.
Més ain, como G es conexo, esto es O(mlogn). Luego, dado que O(logm) =
O(logn?) = O(logn), la complejidad del algoritmo es de O(m logn). O
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Algoritmo 1.2.6: Algoritmo de Kruskal con disjoint-set

Entrada: Un grafo conexo G y una funcién de peso w
Salida: Un édrbol generador minimo de G
E* 10
ordenar E en funcién de w
para cada v € V hacer MAKE-SET(v)
para cada (u,v) € E tomado en orden hacer
si FIND-SET(u) # FIND-SET(v) entonces
E* + E*U{(u,v)}
UNION (u,v)
fin
fin
devolver (V, E*)

© 0 g 00 kA W N =

=
=]

1.3. Camino minimo

Definicién 1.3.1. Sea G un grafo (orientado o no) y w : E — R una funcién
de peso de las aristas de G. Un camino minimo P de un nodo u a otro nodo v
de G es un camino de u a v de peso minimo.

Notacion. Si v = u o v no es alcanzable desde u decimos que el peso de un
camino minimo de u a v es 0 e 0o respectivamente y que tiene cero aristas.

Definicién 1.3.2. Dado un grafo G y una funcién de peso w : E — R, el
problema de camino minimo consiste en determinar:

= Unico origen. Un camino minimo de un nodo v dado a cada nodo de G.

= Unico destino. Un camino minimo de cada nodo de G a un nodo v dado.
Puede ser reducido al problema de tinico origen invirtiendo el sentido de
las aristas.

= Unico par. Un camino minimo entre un par de nodos u y v dados.
= Todo par. Un camino minimo entre todo par de nodos de G

El problema no estd bien definido cuando G tiene circuitos de peso negativo
alcanzables por un vértice de origen.

Notacion. Cuando nos referimos al problema de camino minimo asumimos que
el grafo en cuestién no tiene circuitos de peso negativo alcanzables desde un
vértice de origen.

Proposicion 1.3.1. Un camino minimo no puede tener circuitos de peso posi-
tivo.

Demostracion. Supongamos que un camino minimo P entre dos nodos u y v
tiene un circuito de peso positivo C. Luego P\ C es un camino entre u y v y
w(P\C) = w(P)—w(C) < w(P). Pero entonces P no es un camino minimo. [J

Corolario 1.3.2. Si un camino minimo tiene circuitos, estos deben tener peso
cero.
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Proposicién 1.3.3. Sea G un grafo y u,v nodos de G. Si existe un camino
minimo de u a v, entonces existe un camino minimo simple de u a v.

Demostracion. Sea P un camino minimo de u a v. Supongamos que P no es
simple, ya que si lo fuera no habria nada que probar. Entonces debe haber algun
circuito C' en P, determinado por la primera y la ultima aparicién de un nodo
por el que P pasa més de una vez. Por el corolario 1.3.2, el peso de C debe ser
cero. Luego P/ = P\ C es un camino de u a v que es minimo, pues tiene el
mismo peso que P. Podemos repetir este razonamiento hasta obtener un camino
minimo simple de u a v. O

Notacion. Asumimos que los caminos minimos son simples a menos que se aclare
lo contrario.

Proposicién 1.3.4 (Subestructura éptima). Si P = vivg - v €s un camino
minimo entre v1 y vk, entonces Py, es un camino minimo entre v; y v; para
todo i,j tal que 1 <i < j<k.

Demostracién. Supongamos que FP,,,; no es un camino minimo entre v; y v;.
Entonces debe existir otro camino ) de menor peso entre esos nodos. Pero si
reemplazamos P, por () en P obtenemos un camino entre v; y v; de peso
menor que P. Esto es absurdo ya que P es un camino minimo. O

Proposiciéon 1.3.5. Un camino simple en un grafo G tiene a lo sumo n — 1
aristas.

Demostracion. Un camino simple en G tiene a lo sumo n nodos y, como un
camino simple es un arbol, tiene a lo sumo n — 1 aristas. O

Definicién 1.3.3. Sea G un grafo con funcién de peso w y u,v nodos de G. La
distancia minima de u a v es el peso de un camino minimo de w a v. Es decir,
se define como

0 siu=w
0(u,v) = ¢ w(P) si existe un camino minimo P de u a v
00 si v no es alcanzable desde u

Proposicién 1.3.6 (Desigualdad triangular). Sea G un grafo con funcion de
peso w sin circuitos negativos, s €V y (u,v) € E. Entonces

0(s,v) < 0(s,u) 4+ w(u,v)

Demostracion. Si existe un camino minimo de s a v o s = v, ningin otro
camino de s a v puede tener menor peso, por lo cual la desigualdad vale. Si
no hay caminos de s y v entonces no puede existir un camino de s a u porque
existirfa uno de s a v. Luego (s, u) = oo y la desigualdad también vale. O

1.3.1. Unico origen

Definicién 1.3.4. Sea G un grafo, s € V un nodo de origen y v € V. Una
estimacion de camino minimo a v, notada €(v), es una cota superior del peso
de un camino minimo de s a v.
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Definicién 1.3.5. Sea G un grafo, s € V un nodo de origen. El proceso de
relajar una arista (u,v) € E (algoritmo 1.3.1) consiste en considerar un camino
que pasa por (u,v) y, si resulta ser posible, ajustar la estimacién e(v) y ac-
tualizar el mapa de predecesores que describe los caminos considerados para las
estimaciones. Si una relajacion logra ajustar la estimacion se dice que es ezitosa.
Decimos que se relaja un nodo v si se relaja alguna arista que entra a él.

Algoritmo 1.3.1: Relajacién de una arista

Entrada: Los nodos u,v de una arista a relajar
Resultado: Relaja la arista (u,v)

1 procedimiento RELAJAR(u,v):
si e(v) > e(u) + w(u, v) entonces
e(v) « e(u) + w(u,v)
m(v) < u
fin
fin

o N W N

Proposicién 1.3.7. Sea G un grafo con funcion de peso w y s € V un nodo de
origen. Si (u,v) € E ye(u) ye(v) son estimaciones de camino minimo, entonces
luego de relajar (u,v):

1. €(v) es a lo sumo su valor anterior.
2. €(v) sigue siendo una estimacion de camino minimo.
3. Si la relajacion fue exitosa, w(v) = u.
Demostracion.
1. Por definicién de relajacién.

2. Si el valor de €(v) no cambid, no hay nada que probar. Si cambid, entonces
€(v) = e(u) +w(u,v) por definicién de relajacién. Luego, como €(u) es una
estimacién de camino minimo, esto es mayor o igual a (s, u) + w(u,v),
que por la desigualdad triangular es al menos tan grande como J(s, v). Por
lo tanto, €(v) es una estimacién de camino minimo.

3. Por definicién de relajacion.
O

Corolario 1.3.8. Sea G un grafo y s € V un nodo de origen. Si e(v) = 0(s,v)
y (u,v) € E tal que €(u) es una estimacion de camino minimo, entonces la
relajacion de (u,v) no es exitosa.

Proposicién 1.3.9. Sea G un grafo y s € V un nodo de origen. El algoritmo
1.8.2 define € como una estimacion de camino minimo de los nodos de G.

Proposiciéon 1.3.10. Sea G un grafo con funcion de peso w, s € V un nodo
de origen y € inicializado con el algoritmo 1.3.2. Entonces, para todo v € V,
e(v) = d(s,v) si y sdlo si se hizo la secuencia de relajaciones exitosas P (con
posibles relajaciones intermedias), donde P es algin camino minimo de s a v.
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Algoritmo 1.3.2: Inicializacién de estimaciones de camino minimo

Entrada: Un grafo G y un nodo de origen s
Resultado: Inicializa las estimaciones de camino minimo de s a todos
los nodos de G

1 procedimiento INICILIZAR-ESTIMACIONES(G, s):
2 €(s) + 0

3 para cada v € V hacer
4 | e(v) o0
5 fin

6

fin

Demostracion. Si v es igual a s o no es alcanzable desde s, entonces la proposi-
cién vale trivialmente por la definicién del algoritmo 1.3.2 y la proposicion 1.3.8.
Supongamos entonces que v no es s y que es alcanzable desde s.

= . Sea (u,v) la dltima relajacién exitosa de v. Entonces, d(s,v) = e(v) =
e(u)+w(u,v). Como ¢ fue inicializado con el algoritmo 1.3.2 y s6lo fue modificado
mediante relajaciones, e(u) > §(s, u). Luego, §(s,v) > §(s, u)+w(u,v) > §(s,v).
Esto implica que (u, v) es la tltima arista de un camino minimo de s a v. Ademas,
como (s, u) + w(u,v) = §(s,v) = e(u) + w(u,v) implica que e(u) = d(s,u),
podemos repetir este razonamiento para u. De esta forma, obtenemos una por
una y en orden inverso las aristas de un camino minimo de s a v.

<= . Sea P = ejey--- €, y demostremos por induccion en k. El caso base
se da cuando k = 1. En este caso P = (s,v) es un camino minimo de s a v
por hipoétesis y, luego, la proposicién vale trivialmente. Para el paso inductivo
supongamos que vale para algiin £k > 1 y probemos que es cierto para k + 1.
Sea ery1 = (u,v). Por hipétesis inductiva, como Ps, es un camino minimo
de longitud k, e€(u) = d(s,u). Luego, cuando se relajé exy1 se definié e(v) =
e(u) + wlu,v) = (s, u) + w(u,v). Esto no es otra cosa que el peso de P, que es
un camino minimo de s a v. Por lo tanto, e(v) = d(s,v). O

Corolario 1.3.11. Sea G un grafo, s € V un nodo de origen, v € V y € ini-
cializado con el algoritmo 1.3.2. Si e(v) = (s, v), entonces 7 define un camino
minimo de s a v.

Demostracion. Siwv esigual a s o no es alcanzable desde s el corolario vale trivial-
mente. Supongamos entonces que v es distinto de s y es alcanzable desde s. Por
la proposicién 1.3.10 sabemos que se hizo la secuencia de relajaciones exitosas
P =ejeq- e, para algin k > 1. Llamemos P; = ejeq - -e; v e; = (x4, y;), para
1 < < k. Es fécil ver por el corolario 1.3.8 que al hacer la secuencia de relajacio-
nes exitosas P;, m(y;) = x; para todo j < 4. De esto se deduce directamente que

e = (m(v),v),ex—1 = (72 (v), 7(v)),...,e1 = (7 (v), 7871 (v)) = (s, 78" (v)),
donde 7*(v) es el resultado de aplicar 7 a v de forma recursiva i veces. Por lo
tanto, 7 define el camino minimo P que va de s a v. O

Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra resuelve el problema de camino minimo de tinico origen
para grafos (orientados o no) con pesos no negativos en las aristas.
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Algoritmo 1.3.3: Algoritmo de Dijkstra

Entrada: Un grafo G con pesos no negativos y un nodo de origen s
Salida: Caminos minimos de s a cada nodo de G y sus pesos

1 INICILIZAR-ESTIMACIONES(G, $)
2 S+ 0

3Q<«V

4 mientras @ # () hacer

5 u 4+ argmin, ¢ €(v)

6 | Q<< Q\{u}

7 S+ SuU{v}

8 para cada v € @ tal que (u,v) € E hacer
9 | RELAJAR(u,v)

10 fin

11 fin
12 devolver 7, ¢

Lema 1.3.12 (Invariante del algoritmo de Dijkstra). Sea G un grafo (orientado
0 no) con pesos no negativos y s € V un nodo de origen. Al comenzar la k-ésima
iteracion, el algoritmo de Dijkstra determina un camino minimo de s a cada
nodo de S.

Demostracion. Sean Sk, Qk, € v T los valores de S, @, € y 7 respectivamente
al comenzar la k-ésima iteracién. Demostramos por induccién en k.

Caso base. k = 1. Como S; = 0, el lema vale trivialmente.

Paso inductivo. Supongamos que el lema vale para algin k£ > 1 y veamos
que vale para k + 1. Como no se relajan los nodos de Si, €x11(v) = €x(v) =
d(s,v) YV v € Si. Luego basta ver que ex+1(u) = d(s,u) porque u es el inico
nodo que se agrega a Si. Sabemos que u # s porque s es agregado a S en la
primera iteraciéon y estamos en la iteracion k + 1 > 1. Por otro lado, si u no
es alcanzable por s entonces §(s,u) = 0o = €(u) y no hay nada que demostrar.
Luego, supongamos que existe algiin camino de s a u y sea P uno de ellos. Como
s € Sy y u € Qk, debe haber alguna arista (z,y) de P que cruza (S, Qk). Es
decir, x € S e y € Q. Entonces

w(P) = w(Psz) + w(@,y) + w(Pyu)
> w(Psy) + w(z,y) (pesos no negativos)
> (s, ) + w(x,y) (definicién de §)
e(z) + w(z,y) (hipétesis inductiva)
= e(y) (relajacién de (x,y) al agregar x a S)
> e(u) (u = argmin, ), €(v)

Llegamos a que w(P) > €;(u) para cualquier camino P de s a wu. Luego,
ex+1(u) = ex(u) = d(s,u) y entonces exy1(v) = d(s,v) para todo v € Ski1.
Por lo tanto, por el corolario 1.3.11, 741 determina un camino minimo de s a
cada nodo v € Siy1 y su peso es €x11(v). O

Teorema 1.3.13 (Correctitud del algoritmo de Dijkstra). Sea G un grafo
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(orientado o no) con pesos no negativos y s € V un nodo de origen. El al-
goritmo de Dijkstra determina un camino minimo de s a cada nodo de V.

Demostracion. Como () comienza siendo igual a V' y en cada iteracién se saca
un nodo de Q y se lo agrega a S, cuando Q = ) al finalizar el ciclo S es igual a
V. Luego, por el teorema del invariante, el lema 1.3.12 vale para S = V. O

Proposicién 1.3.14 (Complejidad del algoritmo de Dijkstra). El algoritmo de
Dijkstra para grafos representados por listas de adyacencia tiene complejidad
O(n? +m) si la bisqueda del minimo en Q se hace de forma lineal y O((n +
m)logn) si se usa una cola de prioridad implementada con min-heap.

Demostracion. En el algoritmo se hacen n busquedas de minimo en @ y, dado
que por cada nodo se relajan a lo sumo todas las aristas incidentes a él, como
mucho se hacen 2m relajaciones. Luego, para la busqueda lineal la complejidad
es de O(n-n+2m) = O(n? +m). Para el min-heap, primero se lo debe crear, lo
cual se puede hacer en O(n), y para cada relajacién se debe actualizar el min-
heap. Entonces, el costo en este caso es O(nlogn) para extraer los minimos de
Q y O(mlogn) para relajar las aristas. Por lo tanto, la complejidad es O((n +
m)logn). O

Observacion.

1. Para grafos densos (m = ©(n?)), la implementacién con biisqueda lineal
es asintéticamente mejor que la de min-heap (©(n?) vs. ©(n?logn)).

2. Si el grafo no orientado subyacente es conexo, la complejidad para la im-
plementacién con min-heap es O(mlogn), pues n = O(m).

3. En la implementacién con busqueda lineal se puede obtener la misma com-
plejidad para matrices de adyacencia debido a que se las puede transformar
a listas de adyacencia en O(n?).

Algoritmo de Bellman-Ford

El algoritmo de Bellman-Ford resuelve el problema de camino minimo de tnico
origen para grafos (orientados o no) sin circuitos negativos. Si el grafo tiene
circuitos negativos, lo puede detectar.

Lema 1.3.15 (Invariante del algoritmo de Bellman-Ford). Sea G un grafo
(orientado o no) sin circuitos negativos y s € V- un nodo de origen. Al comen-
zar la k-ésima iteracion, el algoritmo de Bellman-Ford determina un camino
minimo de a lo sumo k — 1 aristas de s a los nodos de G.

Demostracion. Induccién en k.

Caso base. k = 1. Los caminos minimos de longitud cero desde s son los que
van a s y a los nodos no alcanzables desde s. Luego el lema vale trivialmente
por cémo se incializaron los valores de e.

Paso inductivo. Supongamos que el lema vale para algin k£ > 1y veamos que
vale para k4 1. Sea el comienzo de la k-ésima iteracién y sea v € V. Si existe un
camino minimo de a lo sumo k — 1 aristas a v, por hipdtesis inductiva, el algo-
ritmo ya lo determind. Luego el corolario 1.3.8 afirma que no sera modificado.
Supongamos ahora que los caminos minimos a v tienen exactamente k aristas y
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Algoritmo 1.3.4: Algoritmo de Bellman-Ford

Entrada: Un grafo G y un nodo de origen s
Salida: Caminos minimos de s a cada nodo de G y sus pesos

1 INICILIZAR-ESTIMACIONES(G, $)
21+ 0

3 repetir

4 141+ 1

5 para cada (u,v) € E hacer
6 | RELAJAR(u,v)

7 fin

8 hasta que no hubo cambiosen e 0 i =n
9 si hubo cambios en € entonces
10 ‘ error hay ciclos negativos

11 fin

12 devolver 7, ¢

sea P uno de ellos y (u,v) la dltima arista de P. Por subestructura éptima de
camino minimo, P’ = P — (u,v) es un camino minimo a u. Luego, por hipétesis
inductiva, €(u) = 0(s, u). Entonces, después de relajar el eje (u, v) en la iteracién
actual, el valor de e(v) serd e(u) + w(u,v) = §(s,u) + w(u,v) = w(P) = §(s,v).
Por lo tanto, por el corolario 1.3.11, al finalizar la iteracién el algoritmo habra
determinado un camino minimo de a lo sumo k—1 aristas a cada nodode G. [

Teorema 1.3.16 (Correctitud del algoritmo de Bellman-Ford). Sea G un grafo
(orientado o no) y s € V un nodo de origen. Si G tiene circuitos negativos, el
algoritmo de Bellman-Ford lo detecta; si no, determina un camino minimo de
s a cada nodo de G.

Demostracion. Sea G sin circuitos negativos. Como los caminos minimos tienen
a lo sumo n — 1 aristas, el lema 1.3.15 garantiza que al empezar a lo sumo
la n-ésima iteracion el algoritmo ya habra determinado un camino minimo a
cada nodo de G. Luego, en esa iteracion no habran cambios en € y el algoritmo
terminard correctamente.

Veamos ahora que si no hubo cambios en alguna iteraciéon k& < n entonces el
algoritmo determiné un camino minimo para cada nodo de G. Por el corolario
1.3.11, basta ver que €(v) = d(s,v) paratodov € V. Siv = s 0 v no es alcanzable
desde s la igualdad vale por cémo se inicializa €. Supongamos entonces que existe
un camino minimo P = vgv; - - - v, donde vy = s, v, = v. Que no haya habido
cambios en e significa, por la definicién de relajacién, que para todo (z,y) €
E, e(y) < e(z) + w(z,y). Equivalentemente, e(y) — e(z) < w(z,y). Luego, si
sumamos las aristas de P tenemos que >, (€(v;) —€(vi—1)) < >0 w(viz1,v;).
Lo primero es igual a €(v,.) — ¢(vg) = €(v,) y lo segundo es el peso de P, que
es igual a d(s,v,). Por lo tanto e(v,) < d(s,v,) y como d(s,v,) < €(v,), queda
demostrado lo que se queria.

Para ver que cuando G tiene circuitos negativos hay cambios en € en to-
das las iteraciones del algoritmo podemos usar el resultado anterior. Para eso
supongamos que esto no pasa: en alguna de las iteraciones no hay cambios en
€. Luego, si tomamos P = wvyv; - - v, como un circuito negativo, tenemos que
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€(vr) — €(vg) < w(P). Como P es un circuito, vy y v, son el mismo nodo. Pero
entonces w(P) > e(vg) — €(vg) = 0, lo cual es absurdo porque P es un circuito
negativo. O

Proposicién 1.3.17 (Complejidad del algoritmo de Bellman-Ford). FEl algo-
ritmo de Bellman-Ford para grafos representados con listas de adyacencia tiene
complejidad O(nm).

Demostracion. Se hacen a lo sumo n iteraciones y en cada una se relajan m
aristas. O

1.3.2. Todo par

Notacion. Dado un grafo G = (V, E), nos referimos a su conjunto de vértices
como {v1,va,...,v,} y definimos Vi, = {v1,va,..., 0%}

Definicién 1.3.6. Sea G un grafo con funcién de peso w : E — R. La matriz
de pesos de G es una matriz W € R™"*" definida como

0 si v; = vj
wij = w(vi,vy) si(v,v;) € E
00 siv; # v; A (vi,v5) ¢ E

Algoritmo de Floyd-Warshall

El algoritmo de Floyd-Warshall resuelve el problema de camino minimo de todo
par para grafos (orientados o no) sin circuitos negativos. Si el grafo tiene circuitos
negativos, lo puede detectar. Es un algoritmo de programacién dindmica

Definicién 1.3.7. Sea P un camino. Un nodo de P es intermedio si no es el
primero ni el Ultimo. Es decir, si P es la secuencia de vértices vivs - - - vg, v; €s
un vértice intermedio de P si 1 < i < k.

Definicién 1.3.8. Dado un grafo G = (V, E) y dos nodos u,v € V, decimos
que P es un camino minimo de u a v con nodos intermedios en I C V si dentro
de todos los caminos de u a v cuyos nodos intermedios estan en I, P es uno de
peso minimo.

Lema 1.3.18. Sea G un grafo, W su matriz de pesos y D) € R™ " tql
que dgf) es el peso de un camino minimo de v; a v; con nodos intermedios

en {vi,vs,...,v}. Entonces D®) puede definirse recursivamente como
d(k) N Wi sik=0
Y \min{d Y, d Y +diE VY sik >0

Demostracion. Induccién en k.
Caso base. k = 0. Un camino minimo sin nodos intermedios, si existe, es una
arista. Luego el peso de un camino minimo de v; a v; es exactamente w;;.
Paso inductivo. Supongamos que el lema vale para algin k—1 > 0 y veamos
que vale para k. Sea P un camino minimo de v; a v; con nodos intermedios en
V. Separemos en dos casos:
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» v es un nodo intermedio de P. Entonces P = Py, + Py, donde Py, es
un camino minimo de v; a vy y Pg; uno de vy a vj, ambos con nodos

intermedios en Vj_;. Luego, por hipétesis inductiva, dgf_l) > w(P) =
dglli_l) + d,g;_l). Por lo tanto, dl(f) = dgl,z_l) + dg;_l) = w(P).

= v, no es un nodo intermedio de P. Entonces P es un camino minimo
. . e . . k—1
con nodos intermedios en Vj_;. Luego, por hipétesis inductiva, dgk ) +

d,g;fl) > w(P) = dl(-;-cfl). Por lo tanto, dl(-;-c) = dgffl) = w(P).
O

Lema 1.3.19. Sea G un grafo, W su matriz de pesos, D) € R" ™ tal que
dz(?) es el peso de un camino minimo de v; a v; con nodos intermedios en

{vi,ve,...,vx} ¥ %) e VX tal que wl(f) es el predecesor de v; en un tal
camino. Entonces II®) puede definirse recursivamente como

T

o) _ {nil stv; =v; V w;j =00
i

v StvF vy A wi <00

T, =
i D osidl Y > a4l

(k—1) . J(k—=1) (k—1) (k—1)
k) _ {Trij sid; ) < dy 4 dy
(k—1
Tk
Demostracion. Induccién en k.
Caso base. k = 0. Un camino minimo sin nodos intermedios, si existe, es una
arista. Luego el lema vale trivialmente.
Paso inductivo. Supongamos que el lema vale para algin k—1 > 0 y veamos
que vale para k. Separemos en casos:

(k—1) (k—1) (k—1) (k) _ 3(k—1) .
» d;; . <d; ~+ dkj . Entorllces d;; = dij , por lo c.ual un camino
minimo de v; a v; con nodos intermedios en Vi_; también es uno con
. . k—1 .
nodos intermedios en Vj. Luego, 7T§j ) es también el predecesor de v; en
un camino minimo de v; a v; con nodos intermedios en V.
(k—1) (k—1) (k—1) (k) _ (k1) (k—1) (k—1)

v d; 0 >dy 4 dy; 7. Entonces dj;” =dy 4 dy; 7 <dj; 7, porlo
cual un camino minimo P de v; a v; con nodos intermedios en V}, tiene
que pasar por vi. Luego el predecesor de v; en un tal camino es el mismo
que en un camino minimo de vy a v; con nodos intermedios en Vj,_;.

O

Teorema 1.3.20 (Correctitud del algoritmo de Floyd-Warshall). Sea G un
grafo (orientado o no). Si G tiene circuitos negativos el algoritmo de Floyd-
Warshall lo detecta; si no, determina un camino minimo entre todo par de
nodos de G y sus pesos.

Demostracion. Sea G sin circuitos negativos. Si para cada valor de k el algoritmo
cambiara los elementos de las matrices D y II al final de la iteraciéon en lugar
de hacerlo inmediatamente cada vez que considera un par (i, j), serfa trivial ver
de los lemas 1.3.18 y 1.3.19 que este computa las matrices D™ y II(™ por lo
cual serfa correcto. Veamos que aplicar los cambios de forma inmediata tiene
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Algoritmo 1.3.5: Algoritmo de Floyd-Warshall

Entrada: Un grafo G
Salida: Caminos minimos entre todo par de nodos de G y sus pesos

1D+« W
2 11+ 1O
3 para k = 1 hasta n hacer
4 para i = 1 hasta n hacer
5 para j = 1 hasta n hacer
6 si d;; > d; + di; entonces
7 dij < dig; + di;
8 Tij < Tkj
9 fin
10 fin
11 si d;; < 0 entonces
12 ‘ error hay circuitos negativos
13 fin
14 fin
15 fin

16 devolver D, II

el mismo resultado. Cuando se compara d;; se estd tomando su valor correcto
ya que siempre se cambia un elemento (¢, j) distinto. Luego, basta ver que los
valores de d;x, di; y 7r; no cambian a lo largo de la iteracién de un £ dado. Esto
es cierto porque un camino minimo con nodos intermedios en V}, que tiene a vy
como origen o destino es también un camino minimo con nodos intermedios
en Viy_1. Como prueba formal podemos ver que si ¢ = k o j = k, entonces
dij > dii, + dy; es equivalente a dy; > di; o di > d; respectivamente, que es
falso en ambos casos.

Sea ahora G con circuitos negativos y probemos por el absurdo que el al-
goritmo lo detecta. Para eso supongamos que d;; > 0 para todo k y todo 1.
Sea k' el primer valor de k para el cual V) contiene a todos los nodos in-
termedios de algin circuito negativo. Nétese que vy tiene que pertenecer a
estos circuitos negativos por cémo definimos k’. Como al final de la iteracién
de k = k' — 1 las distancias corresponden a caminos minimos de un subgra-
fo de G sin circuitos negativos/ y por lo probado en el parrafo anterior, en ese
punto del algoritmo d;; = dgf -, Luego, al terminar la iteracién de k = &/,
0 < dy = min{dgf/_l),dl(»,’::_l) + dgf;_l)} < dz(.’,z:_l) + d,(f;_l) para todo i.
En particular, esto vale para un ¢ tal que v; estd en algin circuito negati-
vo simple C' con nodos intermedios en V.. Pero si Cjrr y Crr; son los cami-
nos simples de C' que van de v; a vir y de vpr a v; respectivamente, entonces
w(C) = w(Cir) + w(Crii) > dEZ:) + d;ﬁ;) > 0. Esto es absurdo porque C es un
circuito negativo. O

Proposicién 1.3.21 (Complejidad del algoritmo de Floyd-Warshall). El algo-
ritmo de Floyd-Warshall tiene complejidad O(n?).

Observacion. Si sélo se desean obtener caminos minimos cuyos nodos interme-
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dios estan en un determinado subconjunto de vértices de tamano k, el algoritmo
de Floyd-Warshall puede hacerlo en O(k%). Ademds, si posteriormente se desea
agrandar el subconjunto (con otros nodos del grafo), s6lo es necesario hacer una
iteracién més del algoritmo por cada nodo agregado a este para obtener los
caminos minimos que faltan.

Algoritmo de Dantzig

El algoritmo de Dantzig resuelve el problema de camino minimo de todo par
para grafos (orientados o no) sin circuitos negativos. Si el grafo tiene circuitos
negativos, lo puede detectar. Es un algoritmo de programacion dindmica.

Lema 1.3.22. Sea G un grafo, W su matriz de pesos y D®) € RF*F tal que
dl(?) es el peso de un camino minimo de v; a v; en el subgrafo de G inducido

por {v1,va,...,vx}. Entonces D) puede definirse recursivamente como
di) = 0
0 sii=j=k
o _ ming << dgffl) +w(vg,vg)) sii#k AN j=k
9 ) ming<iep (w(vg, ve) + dg?_l) sii=k AN j#£k
min {dz(?_l), dEZ) + dg;)} sii,j £k

Demostracion. Inducciéon en k.

Caso base. k = 1. El subgrafo inducido es el nodo aislado v;. Luego dﬁ) =
w(1,1) =0.

Paso inductivo. Supongamos que el lema vale para algin k—1 > 1 y veamos
que vale para k. Analicemos cada caso:

= i =j = k. El peso de un camino minimo de v; a si mismo es 0.

» { # kA j =k Un camino minimo P de v; a v estd compuesto por un
camino minimo P;; de v; a algiin nodo v; # vj (posiblemente vacio) y la
arista (vg, vg), donde 1 < t < k porque se trata del subgrafo inducido por
V. En particular, P es aquel que tiene el menor peso. Como P;; no pasa
por vk, es un camino minimo en el subgrafo inducido por V;_;. Luego, por
hipétesis inductiva, el peso de P es exactamente la expresién enunciada.

» i =kAj#k. Esandlogo al casoi # kAN j=k.

v 4,5 # k. Un camino minimo P de v; a v; puede pasar o no por v. Si
no pasa por v, entonces es un camino minimo en el subgrafo inducido
por Vi_1. Si pasa por v, estd compuesto por un camino minimo de v; a
v y otro de vy a v;. Luego, como ambas posibilidades corresponden un
camino de v; a vj, el peso de P es el minimo de las dos. Esto, por hipétesis
inductiva, es la expresién enunciada.

O

Lema 1.3.23. Sea G un grafo, W su matriz de pesos, D¥) € RF** tal que

dgj) es el peso de un camino minimo de v; a v; en el subgrafo de G inducido
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por {v1,va, ..., 0k} Y %) e VEXE tal que wff) es el predecesor de v; en un tal
camino. Entonces I®) puede definirse recursivamente como

1 _

my = nil
nil sidgf)zoo\/i:j:k
N sidgf)zoo/\i¢k/\j:k
) _ ) sz'dl(-;-c):oo/\izk/\j?ék/\t:j
ij 773‘671) szdl(,f):ooAiZk/\j#k/\t#j
A5 d® — o pdjEk A A = dD
e sidl) = oo Ak A dD #dl Y

donde t es el pardmetro que realiza el minimo en la definicion de dgf) para los
casos i #FkNj=kei=kNj#k.

Demostracion. La demostracion se deduce directamente de tomar el predecesor
, L k
que corresponde segin cada caso de la definicién de dz(j). O

Algoritmo 1.3.6: Algoritmo de Dantzig
Entrada: Un grafo G
Salida: Caminos minimos entre todo par de nodos de G y sus pesos

1 D+« W
2 no se muestra el computo de 11 por simplicidad
3 para k = 2 hasta n hacer

4 para i = 1 hasta k — 1 hacer

5 di — ming<¢<p(dit + dir)

6 dii < ming<¢<p(die + dii)

7 fin

8 para i = 1 hasta kK — 1 hacer

9 para j = 1 hasta k — 1 hacer
10 ‘ dij < ml’n{dij, dix + dki}
11 fin

12 si d;; < 0 entonces

13 ‘ error hay circuitos negativos
14 fin
15 fin
16 fin

17 devolver D,II

Observacion. Por simplicidad, en el algoritmo 1.3.6 se muestra sélo el cémpu-
to de las distancias minimas. Para obtener los caminos minimos sélo se debe
implementar la definicién recursiva de II.

Teorema 1.3.24 (Correctitud del algoritmo de Dantzig). Sea G un grafo
(orientado o no). Si G tiene circuitos negativos el algoritmo de Dantzig lo de-
tecta; si no, determina un camino minimo entre todo par de nodos de G y sus
Pesos.
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Demostracion. Cuando G no tiene circuitos negativos el teorema se deduce di-
rectamente de los lemas 1.3.22 y 1.3.23. Sélo notamos que como D es inicializado
con la matriz de pesos de G, w(ve, vg) = di, y w(vg, v:) = dge en cada iteracién
de los valores de k.

Sea G con circuitos negativos y veamos por el absurdo que el algoritmo
lo detecta. Para eso supongamos que d;; > 0 para todo k y todo i. Sea k' el
primer valor de k tal que el subgrafo inducido por Vj, (llamémoslo G},) contiene
algun circuito negativo. Notese que vgs tiene que estar en estos circuitos por
cémo definimos k‘f . Al ter/rninar }a iteraci/c')n de /k = K/, por el lema 1.3.22,
0<d;; = ml’m{d%C -, dﬁ,’j,) + d,(clfi)} < dg’,j,) + dgfi) para todo 7. En particular,
esto vale para un ¢ tal que v; estd en algin circuito negativo simple C' de Gy .
Pero si Cjpr v Cir; son los caminos simples del circuito que van de v; a vg y de
vk a v; respectivamente, entonces w(C) = w(Cipr) + w(Chrs) > dEZ:) —|—d,(j;) > 0.

Esto es absurdo porque C' es un circuito negativo. O

Proposicién 1.3.25 (Complejidad del algoritmo de Dantzig). El algoritmo de
Dantzig tiene complejidad O(n?).

Observacion. Si se tienen los caminos minimos entre todo par de vértices de un
grafo, basta hacer una iteracion del algoritmo de Dantzig para determinar los
caminos minimos de un nuevo nodo.

1.4. Grafos eulerianos y hamiltonianos

1.4.1. Grafos eulerianos

Definicién 1.4.1. Un circuito en un grafo G es euleriano si pasa por cada
arista de G exactamente una vez.

Definicién 1.4.2. Un grafo es euleriano si tiene un circuito euleriano.

Teorema 1.4.1. Un grafo conezo es euleriano si y sdlo si todos sus nodos tienen
grado par.

Demostracion. Sea G el grafo conexo.

= . Sea C un circuito euleriano de G. Como C pasa por cada arista de G
exactamente una vez, el grado de un nodo de G es igual a la cantidad de aristas
incidentes a él por las que pasa C. Luego, dado que en un circuito cada vez que
aparece un nodo hay una arista por la que se entra a él y una por la que se sale,
el grado de los nodos de G debe ser par.

<= . Demostramos por induccién en la cantidad de aristas de G.

Caso base. m = 3. G es un circuito simple y, por lo tanto, es euleriano.

Paso inductivo. Supongamos que la implicacién vale para todo m’ tal que
3 <m' < m y veamos que vale para m. Sea G un grafo conexo de m aristas
y vo un nodo cualquiera de G. Podemos construir un circuito Cy comenzando
desde vy yendo por una arista no explorada cada vez que llegamos a un nodo
hasta volver a vg. Esto es posible porque G es conexo y sus nodos tienen grado
par, por lo cual siempre que entramos a un nodo por una arista vamos a poder
salir de él por otra. Si Cj tiene todas las aristas de G, termina la demostracién.
Si no, definimos G’ = G\ Cy. Los nodos de G’ tienen grado par porque al
sacar Cy de G sacamos una cantidad par de aristas por cada nodo. Luego,
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cada componente conexa de G’ es un grafo conexo con nodos de grado par y
con menos de m aristas y entonces, por hipotesis inductiva, son eulerianos. Sea
C1,Cs,...,C) un circuito euleriano de cada componente conexa de G’. Como G
es conexo, Cy debe tener vértices vy, vg, - - - , vk, cada uno perteneciente a uno de
estos circuitos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que estos vértices
aparecen en ese orden en Cy. Luego, podemos definir un circuito euleriano de
la siguiente forma. Comenzando en vy vamos por Cy hasta llegar a v1 y luego
recorremos C hasta volver a vy, de v1 vamos por Cy hasta vy y luego recorremos
C5 hasta volver a wvq, y asi sucesivamente. Finalmente, luego de recorrer C}, y
volver a vy, terminamos el circuito recorriendo lo que falta de Cj hasta regresar
a vg. O]

Observacion. El teorema 1.4.1 vale también para multigrafos.

Algoritmo 1.4.1: Algoritmo de Hierholzer

Entrada: Un grafo G conexo con nodos de grado par
Salida: Un circuito euleriano de G

elegir un nodo vy cualquiera
construir un circuito C' desde vy sin repetir aristas
mientras F \ C # () hacer
elegir un nodo u de C tal que (u,v) € E\ C
construir un circuito P desde u sin repetir aristas y tal que
PNnC=10
unir P a C por medio de u
fin
devolver C

[, SN VN

[=2)

w N

Proposicién 1.4.2 (Correctitud del algoritmo de Hierholzer). Sea G un grafo
conezo con nodos de grado par. El algoritmo de Hierholzer determina un circuito
euleriano de G.

Demostracion. La correctitud del algoritmo se deduce de la demostracién del
teorema 1.4.1. El primer circuito obtenido en el algoritmo corresponde al cir-
cuito Cy de la demostracion y la construccién de los subsiguientes circuitos es
equivalente a la aplicacién del paso inductivo sobre las componentes conexas de
G\ Cy. Reemplazar u por C' en cada iteracién corresponde a armar el recorrido
enunciado al final de la demostracién. O

Teorema 1.4.3. Sea G = (V, E) un grafo conexo. G es euleriano si y sdlo si
E se puede particionar en circuitos simples tal que cada eje de E pertenece a
exactamente uno de estos circuitos.

Demostracion.

—> . Probemos por inducciéon en m. En el caso base m = 3, por lo que
G es un circuito simple y luego E es la particién. Supongamos ahora que la
implicacién vale para todo m’ tal que 3 < m’ < m y veamos que vale para m.
Sea G con m aristas y C' un circuito euleriano de G. Si C' es simple, la particion
es E. Si no, C debe contener algtin circuito simple C’. El grafo G’ = G \ C’ es
euleriano porque C'\ C’ es un circuito euleriano de este. Luego, por hipdtesis
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inductiva, F(G') = E \ C tiene una partcién P en circuitos simples. Entonces,
P U{C?} es una particién en circuitos simples de E.

<= . Sea P la particién de F y probemos por induccién en la cantidad
de circuitos simples de P. En el caso base P tiene sélo un circuito simple y
entonces G es trivialmente euleriano. Supongamos ahora que la implicacién vale
para alguna cantidad k de circuitos simples y probemos que vale para k + 1.
Sean C1,Cy,...,Cky1 los circuitos simples de P. La particion P’ = P\ {C1},
por hipotesis inductiva, es una particién de las aristas de un grafo euleriano. Sea
C un circuito euleriano de dicho grafo. Como G es conexo, debe haber un nodo
v € C1 que estd en un circuito de P’ y por lo tanto en C. Luego, el circuito que
resulta de unir C; con C por medio de v es un circuito euleriano de G porque

ClﬁC=@y01UC:E. O

Definicién 1.4.3. Un camino en un grafo G es euleriano si pasa por cada arista
de G exactamente una vez y no es un circuito.

Teorema 1.4.4. Un grafo conexo tiene un camino euleriano si y solo si tiene
exactamente dos nodos de grado impar.

Demostracion. Sea G el grafo conexo.

— . Sea C' un camino euleriano de GG. Como C' pasa por cada arista de G
exactamente una vez, el grado de un nodo de G es igual a la cantidad de aristas
incidentes a él por las que pasa C. En un camino que no es circuito cada vez
que aparece un nodo hay una arista por la que se entra a él y una por la que
se sale, salvo para el primer nodo que tiene una arista mas que sale de él y el
dltimo nodo que tiene una arista mas que entra a él. Luego, el grado del primer
y el ultimo nodo de C debe ser impar y el del resto par. Por lo tanto, G tiene
exactamente dos nodos de grado impar.

<= . Si G tiene sélo dos nodos el camino euleriano es su tunica arista.
Supongamos entonces que tiene mas nodos. Sean u y v dos nodos distintos de
G que no son adyacentes. Estos tienen que existir porque si no G seria un grafo
completo y todos sus nodos, que son mas de dos, tendrian el mismo grado par o
impar. Definamos un nuevo grafo G’ = G + (u,v). Todos los nodos de G’ tienen
grado par ya que u y v eran los tinicos con grado impar y agregamos una arista
entre ellos. Luego, por el teorema 1.4.1, G’ tiene un circuito euleriano C, el cual
pasa por cada arista de G y la arista (u7 v) exactamente una vez. Entonces, el
camino C' = C' — (u,v) entre u y v no es un circuito y pasa por cada arista de
G exactamente una vez. Es decir, es un camino euleriano de G. O

Observacion. El teorema 1.4.4 vale también para multigrafos.

Proposicién 1.4.5 (Algoritmo de camino euleriano). Sea G un grafo conexo
con exactamente dos nodos de grado impar. Si en el algoritmo de Hierholzer
(1.4.1) se elige como nodo inicial vy (linea 1) a uno de los nodos de grado
impar u y en lugar de construir un circuito desde vy (linea 2) se construye un
camino desde vy = w al otro nodo de grado impar sin repetir aristas, entonces
el algoritmo obtiene un camino euleriano de G.

Demostracion. Para la demostracién vamos a dar una prueba alternativa de la
implicacion <= del teorema 1.4.4. Es trivial ver que esta se corresponde con
los pasos que realiza el algoritmo enunciado por lo visto en la demostracién de
correctitud del algoritmo de Hierholzer.
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Sean u y v los nodos de grado impar de G y sea P un camino entre ellos
que no repite aristas. Si P tiene todas las aristas de G entonces es un camino
euleriano y no hay nada que probar. Si no, definimos un grafo G’ = G\ P.
Los nodos de G’ tienen grado par porque sacamos de G una cantidad impar
de aristas incidentes a u y v y una cantidad par de aristas incidentes al resto
de los nodos. Luego, por el teorema 1.4.1, las componentes conexas de G’ son
circuitos eulerianos C,Cs,...,Ck. Como G es conexo, P debe tener vértices
V1, V9, ..., Uk, cada uno perteneciente a uno de estos circuitos. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que estos vértices aparecen en ese orden en P. Luego,
podemos definir el siguiente camino euleriano. Comenzando en u vamos por P
hasta v; y luego recorremos C; hasta volver a vy, vamos por P hasta vy y
luego recorremos Cy hasta volver a vq, y asi sucesivamente. Finalmente, luego
de recorrer Cy y volver a vy, vamos por P hasta terminar en wu. O

Algoritmo 1.4.2: Algoritmo recursivo de circuito y camino euleriano

Entrada: Un grafo G conexo con todos sus nodos de grado par o
exactamente dos nodos de grado impar
Salida: Un circuito euleriano o camino euleriano de G

1 procedimiento EULERIANO(G, u, S):

2 para cada (u,v) € E no visitado hacer
3 marcar (u,v) como visitado

4 EULERIANO(G, v, S)

5 fin

6 agregar u al principio de S

7 fin

S« lista vacia de nodos

elegir un nodo vy de grado impar o cualquiera si no hay
10 EULERIANO(G, vg, S)

11 devolver S

© w

Proposicién 1.4.6. Los algoritmos 1.4.2 (version recursiva) y 1.4.3 (version
iterativa) son implementaciones del algoritmo de Hierholzer que hacen el paso
de construccion del circuito inicial de forma que produzca un circuito si el grafo
tiene todos sus nodos de grado par o si tiene eractamente dos nodos de grado
impar un camino entre estos nodos.

Demostracion. El algoritmo 1.4.2 elige un nodo inicial vy como en el agoritmo
de Hierholzer. Luego llama a un procedimiento recurisvo con vy que para cada
arista sin visitar incidente al nodo recibido se llama recursivamente con el otro
extremo de la arista. Esto genera un arbol de ejecucion en el cual empezando
desde el nodo vg se construye un camino yendo siempre por una arista no visitada
hasta que no queda ninguna tal arista incidente. De esta forma, como vimos en
demostraciones anteriores, se produce desde vy un circuito si todos los nodos
tienen grado par o si hay exactamente dos nodos de grado impar y vy es uno
de ellos un camino entre estos nodos. Este paso es equivalente a la construccion
del circuito inicial en el algoritmo de Hierholzer. Una vez hecho esto, cuando el
algoritmo llega al final de la rama del arbol de ejecucion, “vuelve hacia atras”
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Algoritmo 1.4.3: Algoritmo iterativo de circuito y camino euleriano

Entrada: Un grafo G conexo con todos sus nodos de grado par o
exactamente dos nodos de grado impar
Salida: Un circuito euleriano o camino euleriano de G

1 S <« lista vacia de nodos

2 elegir un nodo vy de grado impar o cualquiera si no hay
3 agregar vy al final de S

4 p < puntero al ultimo elemento de S

5 mientras quedan aristas sin visitar hacer

6 u < elemento apuntado por p

7 buscar una arista (u,v) € E que no fue visitada

8 si existe (u,v) entonces

9 marcar (u,v) como visitada

10 agregar v a S después del elemento apuntado por p
11 avanzar p

12 si no

13 retroceder p
14 fin
15 fin

y construye de la misma forma los circuitos restantes que no fueron visitados,
insertandolos en el camino inicial. Esto se corresponde con los pasos realizaods
por el ciclo del algoritmo de Hierholzer.

El algoritmo 1.4.3 es simplemente una implementacién iterativa del algorit-
mo 1.4.2. En él se usa un puntero p que apunta al nodo correspondiente al nodo
u del procedimiento recursivo y se lo avanza y retrocede de acuerdo al arbol de
ejecucién de dicho procedimiento. O

Corolario 1.4.7. Los algoritmos 1.4.2 y 1.4.8 determinan un circuito euleriano
del grafo si tiene todos sus modos de grado par o un camino euleriano si tiene
exactamente dos nodos de grado impar.

Demostracion. En la demostracion de la proposicién 1.4.6 vimos que si G tiene
todos sus nodos de grado par el camino inicial construido es un circuito, mientras
que si tiene exactamente dos nodos de grado impar es un camino entre ellos.
En el primer caso, el algoritmo hace lo que enuncia el algoritmo de Hierholzer
y, entonces, determina un circuito euleriano de G. En el otro, implementa el
algoritmo definido en la proposicién 1.4.5, por lo cual determina un camino
euleriano de G. O

Proposicion 1.4.8. La complejidad de los algoritmos 1.4.2 y 1.4.3 para grafos
representados con listas de adyacencia es O(m).

Demostracion. La eleccién de vy puede hacerse en O(m) con listas de adyacen-
cia. Para cada nodo de G se consideran sus aristas incidentes a lo sumo una vez.
Luego, se consideran como mucho 2m. En el algoritmo recursivo se recorren las
aristas incidentes en tiempo lineal al grado del nodo. En el algoritmom iterativo
se puede obtener el mismo costo manteniendo para cada nodo un puntero al 1lti-
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mo elemento recorrido de la lista de adyacencias. Por lo tanto, la complejidad
de ambos algoritmos es O(m). O

Definicién 1.4.4. Un circuito orientado en un digrafo G es euleriano si pasa
por cada arista de GG exactamente una vez.

Definicién 1.4.5. Un grafo orientado es euleriano si tiene un circuito orientado
euleriano.

Teorema 1.4.9. Un digrafo fuertemente conexo G es euleriano si y sélo si para
todos sus nodos el grado de salida es igual al de entrada.

Demostracion. La demostracion es andloga al caso de grafos no orientados. [

Definicién 1.4.6. Un camino orientado en un digrafo G es euleriano si pasa
por cada arista de G exactamente una vez y no es un circuito.

Teorema 1.4.10. Un digrafo fuertemente conexo G tiene un camino euleriano
orientado si y solo si para todos sus modos el grado de salida es igual al de
entrada salvo para un nodo cuyo grado de salida es uno mds que el entrada y
otro nodo cuyo grado de entrada es uno mds que el de salida.

Demostracion. La demostracion es analoga al caso de grafos no orientados. [

Definicién 1.4.7. Dado un grafo G = (V, E) con funcién de peso w : E — Rx>g
de sus aristas, el problema del cartero chino consiste en encontrar un circuito
que pase por cada arista de G al menos una vez de peso minimo.

Observacion.

= La solucién del problema del cartero chino para grafos eulerianos es un
circuito euleriano.

= Existen algoritmos polinomiales para el problema del cartero chino cuan-
do el grafo es orientado o no orientado, pero no se conocen algoritmos
polinomiales si el grafo tiene algunas aristas orientadas y otras no.

1.4.2. Grafos hamiltonianos

Definicién 1.4.8. Un circuito en un grafo G es hamiltoniano si pasa por cada
nodo de G exactamente una vez.

Definicién 1.4.9. Un grafo es hamiltoniano si tiene un circuito hamiltoniano.

Observacion. No se conocen buenas caracterizaciones de grafos hamiltonianos
ni algoritmos polinomiales para decidir si un grafo es hamiltoniano o no.

Teorema 1.4.11 (Condicién necesaria). Sea G un grafo hamiltoniano. Si S es
un subconjunto no vacio de nodos de G y c la cantidad de componentes conezras
de G\ S, entonces ¢ < |S].

Demostracion. Sea C un circuito hamiltoniano de G. Entonces el grafo C'\ S
es un subgrafo generador del grafo G \ S, es decir, se puede obtener el segundo
agregando aristas al primero. Como estas aristas pueden conectar al menos 0
componentes conexas de C'\ S, G\ S tendrd a lo sumo tantas componentes
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conexas como C'\ S. Luego, basta probar el teorema para el grafo C. Hagamos
esto por induccién en el tamano de S.

Caso base. |S| = 1. Sacar cualquier nodo de C resultard en un camino, que
tiene una sola componente conexa. Luego c =1 <1 =|5].

Paso inductivo. Supongamos que el teorema vale para un conjunto de tamano
k > 1y veamos que vale para uno de tamano k 4+ 1. Sea S C V de tamafio
k+1,ve Sy S =8\ {v}. Por hipétesis inductiva, la cantidad de componentes
conexas ¢’ de C' = C'\ S’ es a lo sumo k. Dado que C es un circuito simple, cada
componente conexa de C’ debe ser un camino simple o un nodo aislado. Luego,
sacar v de C’ (obteniendo C'\ S) puede resultar en a lo sumo una componente
conexa més. Entonces c < ¢/ +1<k+1=|9]. O

Teorema 1.4.12 (Dirac). Sea G un grafo. Sin > 3 y d(v) > n/2 para todo
v €V, entonces G es hamiltoniano.

Demostracion. Sea G tal que n >3y d(v) >n/2V v € V. G debe ser conexo,
ya que si no lo fuera tendria més de una componente conexa, cada una con al
menos n/2 + 1 nodos, y entonces G tendrfa al menos n + 2 nodos. Sea P =
Vo1 - - - U un camino simple de longitud méxima en G, definido como secuencia
de nodos. Todos los nodos adyacentes a vy y v deben estar en P, si no P no
serfa de longitud méxima. Entonces, al menos n/2 nodos de {vy,va, ..., v} son
adyacentes a vy y al menos n/2 nodos de {vg,v1,...,v,_1} son adyacentes a v.
Dicho de otra forma, existen al menos n/2 nodos v; € {v1,va,...,v;} tal que v;
es adyacente a v y existen al menos n/2 nodos v; € {v1,va,..., v} tal que v;_1
es adyacente a vg. Luego, como {v1,vs,...,v;} tiene a lo sumo n — 1 nodos,
debe existir algin v; en él tal que v; es adyacente a vg y v;_1 es adyacente
a vi. Podemos definir entonces el circuito C' = vgv;v;41 -+ - VpUi—_1V;—2 - - - Vg.
Afirmamos que C' es un circuito hamiltoniano. Si no lo fuera, existiria un nodo
u € V que no estd en C. Como G es conexo, u debe ser adyacente a algin nodo
x de C. Pero entonces, si y es otro nodo de C adyacente a x, C' — (z,y) + (u, x)
seria un camino simple de u a y de longitud k£ + 1, que es mayor a la longitud
de P. Esto es absurdo. O

Proposicion 1.4.13. Un grafo bipartito con nimero impar de vértices no puede
ser hamiltoniano.

Demostracion. Un circuito hamiltoniano en un grafo con niimero impar de vérti-
ces es un circuito simple de longitud impar. Pero un grafo es bipartito si y s6lo
si no tiene circuitos simples de longitud impar. O

Problema del viajante de comercio

Definicién 1.4.10. Dado un grafo G = (V, E) con funcién de peso w : E — R
de sus aristas, el problema del viajante de comercio (TSP por sus siglas en inglés)
consiste en encontrar un circuito hamiltoniano de peso minimo en G.

Observacion. No se conocen algoritmos polinomiales para el problema del via-
jante de comercio.

Heuristica del vecino mas cercano Comienza desde un nodo cualquiera
y elige siempre la arista de menor peso que va a un nodo no visitado hasta
completar el circuito hamiltoniano si es posible. Es un algoritmo goloso y su
complejidad es O(m) para listas de adyacencia.
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Algoritmo 1.4.4: Heuristica del vecino més cercano

Entrada: Un grafo hamiltoniano G con funcién de peso w
Salida: Un circuito hamiltoniano de G si se encuentra

elegir un nodo vy cualquiera

S <« {1}0}

U < Vo

mientras existe algin nodo v ¢ S adyacente a v hacer
elegir una arista (u,v) con v ¢ S de peso minimo
S+ SuU{v}

m(v) < u

U4V

© O N O ok W N

fin

siS=V A (u,v9) € E entonces
m(vg) + u

devolver 7

=
N = O

fin

si no error no se encontrd una solucién

=
[

Heuristica de inserciéon Comienza con un circuito simple de longitud tres
y va insertando nodos en él hasta tener un circuito hamiltoniano si es posible.

Algoritmo 1.4.5: Heuristica de insercién

Entrada: Un grafo hamiltoniano GG con funcién de peso w
Salida: Un circuito hamiltoniano de G si se encuentra

C < circuito simple de longitud tres

S < nodos de C

mientras S # V y se pueden insertar nodos en C' hacer
elegir un nodo v ¢ S que se puede insertar en C
insertar v en C'
S+ Su{v}

fin

si § =V entonces devolver C'

si no error no se encontré una solucién

© 00 N O A W N

El nodo elegido se inserta en el circuito entre un par de nodos consecutivos que
minimiza el incremento del peso. Existen varios criterios de eleccién del nodo a
insertar:

= Un nodo al azar.

= El nodo més cercano a un nodo del circuito.

= El nodo mas lejano a un nodo del circuito.

= El nodo que hace crecer menos el peso del circuito.

Para grafos euclidianos se puede tomar como circuito inicial la cadpsula convexa
de los nodos y en cada paso insertar el nodo que forme el mayor angulo con dos
nodos consecutivos del circuito construido hasta el momento.
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Heuristica del arbol generador minimo Es usado para grafos completos.
Consiste en obtener un drbol generador minimo del grafo y construir un circuito
hamiltoniano usando en lo posible las aristas de este arbol. Para hacer esto define
el circuito como la secuencia de nodos en el orden dado por el recorrido DFS
de los nodos del AGM. De esta forma el circuito usara las aristas de las ramas
del AGM y sélo ird por una arista que no estd en él cuando el recorrido llegue
al final de una rama y tenga que pasar a otra. La complejidad es de O(mlogn)
para listas de adyacencia por el algoritmo de AGM.

Algoritmo 1.4.6: Heuristica del arbol generador minimo

Entrada: Un grafo completo G con n > 3 y funcién de peso w
Salida: Un circuito hamiltoniano de G

1 T <+ arbol generador minimo de G

2 H < lista de nodos

3 recorrer T' con DFS agregando los nodos a H a medida que son visitados
4 devolver H

Heuristica 2-opt Es una heuristica de mejoramiento que a partir de una
solucién inicial intercambia las aristas entre dos pares de nodos consecutivos del
circuito en cada iteraciéon para mejorar el valor de la solucién.

Algoritmo 1.4.7: Heuristica 2-opt

Entrada: Un grafo hamiltoniano G con funcién de peso w
Salida: Un circuito hamiltoniano de G

obtener una solucién inicial H

mientras sea posible hacer

elegir aristas (v, vi+1) vy (v,vj41) de H tal que
W(vi, Vit1) + w(vj, V1) > w(vi, v;) + w(Vig1, V1)

H < H\{(vi, vig1), w(vj,v541)}

H — H U{(vi, ), w(vit1,0541)}

w N =

4
5

6 fin
7 devolver H

Una generalizacion de este algoritmo es la heuristica k-opt que en cada iteraciéon
toma k pares de nodos consecutivos y hace entre ellos un intercambio de aristas
que mejore en mayor medida el valor de la solucién. En la practica se usan sélo
2-opt y 3-opt.

1.5. Planaridad

Definicién 1.5.1. Una representacion planar de un grafo G es un conjunto de
puntos en el plano que se corresponden con los nodos de G unidos por curvas
que se corresponden con las aristas de G sin que estas se crucen entre si.

Definicién 1.5.2. Una regidn en una representacion planar es el conjunto de
todos los puntos alcanzables sin atravesar nodos ni aristas desde un mismo
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punto que no es un nodo ni parte de una arista. Toda representacion planar de
un grafo tiene exactamente una regién de area infinita llamada la region exteior.
La frontera de una region es el circuito que la rodea (puede tener nodos y aristas
repetidos) y el grado o tamarnio de una regién es el nimero de aristas que tiene
su frontera.

Definicién 1.5.3. Un grafo es planar si admite una representacién planar.
Proposiciéon 1.5.1. Sea T un drbol. Entonces T es planar.

Demostracion. Supongamos que T’ no es planar. Entonces, en toda representa-
cién de G en el plano debe haber una arista (u,v) que tiene que cruzar necesa-
riamente otro nodo o arista para ir de un extremo al otro. Para que esto suceda
al menos uno de los extremos debe estar rodeado por nodos y aristas. Pero esto
implicaria que T tiene un circuito, lo cual es absurdo. O

Proposicion 1.5.2. K5 es el grafo no planar con el menor nimero de nodos y
K33 es el grafo no planar con el menor numero de aristas.

Proposiciéon 1.5.3. Si un grafo contiene un subgrafo no planar, entonces es
no planar.

Demostracion. Si el grafo G fuera planar se podria obtener una representacién
planar del subgrafo H eliminando de una representacién planar de G los puntos
y las curvas que corresponden a los nodos y las aristas que no estan en H. [

Definicién 1.5.4. Subdividir un arista e = (u,v) de un grafo G consiste en
agregar un nodo w ¢ V a G y reemplazar e por las aristas (u,w) y (w,v).

Definicién 1.5.5. Un grafo G’ es una subdivision de un grafo G si puede se
obtener a partir de G mediante sucesivas operaciones de subdivisién. En ese
caso se dice que G es subdivisible a G’.

Definicién 1.5.6. Dos grafos G y G’ son homeomorfos si hay un isomorfismo
entre una subdivisién de G y una de G'.

Proposiciéon 1.5.4. Sea G un grafo y G’ una subdivision de G. Entonces G es
planar si y sélo si G' es planar.

Demostracion. Dada una representacion planar de G, subdividir una arista de
G equivale a agregar un punto sobre la curva que corresponde a la arista sub-
dividida, y deshacer esa subdivisién es equivalente borrar el punto agregado.
En ambos casos la planaridad de la representacién se mantiene. Luego, si G es
planar se puede obtener una representacién planar de G’ agregando puntos de
esta forma, y si G’ es planar se puede obtener una representacién planar de G
borrando puntos de la manera descrita. O

Proposicién 1.5.5. Sean G y G’ dos grafos homeomorfos. Entonces G es pla-
nar st y sélo si G' es planar.

Demostracion. Sea H una subdivisién de G y H’ una subdivisién de G’ tal que
H y H’ son isomorfos. Entonces G es planar <= H es planar <= H' es
planar <= G’ es planar. O
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Teorema 1.5.6 (Kuratowski). Un grafo es planar si y sélo si no contiene
ningun subgrafo homeomorfo a K5 o K33

Definicién 1.5.7. Contraer un arista e = (u,v) de un grafo G consiste en
eliminar e de G y considerar a u y v como un solo nodo w de forma que todas
las aristas que eran incidentes a v o a v son ahora incidentes a w.

Definicién 1.5.8. Un grafo G’ es una contraccidn de un grafo G si puede se
obtener a partir de G mediante sucesivas operaciones de contraccién. En ese
caso se dice que G es contraible a G'.

Teorema 1.5.7 (Wagner). Un grafo es planar si y sdélo no contiene ningin
subgrafo contraible a K5 o K3 3.

Teorema 1.5.8 (Férmula de Euler). Sea G un grafo conexo planar. Entonces
la cantidad de regiones de cualquier representacion planar de G es

r=m-—-n-+2

Demostracion. Induccién en m.

Caso base. m = 0. Entonces G es el grafo trivial y toda representacion planar
tiene una region, la regién exterior. Luegom —n+2=0—-1+2=1=r.

Paso inductivo. Supongamos que el teorema vale para algin m —1 > 0y
veamos que vale para m. Si G no tiene circuitos, entonces G es un arbol y
toda representacion planar tiene sélo a la regién exterior. Luego m —n + 2 =
(n—1)—n+2 =1 =r. Supongamos ahora que G tiene algin circuito y sea
e una de sus aristas. Entonces, en toda representacién planar de G eliminar la
arista e reduce en uno la cantidad de regiones y resulta en la representacion
planar de un grafo conexo de m — 1 aristas. Luego, por hipdtesis inductiva,
r—1=(m—1)—n+2,lo cual es equivalente a decir que r =m —n+2. O

Proposiciéon 1.5.9. Sea G un grafo planar con k componentes conexas. En-
tonces la cantidad de regiones de cualquier representacion planar de G es

r=m-n+k+1

Demostracion. Sean C1,Cs, ...y las componentes conexas de G y sean n; y m;
la cantidad de nodos y aristas respectivamente de C;. Cada componente conexa
de G debe ser planar porque de lo contrario G no lo seria. Luego, la cantidad
de regiones de toda representacién planar de C; es r; = m; — n; + 2. Una
representacion planar de G consiste de una representacién planar de cada una
de sus componentes conexas. En ella, todas las componentes conexas comparten
la region exterior. Luego, la cantidad de regiones de toda representaciéon planar
deGesrzl—l—Zf:l(ri—l) :1+Zf:1(mi—ni+1) =1l+m-n+k O

Proposiciéon 1.5.10. Sea G un grafo conexo planar con n > 3. Entonces m <
3n — 6.

Demostracion. La frontera de toda region interior de una representacién planar
de G debe tener al menos 3 aristas. Ademads, como G es conexo y n > 3, G
tiene al menos 2 aristas. Luego, la frontera de la regién exterior también tiene
al menos 3 aristas. Entonces, dado que cada arista puede estar en la frontera de
a lo sumo 2 regiones distintas, la cantidad de regiones r es menor o igual a %m

Luego,m—n—f—?zrﬁ%m(:)%mgn—2<:>m§3n—6. O
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Corolario 1.5.11. K5 es no planar.

Proposiciéon 1.5.12. Sea G un grafo planar con n > 3. Entonces
m<3n—06

Demostracion. Sea k la cantidad de componentes conexas de G y sean n; y m;
la cantidad de nodos y de aristas respectivamente de cada una (i = 1,2,...,k).

Entonces m = Zle m; < Zle(?mi —6) =3n — 6k <3n—6. O

Proposicién 1.5.13. Sea G un grafo conexo planar con n > 3. Si G no tiene
circuitos stmples de tres aristas, entonces m < 2n — 4.

Demostracion. Como G no tiene circuitos simples de tres aristas, la frontera de
toda region interior de una representacion planar de G debe tener al menos 4
aristas. Dado que ademads G es conexo con n > 3, la frontera de la region exterior
también debe tener al menos 4 aristas. Entonces, como cada arista puede estar en
la frontera de a lo sumo 2 regiones distintas, la cantidad de regiones r es a lo sumo
2 1

Zm:%m. Luego,m—n+2=r < %m — sm<n—-2 <= m<2n—-4. U

Corolario 1.5.14. Sea G wun grafo conexo planar bipartito. Entonces m <
2n — 4.

Corolario 1.5.15. K33 es no planar.

Proposicién 1.5.16. Sea G un grafo planar con n > 3. Si G no tiene circuitos
simples de tres aristas, entonces

m<2n—4

Demostracion. Andloga a la de la proposicién 1.5.12. O

1.5.1. Algoritmos de planaridad
Algoritmo de Demoucron, Malgrange y Pertuiset

Definicién 1.5.9. Sea G un grafo y R una representacion planar de un subgrafo
H de G.

= Una parte de G relativa a R es una componente conexa de G\ H junto con
las aristas que la conectan a los nodos de H (llamadas aristas colgantes)
o una arista (u,v) de G\ H tal que u,v € V(H).

= Dada una parte p de G relativa a R, un nodo de contacto es un nodo de
H incidente a una arista colgante de p.

s Una extension planar de R es una representacién planar de un subgrafo
de G que se obtiene a partir de R.

s Una parte p es dibujable en una regién f de R si existe una extension
planar de R en la que p queda en f.

= Una parte p es potencialmente dibujable en f si todo nodo de contacto de
p pertenece a la frontera de f. Llamamos F'(p) al conjunto de regiones de
R en donde p es potencialmente dibujable.
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Algoritmo 1.5.1: Algoritmo de Demoucron, Malgrange y Pertuiset

Entrada: Un grafo G
Salida: Un representacién planar de G si existe

1 R + representacion planar de cualquier circuito simple de G
2 mientras R no es una representacién planar de G hacer
3 para cada parte p de G relativa a R obtener F(p)
4 si existe una parte p tal que F(p) = () entonces
5 ‘ devolver FALSO
6 si no, si existe una parte p tal que |F(p)| = 1 entonces
7 ‘ elegir py f € F(p)
8 si no
9 ‘ elegir cualquier parte p y cualquier regién f € F(p)
10 fin
11 obtener un camino C' en p entre dos nodos de contacto de p
12 agregar C' a R en la regién f
13 fin

Definicién 1.5.10. Sea G un grafo y R una representacion planar de un sub-
grafo de G. R es extensible a una representacién planar de G si se puede obtener
una representacién planar de G a partir de R.

Lema 1.5.17. Si G es planar, la representacion planar R el comienzo de cada
iteracion del ciclo del algoritmo 1.5.1 es extensible a una representacion planar
de G.

Teorema 1.5.18 (Correctitud del algoritmo de DMP). Dado un grafo G, si G
es el planar el algoritmo de Demoucron, Malgrange y Pertuiset determina una
representacion planar de G; si no, indica que no lo es.

Demostracion. Si G es planar, entonces por el lema 1.5.17 y el teorema del
invariante el ciclo del algoritmo termina con R siendo una representacién planar
de G. Sino es planar, en alguna iteracién debe existir una parte p de G relativa a
R tal que F'(p) = 0. De lo contrario, se podria extender R en todas las iteraciones
y se llegaria eventualmente a una representacién planar de G. Luego, cuando
el algoritmo se encuentra con un tal p, devuelve falso indicando que G no es
planar. O

Proposicién 1.5.19 (Complejidad del algoritmo de DMP). El algoritmo de
Demoucron, Malgrange y Pertuiset tiene complejidad O(n?).
Algoritmo de Hopcroft y Tarjan

Hopcroft y Tarjan propusieron un algoritmo de planaridad de complejidad O(n)
en John Hopcroft and Robert E. Tarjan. Efficient planarity testing. Journal of
the Association for Computing Machinery, 1974, pp. 549-568.
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1.6. Coloreo de grafos

1.6.1. Coloreo de nodos

Definicién 1.6.1. Un coloreo de los nodos de un grafo G = (V, E) es una
asignacién f : V — C tal que f(u) # f(v) para todo (u,v) € E. Los elementos
de C' se llaman colores.

Definicién 1.6.2. Dado un entero positivo k, un k-coloreo de un grafo G es un
coloreo de los nodos de G que usa k colores. Si existe un tal coloreo, G se dice
k-coloreable.

Definicién 1.6.3. El ndmero cromdtico de un grafo G, notado x(G), es el
menor nimero de colores necesario para colorear los nodos de G. Si x(G) = k
se dice que G es k-cromdtico.

Proposicién 1.6.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas.
1. x(K,) =n.

Si G es un grafo bipartito con aristas entonces x(G) = 2.

Si Hap, es un circuito simple par entonces x(Hag) = 2.

Si Hop1 es un circuito simple impar entonces x(Hagr1) = 3.

S W e

Si T es un drbol no trivial entonces x(T') = 2.
Demostracion.

1. Como todos los nodos son adyacentes entre si, se necesita un color diferente
para cada nodo.

2. Se necesitan al menos dos colores porque G tiene aristas, y como es bi-
partito basta usar un color para cada uno de los dos conjuntos de una
biparticién.

3. Un circuito simple par es un grafo bipartito con aristas. Luego su niimero
cromatico es 2.

4. El nimero cromatico no puede ser 1 porque el circuito tiene aristas. Tam-
poco puede ser 2 porque para eso se deberian alternar los colores a lo
largo del circuito pero el ultimo nodo, como se trata de un circuito simple
impar, seria adyacente a dos nodos de distinto color y entonces deberia
tener un tercer color. Luego, como dimos un 3-coloreo del circuito y este
necesita al menos tres colores, el nimero cromatico es 3.

5. Se puede probar por induccién en la cantidad de vértices. Un arbol de dos
nodos es trivialmente 2-cromatico. Si T' es un arbol con n > 2 nodos y v
una de sus hojas, T'— v es un arbol no trivial y entonces, por hipdtesis
inductiva, es 2-cromatico. Luego, dado un 2-coloreo de T' — v, de los dos
colores usados se puede colorear v con aquel que no fue usado para su
Unico nodo adyacente.

O
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Cotas para el niimero cromaéatico

Proposicién 1.6.2. Sea G un grafo y H un subgrafo de G. Entonces x(H) <
X(G).

Demostracion. Si f: V(G) — C es un x(G)-coloreo de G entonces f restringido
a V(H) es un coloreo vélido de H, pues (u,v) € E(H) C E(G) = f(u) #
f (). Luego, como f restringido a V(H) usa a lo sumo x(G) colores, x(H) <
x(G). 0

Definicién 1.6.4. Una cligue en un grafo es un subgrafo completo maximal.
El nidmero clique de un grafo G, notado w(G), es la cantidad de nodos de una
clique maxima de dicho grafo.

Corolario 1.6.3. Sea G un grafo. Entonces
w(G) < x(G)

Observacion. La cota del corolario 1.6.3 no es ajustada necesariamente. Se pue-
den definir grafos de forma que esta cota sea tan mala como se quiera.

Definiciéon 1.6.5. Los grafos de Mycielski Mj, para enteros positivos k se define
recursivamente de la siguiente forma:

1. My = K,

2. My =Ky

3. Si My, tiene p nodos uq, ug, ..., up, entonces My tiene 2p + 1 nodos uq,
U,y ..y Up, V1, V2, .« .., Up, W. M4 tiene todas las aristas de M, aristas

uniendo v; con los vecinos de u; en M; y aristas uniendo w con cada v;.

Proposicién 1.6.4. Sea My, un grafo de Mycielski con k > 2. Entonces x(My) =
kyw(My) = 2.

Notacion. Dado un grafo G, notamos A(G) al mdximo grado de sus nodos.

Proposiciéon 1.6.5. Sea G un grafo. Entonces
X(G) <A(G) +1
Demostracion. Se deduce de la proposicién 1.6.11. O

Teorema 1.6.6 (Brooks). Sea G un grafo conexo que no es un circuito impar
ni un grafo completo. Entonces

X(G) < A(G)

Teorema 1.6.7 (Teorema de los cinco colores). Sea G un grafo planar. Entonces
x(G) < 5.

Demostracion. Induccion en n.

Caso base. n < 5. Podemos asignar a codo nodo un color distinto, obteniendo
asi un coloreo de a lo sumo 5 colores.

Paso inductivo. Supongamos que el teorema vale para algin n’ > 5y veamos
que vale paran = n’+1 > 6. G debe tener algiin nodo v de grado menor o igual
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ab,sino2m =73 ., d(u) >3 .6 = 6nimplicaria que m > 3n > 3n — 6,
lo cual es absurdo por la proposicion 1.5.12. Por hipétesis inductiva G — v tiene
un 5-coloreo. Si d(v) < 5 o bien d(v) = 5 y los nodos adyacentes a v sélo
usan 4 colores, entonces de los 5 colores podemos asignarle a v uno que no es
usado y obtener un 5-coloreo de G. Supongamos entonces que d(v) = 5 y sean
U1, Usg, ..., us los 5 nodos adyacentes a v ordenados en sentido horario segtin una
representacién planar de G. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que el
color de u; es @ para i = 1,2,...,5. Sea G ; el subgrafo de G inducido por los
nodos de color ¢ y j. Si u; y uz no pertenecen a una misma componente conexa
en (3 entonces podemos intercambiar los colores 1 y 3 en la componente
conexa de u; obteniendo asi otro coloreo vélido y liberando el color 1, el cual
podemos asignarle ahora a v. Lo mismo se puede decir para los nodos us y
uq. Supongamos ahora que uj,us y us,us pertenecen a la misma componente
conexa en 1 3 y G 4 respectivamente. Esto implica que en G existe un camino
simple P; 3 entre u; y uz y otro P» 4 entre us y uy4. Pero como uy estd entre u;
v uz en sentido horario en la representacién planar de G, ug estd encerrado en
el circuito (v, u1) + Py 3+ (us, v). Entonces P 4 debe cruzar algin nodo o arista
para ir de us a u4, lo cual es absurdo porque la representacién en cuestién es
planar. O

Teorema 1.6.8 (Teorema de los cuatro colores). Sea G un grafo planar. En-
tonces x(G) < 4.

Algoritmos de coloreo de nodos

No se conocen algoritmos polinomiales para calcular el niimero croméatico de un
grafo genérico.

Algoritmos heuristcos

Algoritmo 1.6.1: Algoritmo secuencial (heurfstico)

Entrada: Un grafo G con nodos en algin orden vy, vs, ..., v,
Salida: Un coloreo de los nodos de G

1 parai=1,2,...,n hacer

2 | f(u) < min{c|ceNAc# f(v;)V (vi,v;) € B, 1 <j <i}
3 fin

4 devolver f

Proposicién 1.6.9 (Correctitud del algoritmo secuencial). Dado un grafo G,
el algoritmo secuencial determina un coloreo vdlido de los nodos de G.

Demostracion. En cada iteracion el algoritmo asigna a v; un color que no fue
usado para ninguno de los nodos anteriores adyacentes a él. Luego, determina
un coloreo valido de G. O

Proposicién 1.6.10 (Complejidad del algoritmo secuencial). El algoritmo se-
cuencial para grafos representados por listas de adyacencia tiene complejidad
O(n+m).
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Notacion. Dado un conjunto S de k elementos, (s1,s2,...,sk)s denota un or-
denamiento de los elementos de S.

Definicién 1.6.6. Sea G = (V, F) un grafo y {v1,vs,...,v,)y. Definimos

ug(G,v1,v2,...,v,) = max min{s, d(v;) + 1}
1<i<n
Proposicién 1.6.11. Sea G un grafo y xs(G) el nimero de colores usado por
el algoritmo secuencial para colorear los nodos de G considerados en el orden
V1,03, ..., Un. Entonces

Xs(G) < us(G,v1,v2,...,0,)

Demostracion. Basta probar que f(v;) < min{i, d(v;) + 1} V 1 < i < n. Para
todo valor de i el algoritmo asigna el menor color ¢ € N que no es usado por
ninguno de los nodos adyacentes a v; de los ¢ — 1 nodos anteriores. Luego, como
hay a lo sumo k = min{i — 1, d(v;)} tales nodos y a estos se les pudo haber
asignado a lo sumo k colores distintos, f(v;) puede ser a lo sumo k + 1 =

min{s, d(v;) + 1}. O
Definicién 1.6.7. Sea G un grafo. Un ordenamiento (vi,vs,...,v,) de los
nodos de G estd en orden largest first si d(vy) > d(vg) > --+ > d(vy,). Dado un
tal ordenamiento, definimos uyp(G) = us(G,v1,v2,...,0,).

Definicién 1.6.8. Sea G = (V, E) un grafo. Definimos
urr(G) = ug(G,v1,v9,...,v,) para (vi,ve,...,v,)v largest first.
Proposicién 1.6.12. Sea G = (V, E) un grafo. Entonces
urr(G) <ug(G,v1,v9,...,0,) YV (V1,09,...,00)v

Observacion. La proposicién 1.6.12 no implica necesariamente que el algoritmo
secuencial largest first producird un coloreo con menos cantidad de colores.

Proposicién 1.6.13. Sea G un grafo y xs(G) el nimero de colores usado por
el algoritmo secuencial para colorear los nodos de G considerados en el orden
V1, Vo, ..., U,. S1 G; es el subgrafo de G inducido por vi,ve,...,v; entonces

< 3 (v
xs(G) <1+ médx da, (vi)

Demostracion. Basta probar que f(v;) < 1+dg,(v;) V1 < i < n.En la de-
mostracién de la proposicién 1.6.11 en realidad podemos decir que k = dg, (v;),
porque la cantidad de nodos adyacentes a v; de los nodos v1,vs,...,v;_1 €s
exactamente la cantidad de nodos adyacentes a v; en el subgrafo inducido por
V1,2, ..,v;. Luego, como vimos ahi, f(v;) <k+1=dg, (v;) + 1. O

Definicién 1.6.9. Sea G un grafo. Un ordenamiento (vi,vs,...,v,) de los
nodos de G estd en orden smallest last si v; es el nodo de menor grado en el
subgrafo inducido por vy, ve,...,v;, parai=1,2,...,n.

Definicién 1.6.10. Sea G = (V, E) un grafo y (vy,vs,...,v,)y. Definimos

usp,(G) =1+ Jndx min dg,(vj) para (vi,vs,...,vn)v smallest last
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Proposicién 1.6.14. Sea G un grafo y xs5.(G) el nimero de colores usado por
el algoritmo secuencial para colorear los nodos de G considerados en el orden
V1,02, ...,V, sSmallest last. Entonces

xsL(G) < usp(G)

Demostracion. Basta probar que f(v;) < 14 mini<;<;dg,(v;) V1 <i <n.
Como vimos en la demostracién de la proposicién 1.6.13, f(v;) < 1+dg, (v;) para
todo i. Ademads, dado que el algoritmo considera a los nodos en orden smallest
last, dg,(v;) < dg,(vi) para todo 1 < ¢ < j. Luego f(v;) < 14 dg,(vj) =
1 —|—m1'n1§j§i dGi(Uj)~ O

Proposicién 1.6.15. Sea G un grafo. Entonces usp(G) < upr(G).

Proposiciéon 1.6.16. El algoritmo secuencial smallest last colorea un grafo
planar con a lo sumo 6 colores.

Definicién 1.6.11. Sea G un grafo, f : V — C un coloreo de G y p,q € C.
Hacer un p, g-intercambio en f consiste en intercambiar los colores p y g en este
coloreo.

Definicién 1.6.12. Sea G un grafo, f : V' — C un coloreo de G y p,q € C. Si
v € G es un nodo adyacente a nodos de color p, un p, g-intercambio de f libera
al color p con respecto a v si luego de la operacién v ya no es adyacente a nodos
de color p.

Proposicién 1.6.17. Sea G un grafo, f : V. — C un coloreo de G y Gpq el
subgrafo de G inducido por los nodos con color p,q € C'. Dado un nodov € V,
un p, g-intercambio de f libera a p con respecto a v si y solo si todos los nodos
de Gpq adyacentes a v tienen color p y el intercambio se hace al menos sobre
todas las componentes conexas de Gpq que tienen nodos adyacentes a v.

Demostracion.
= . Supongamos que existe un nodo de Gy, con color g adyacente a v. Des-
pués de hacer el intercambio el color de ese nodo serd p, luego el p, g-intercambio
no pudo haber liberado a p. Entonces todos los nodos de G, adyacentes a v
deben tener color p. Si hay una componente conexa Gy, con nodos adyacentes
a v sobre la cual no se hace el intercambio, esta seguira teniendo al color p en
los nodos adyacentes a v. Luego, no se pudo haber liberado a p.
<= . Luego del p, g-intercambio todos los nodos adyacentes a v que tienen
color p pasaran a tener color ¢q. Entonces, como ningin nodo adyacente a v tiene
color ¢, no quedaran nodos con color p adyacentes a v después del intercambio.
O

Observacion. El algoritmo secuencial con intercambio no es siempre mejor que
el algoritmo secuencial.

Proposicién 1.6.18. El algoritmo secuencial con intercambio colorea un grafo
bipartito con 2 colores.

Proposicion 1.6.19. FEl algoritmo secuencial smallest last con intercambio co-
lorea un grafo planar con a lo sumo 5 colores.
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Algoritmo 1.6.2: Algoritmo secuencial con intercambio

Entrada: Un grafo G con nodos en algtin orden vy, vs, ..., v,
Salida: Un coloreo de los nodos de G

1 k+0

2 parai=1,2,...,n hacer

3 s« min{c|ceNAc# f(v;) V (v;,v5) € E, 1 <j <i}
4 si s < k entonces

5 | f(vi) s

6 si no

7 buscar colores p, ¢ < k tal que un p, g-intercambio de f libera a p

con respecto a v

8 si existen p, ¢ entonces

9 hacer el p, g-intercambio

10 f(vi) < p
11 si no

12 | f(vi) s, k< k+1

13 fin
14 fin
15 fin

16 devolver f

Algoritmo exacto El algoritmo 1.6.3 es un algoritmo de backtracking exacto.
Para cada nodo obtiene un conjunto de colores validos y considera un coloreo con
cada uno de ellos. Implementa una poda por optimalidad con la cual descarta
los coloreos que usan més colores que el mejor encontrado hasta el momento.
Las variables que usa el algoritmo son:

= i: indice del nodo considerado en la iteracién actual

= f: coloreo que se esta considerando

= f*: mejor coloreo encontrado hasta el momento

= ¢*: cantidad de colores de f*

= ¢;: cantidad de colores usados para los nodos anteriores al i-ésimo en f
= S;: conjunto de colores posibles del i-ésimo nodo

= s: color elegido para el i-ésimo nodo en f

= ¢: cantidad de colores usados luego de elegir el color para el i-ésimo nodo

1.6.2. Coloreo de aristas

Definicién 1.6.13. Un coloreo de las aristas de un grafo G = (V, E) es una
asignacién f : E — C tal que f(u,w) # f(v,w) para todo w,v,w € V, es decir,
que aristas con un mismo extremo no tengan el mismo color.

Definicién 1.6.14. El indice cromdtico de un grafo G, notado x'(G), es el
menor nimero de colores necesario para colorear las aristas de G.
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Algoritmo 1.6.3: Algoritmo de backtracking

Entrada: Un grafo G y una cota inferior y de x(G)
Salida: Un coloreo minimo de G y x(G)

1 parai=1,2,...,n hacer S; + NIL
2441, q1+0, ¢+
3 mientras ¢ >0 A ¢* > x hacer

4 si S; = NIL entonces

5 | Si<{s|seNAs<q+1As#f(v)V(vi,v;) € E,1<j<i}
6 fin

7 si S; = () entonces

8 S; < NIL

9 1—1—1

10 si no

11 SmeI’lSi, Sy%sq\{S}

12 q + méx{q;, s}

13 si ¢ < ¢* entonces

14 flu) < s

15 si i < n entonces ¢;41 < q, i+ i+1
16 sino f*« f, ¢"+q

17 fin

18 fin

19 fin

20 devolver f*, ¢*

Teorema 1.6.20 (Vizing). Sea G un grafo. Entonces

A(G) < X'(G) < A(G) +1

1.7. Matching, conjunto independiente y recu-
brimientos

Definicién 1.7.1. Un matching o correspondencia entre los nodos de un grafo
G es un conjunto M de aristas de G tal que para todo nodo v € V', v es incidente
a lo sumo a una arista de M. Es decir, no hay aristas de M que compartan algin
extremo.

Definicién 1.7.2. Un conjunto independiente de un grafo G es un conjunto
de nodos de G tal que para toda arista e € F, e es incidente a lo sumo a un
nodo de I. Es decir, los nodos de I no son adyacentes entre si.

Definicién 1.7.3. Un recubrimiento de aristas de G es un conjunto R, de
nodos de G tal que para toda arista e € E, e es incidente al menos a un nodo
de R,.

Definicién 1.7.4. Un recubrimiento de nodos de G es un conjunto R, de aristas
de G tal que para todo nodo v € V', v es incidente al menos a una arista de R,.
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Proposicién 1.7.1. Sea G = (V,E) un grafo y S C V. Entonces S es un
conjunto independiente de G si y solo si V'\ S es un recubrimiento de aristas
de G.

Demostracion. S es un conjunto independiente de G <= toda arista e € E
es incidente a lo sumo a un nodo de S <= toda arista e € F es incidente al
menos a un nodo de V\\ 'S <= V'\ S es un recubrimiento de aristas de G. O

Corolario 1.7.2. Sea G = (V, E) un grafo y S C V. Entonces S es un conjunto
independiente maximo de G si y sdlo si V'\ S es un recubrimiento de aristas
minimo de G.

Observacion. La relacion de la proposicién 1.7.1 no se mantiene para matchings
y recubrimientos de nodos. Por ejemplo, si e es la tnica arista de K5, {e} es un
matching pero £\ {e} = {) no es un recubrimiento de nodos.

Definicién 1.7.5. Sea M un matching en un grafo G. Un nodo v € V se dice
saturado por el matching M si hay una arista de M que es incidente a v.

Definicién 1.7.6. Sea M un matching en un grafo G. Un camino alternado en
G con respecto a M es un camino simple en el cual se alternan aristas que estan
M y aristas que no estan en M.

Definicién 1.7.7. Sea M un matching en un grafo G. Un camino de aumento
en G con respecto a M es un camino alternado entre nodos no saturados por
M.

Lema 1.7.3. Sea My y My dos matchings en un grafo G = (V,E) y sea G' =
(V,E") con E' = MoAM, (diferencia simétrica entre My y My ). Entonces las
componentes conexas de G' pueden ser:

1. Un nodo aislado.
2. Un camino simple con aristas alternadamente en My y M;.
8. Un circuito stimple con aristas alternadamente en My y M.

Demostracion. E' = MoAM; = (Mo \ My) U (My \ Mp) es la unién de dos
conjuntos que son matchings de G, pues sacar aristas de un matching resulta
en otro matching. Como los nodos de G son incidentes a lo sumo a una arista
de un matching, en la unién de dos matchings son incidentes a lo sumo a dos
aristas. Es decir, en el subgrafo de G inducido por esta unién todos los nodos
tienen grado menor o igual a 2, lo cual implica que las componentes conexas
pueden ser nodos aislados, caminos simples o circuitos simples. Mas atin, como
en un matching no puede haber caminos ni circuitos, si una componente conexa
es un camino o circuito simple debe tener sus aristas alternadamente en cada
matching de la unién. O

Teorema 1.7.4. Sea G un grafo. M es un matching mdzimo de G si y sélo si
no existe un camino de aumento en G con respecto a M.

Demostracion.
= . Supongamos que existe un camino de aumento P con respecto a M.
Como P es un camino alternado entre nodos no saturados por M, su cantidad
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de aristas que no estan en M es uno mas que su cantidad de aristas que si lo
estdn. Ademds, dado que P es alternado, P\ M es un matching de los nodos
de P. Si sacamos de M sus aristas que estdn en P, obtenemos un matching M’
que no satura ningin nodo de P. Debido a esto, como P\ M sélo satura nodos
de P, M’ U (P \ M) es un matching vélido, que por lo visto antes tendrd una
arista mas que M. Esto es absurdo porque M es maximo.

<= . Supongamos que M = Mj no es un matching méximo. Luego debe
existir un matching M; con mds aristas. Sea G' = (V, E’) con E' = Mg U My
donde M = Mo\ My y My = My \ My. Como M y My son disjuntos, G’ debe
tener mas aristas de M7 que de M. Luego, tiene alguna componente conexa C
con mas aristas de M7 Por lo enunciado en el lema 1.7.3, C puede ser un camino
o circuito simple con aristas alternadamente en Mg y M;. C no puede ser un
circuito simple porque tendria la misma cantidad de aristas de ambos conjuntos.
Luego, es un camino simple, que para tener més aristas de M7, debe empezar y
terminar con una arista de M7 . Pero entonces C' es un camino alternado entre
dos nodos no saturados por My, es decir, un camino de aumento con respecto a
My = M. Esto es absurdo. O]

Algoritmo 1.7.1: Algoritmo de caminos de aumento

Entrada: Un grafo G
Salida: Un matching maximo de G

1 M+

2 repetir

3 P + camino de aumento de G con respecto a M
4 M+~ (M\P)U(P\M)

5 hasta que P = ()

6 devolver M

Proposicién 1.7.5 (Correctitud del algoritmo de camino de aumento). Dado
un grafo G, el algoritmo de caminos de aumento determina un matching mdzimo
de los nodos de G.

Demostracion. La correctitud del algoritmo se deduce de la demostraciéon del
teorema 1.7.4. Para la implicaciéon = vimos que si P # ) es un camino de
aumento con respecto a M, entonces (M \ P)U(P\ M) es un matching valido de
mayor tamano que M. Luego, el algoritmo obtiene un matching de mas grande
en cada iteracién hasta que P = (), es decir, hasta que no existan caminos de
aumento con respecto a M. Para la implicacién <= del teorema vimos que si
esto sucede entonces M debe ser un matching maximo. Por lo tanto, el algoritmo
es correcto. O

Observacion. Micali y Vazirani propusieron un algoritmo de matching maximo
de complejidad O(y/n - m) en S. Micali and V. V. Vazirani. An O(\/|V]- |E|)
algorithm for finding maximum matching in general graphs. Proceedings of IEEE
21st Annual Symposium on Foundations of Computer Science, 1980, pp. 17-27.

Teorema 1.7.6. Sea G un grafo sin nodos aislados. Si M es un matching
mazximo en G y R, un recubrimiento de nodos minimo de G, entonces

[M] + |Re| =n
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Demostracion.

<. Podemos obtener un recubrimiento de nodos a partir de M agregando una
arista por cada nodo que no satura M. Luego, dado que la cantidad de nodos
no saturados por M es n — 2|M|, este recubrimiento tendrd tamano |M| +
(n — 2|M|) =n — |M]|. Entonces, como R, es un recubrimiento minimo, |R.| <
n — |M]. Por lo tanto |M| + |R.| < n.

>. Podemos obtener un matching a partir de R, sacando las aristas que
recubren un nodo que ya fue recubierto por otra. La cantidad de recubrimientos
de R. (nimero de veces que un nodo es recubierto por una arista) es 2|R.|.
Luego, la cantidad de recubrimientos “innecesarios” (recubrimientos de nodos
ya recubiertos) es 2|R.| —n. Como R, es un recubrimiento minimo, cada arista
de R, puede hacer a lo sumo un recubrimiento innecesario, si no esa arista no
perteneceria a R,. Luego, para obtener un matching es necesario sacar 2|R.| —n
aristas de R.. Esto resulta en un matching de tamano |R.| — (2|R.| — n) =
n — |Re|. Entonces, como M es un matching méximo, |M| > n — |R.|. Por lo
tanto | M|+ |Re| > n. O

Teorema 1.7.7. Sea G un grafo. Si I es un conjunto independiente mdximo
de G y R, un recubrimiento de aristas minimo de G, entonces

1]+ Ry = n

Demostracion. Por el corolario 1.7.2, V\I es un recubrimiento de aristas minimo
de G, por lo cual |R,| = |V\I|. Entonces |I|+|R,| = |I|+|V\I|=|V|=n. O

Proposiciéon 1.7.8. Sea G un grafo. Un recubrimiento de nodos de G es mi-
nimal si y solo si no contiene caminos ni circuitos simples de longitud mayor o
igual a 3.

Demostracion. Sea R, el recubrimiento de nodos.

—> . Supongamos que R, contiene un camino o circuito simple P =
ejes - - -ex de longitud mayor o igual a 3. Un extremo de e es recubierto por
ey y el otro por e3. Pero entonces podemos sacar e de R, y seguir teniendo un
recubrimiento de nodos. Esto es absurdo porque R, es minimal.

<= . Sea G’ el grafo inducido por R.. Dado que G’ no tiene circuitos simples,
este es un bosque, y como solo puede tener caminos simples de longitud menor a
3, sus componentes conexas son arboles de 2 o 3 nodos. Luego, sacar una arista
de R, desconectaria a uno de estos arboles en dos nodos aislados o en un nodo
aislado y 2 nodos adyacentes. En cualquier caso queda algiin nodo aislado y R,
deja de ser un recubrimiento de nodos. Por lo tanto, R, debe ser minimal. [

Proposicién 1.7.9. Sea G un grafo sin vértices aislados, I un conjunto inde-
pendiente de G y R un recubrimiendo de nodos de G. Entonces |I| < |Re|.

Demostracion. Como I es un conjunto independiente, toda arista de G puede
recubrir a lo sumo a un nodo de I. Luego, R. debe tener al menos una arista
distinta por cada nodo de I. Por lo tanto, |I| < |R.|. O

1.8. Flujo en redes
Definicién 1.8.1. Una red N es un grafo orientado conexo que tiene dos nodos

distinguidos: una fuente s, con grado de salida positivo, y un sumidero t, con
grado de entrada positivo.
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Definicién 1.8.2. Una funcidn de capacidad en una red N = (V, E) es una
funcién ¢ : E — Rxo.

Definicién 1.8.3. Un flujo en una red N = (V| E) con funcién de capacidad ¢
es una funcién f : ' — R>q que verifica:

1. 0 < f(e) < ¢(e) para todo arco e € E.

2. Ley de conservacion de flujo

> fuw) =Y fo,u)  VYoeV\{st}
(u,v)EE (v,u)eE
El valor del flujo f es |f] =>_ f(s,0) = f(v,s).
(s,v)ER (v,s)€EE
Definicién 1.8.4. El problema de flujo mdzrimo consiste en determinar el flujo
de valor maximo que se puede definir en una red con cierta funcién de capacidad.

Definicién 1.8.5. Un corte en lared N = (V, E) es un subconjunto S C V\ {t}
tal que s € S.

Notacion. Dada una red N = (V,E) y S,T C V llamamos ST al conjunto de
arcos de N que van de un nodo de S a uno de T'. Es decir, ST = {(u,v) € F |
u € S A veT}. Para denotar al conjunto V' \ S escribimos S.

Proposicién 1.8.1. Sea f un flujo definido en una red N. Si S es un corte de

N, entonces
[fl=_Fe) =) fle)
ecss e€ss
Demostracion. Induccién en el tamano de S.

Caso base. |S| = 1. Entonces S = {s} y la proposicién vale trivialmente por
la definicién de valor del flujo.

Paso inductivo. |S| > 1. Sea u un nodo de S y por claridad definimos U =
{u}. Si pasamos u de S a S obtenemos un nuevo corte 7' = S\ U y al hacer esto
las aristas que entran y salen del corte (SS y SS) cambian (a TT y TT). A los
arcos que salen del corte se les suman los que van de S\ U a u, pero desaparecen
los arcos que van de u a S. Para los arcos que entran se agregan los que van
de u a S\ U, pero los que van de S a u no estdn més. Como la red no tiene

loops podemos decir que los arcos entre u y S \U son arcos entre u y S. Luego,
lo dicho recién se traduce a que TT = SSUSU\US y TT = SSUUS \ SU.

Luego, como |T| = |S| — 1, por hipédtesis inductiva
1= fle) =D fle)
ecTT ecTT
(X f@+DF@ =Y f@) = (X fO+D fle) =D fe)
ecSS eeSU ecUS ecSS ecUS ecSU

Si juntamos las sumatorias de SU con US y US con SU y usamos la ley de
conservacion de flujo:

1= @) => fle)+ > flu,v) =Y fv,u)

ecSS ecSS (u,v)EE (v,u)eE
=> &)=Y f(e)
ecSS ecSS
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O

Definicién 1.8.6. La capacidad de un corte S en una red N con funcién de
capacidad ¢ se define como
c(8) = cle)

ecSS

Proposiciéon 1.8.2. Sea N una red con funcion de capacidad c. Si S es un
corte y F el valor de un flujo en N, entonces

F <¢(S)
Demostracion. |f] =3 f(e) —>_ f(e) <3 fle) <> cle) =c(S) O
e€SS e€SS e€SS e€SS

Corolario 1.8.3 (Certificado de optimalidad). Sea N una red con funcion de
capacidad c. Si S es un corte en N y f un flujo en N tal que | f| = ¢(S), entonces
f define un flujo mdximo y S un corte de capacidad minima.

Redes con arcos en ambas direcciones Sea N = (V, E) una red con fun-
cién de capacidad ¢ que tiene pares de nodos para los cuales existen ambos
arcos entre ellos. El problema de flujo maximo en la red N se puede reducir
a uno equivalente en una red N’ con arcos en una sola direccién. Para ello se
define N’ como una red igual a N con funcién de capacidad ¢’ igual a ¢ salvo
que para todo u,v € V tal que (u,v),(v,u) € E se agrega un nodo w y se
reemplaza el arco (u,v) (o el otro) por los arcos (u,w) y (w,v), y se define
d(u,w) = (w,u) = c¢(u,w). Luego, dado un flujo méximo f’ en N, el flujo
méaximo f en N equivalente tendrd f(u,v) = f'(u,w) = f'(w,v).

Notacion. De aca en adelante asumimos que las redes tienen arcos en una sola
direccién a menos que se aclare lo contrario.

Redes con miltiples fuentes y sumideros Si se quiere encontrar un flujo
maximo en una red con varias fuentes s1, s2, ..., s, y varios sumideros t1, ta, . .., 4,
se puede agregar una fuente s con arcos (s,s;) y capacidad ¢(s, s;) = oo para
i =1,2,...,p y un sumidero ¢ con arcos (¢;,t) y capacidad c(¢;,t) = oo para
i=1,2,...,q. De esta forma, un flujo maximo en esta nueva red se corresponde
con un flujo méximo en la red original.

1.8.1. Método de Ford-Fulkerson

Definicién 1.8.7. Sea N = (V, F) una red con funcién de capacidad c y sea f
un flujo en N. La red residual de N es una red R(N, f) = (V, ER) tal que

(u,v) € Ep si  f(u,v) < c(u,v)

('U,'LL)EER si f(uvv)>0 V(u,’u)eE

Un camino de aumento es un camino orientado de s a t en R(N, f).

Proposicién 1.8.4 (Correctitud del algoritmo de camino de aumento). Dada
una red residual R = (V, ER), el algoritmo de camino de aumento determina un
camino de aumento en R si existe y devuelve un camino vacio si no.
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Algoritmo 1.8.1: Algoritmo de camino de aumento
Entrada: Una red residual R = (V, ER)
Salida: Un camino de aumento en R
1 5+ {s}
2 mientras ¢t ¢ Sy existe (u,v) € Egr tal que u € S,v ¢ S hacer
3 m(v) « u
S+ SuU{v}

4
5 fin

6 sit € .S entonces

7 reconstruir un camino P entre s y t con w
8

9

devolver P
si no

10 | devolver ()

11 fin

Demostracion. Primero probamos el siguiente invariante para el ciclo del algo-
ritmo: al comienzo de cada iteracion los nodos de S son alcanzables desde sy m
determina un camino de s a ellos. En la primera iteracion esto vale trivialmente
porque S = {s}. Supongamos ahora que el invariante vale en cierta iteracién
y veamos que vale en la siguiente. El algoritmo toma un arco (u,v) con u € S
y v ¢ S. Como u es alcanzable desde s por hipétesis, podemos ir de s a u por
algiin camino y luego llegar a v por la arista (u,v). Ademds, como 7 determina
un camino P de s a u, definir 7(v) = u determina el camino P + (u,v) de s a
v. Por lo tanto el invariante se preserva para la siguiente iteracion.

Con esto podemos afirmar que si ¢ € S al terminar el ciclo entonces 7
determina un camino de s a t. Si t ¢ S, el ciclo debe haber terminado por no
existir aristas que cruzan S. Esto implica que no hay caminos de aumento en
R, porque si hubiera uno alguna de sus arista deberia cruzar S. O

Definicién 1.8.8. Sea IV una red con funcién de capacidad ¢ y P un camino
de aumento de N con respecto al flujo f. Definimos

_ i E
N c(u,v) — f(u,v) ST (u,v) € ¥ (u,0) € P
f(u,v) si (u,v) ¢ E
A(P) = min A
(P) = min Ale)
Proposicién 1.8.5. Sea N = (V, E) una red con funcién de capacidad ¢, f un
flujo en N y P un camino de aumento en R(N, f). Entonces el flujo definido
por

) flu,v) si (u,v), (v,u) ¢ P
flu,v) =< f(u,v) + A(P)  si(u,v) €P Y(u,v) € E
flu,v) = A(P)  si(v,u) € P

es un flujo factible en N y |f| = |f| + A(P) > |f|.

Demostracion. Primero veamos que 0 < f(u,v) < c(u,v). Cuando (u,v), (v,u) ¢
P el valor de f es igual al de f, por lo que la desigualdad vale. Para los otros
dos casos, como A(P) > 0 por definicién, tenemos que
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« (o) €P = 0 f(u,0) +AP) < f(u,0) + Au,v) < c{u,0)
v (v,u) € P = c(u,v) > f(u,v) — A(P) > f(u,v) — A(u,v) >0

Falta ver que se cumple la ley de conservacién de flujo para todo v € V'\ {s,}.
En todos los casos de la definicién de f(e) se encuentra el término f(e); lo tinico
que cambia es la presencia del término +A(P). Luego, podemos decir que

S Fu ) =3 fluw) + 3 AP) - S AP)

(u,v)EE (u,v)EE (u,v)EE (u,v)EE
(u,v)€P (v,u)eP

S e = 3 S~ Y AP) + Y AP)
(v,u)€EE (v,u)EE (v,u)eE (v,u)€EE
(u,v)EP (v,u)eP

Lo que queremos ver es que estas dos expresiones son iguales o, equivalentemen-
te, que su resta es cero. La resta entre los primeros términos de la expresién de
arriba y la de abajo es cero por la conservacion de flujo de f. La resta entre los
segundos términos no es mas que la sumatoria de A(P) sobre las aristas de P
que entran a v y, similarmente, la de los terceros términos es el opuesto de la
sumatoria de A(P) sobre las aristas de P que salen de v. Si v ¢ P estas dos
sumatorias son cero. Si v € P, como P es un camino de s at y v # s,t, v es
un nodo intermedio en este camino. Luego, cada vez que se entra a él por un
arco se debe salir por otro. Esto quiere decir que en P entran y salen la misma
cantidad de arcos de v, por lo cual la resta de estas sumatorias es cero. Entonces

> fuw) = flo,u) =D AP) =D AP)=0

(u,v)EE (v,u)eE (u,v)eP (v,u)eP

Teorema 1.8.6. Sea f un flujo en una red N. Son equivalentes
1. f es un flujo mdzimo.
2. No ezxiste camino de aumento en R(N, f).
3. |f| = c(S) para algin corte S de capacidad minima.

Demostracion.

1 = 2. Si existiera un camino de aumento P podrfa definir el flujo f de
la proposicién 1.8.5 que tendria valor |f| + A(P) > |f|. Esto es absurdo porque
f es un flujo maximo.

2 = 3. Como no existe camino de aumento en R(N, f), debe haber un
corte S tal que no hay arcos que salen de él en R(N, f). Luego, por definicién
de red residual, f(e) = c(e) para todo e € SS y f(e) = 0 para todo e € SS.
Entonces, por la proposicién 1.8.1

1= flo)=> fle)=Y ele)=c(S)

ecSS ecSS ecSS

8 = 1. El corolario 1.8.3 indica que F' debe ser un flujo maximo. O

Observacion. El flujo inicial puede ser f(e) = 0 para todo arco e.
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Algoritmo 1.8.2: Método de Ford-Fulkerson

Entrada: Una red N = (V, E) con y una funcién de capacidad ¢
Salida: Un flujo maximo en N

1 f + cualquier flujo factible en N
2 mientras existe camino de aumento P en R(N, f) hacer

3 para cada (u,v) € P hacer
a si (u,v) € E entonces
5 ‘ flu,v) < f(u,v) + A(P)
6 si no
7 ‘ flo,u) < f(v,u) — A(P)
8 fin
9 fin
10 fin

Proposicion 1.8.7. El valor de un flujo mdximo en una red con capacidades
enteras es entero.

Demostracion. El valor de un flujo maximo es la capacidad de un corte minimo,
y esta es entera porque los arcos tienen capacidades enteras. O

Proposicion 1.8.8. Si las capacidades de la red y los valores del flujo inicial
son numeros enteros, el método de Ford-Fulkerson hace a lo sumo F iteraciones,
donde F' es el valor de un flujo mdximo.

Demostracion. En cada iteracion el método incrementa el valor del flujo en
A(P), donde P es un camino de aumento. Como las capacidades y el flujo
inicial de los arcos es entero, para todo arco e de la red residual A(e) serd
entero. Luego A(P) > 0 serd al menos 1 y la cantidad de iteraciones necesaria
serd a lo sumo el valor de un flujo maximo. O

Observacion. Existen redes para las cuales la cota de la proposicién 1.8.8 pueden
alcanzarse. Por ejemplo, para la red de la figura 1.1 en la red residual hay siempre
un solo arco entre v y v que cambia de direccién en cada iteracion del algoritmo.
Luego, si siempre se elige un camino de aumento que pasa por este arco, solo se
podré incrementar en 1 el valor del flujo.

Figura 1.1: Red en la cual Ford-Fulkerson puede hacer F iteraciones

Observacion. Si las capacidades de la red son nimero racionales no enteros se
las puede multiplicar por un valor suficientemente grande para convertirlas en
enteros.
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Observacion. Silas capacidades de la red o los valores del flujo inicial son niime-
ros irracionales el método de Ford-Fulkerson puede no terminar.

Proposicién 1.8.9 (Complejidad del método de Ford-Fulkerson). El método
de Ford-Fulkerson para redes con capacidades enteras representadas por listas
de adyacencia tiene complejidad O(nF) donde F es el valor de un flujo mdzimo.

Demostracion. Podemos definir flujo inicial de cada arco como 0 con costo O(m)
y la red residual se puede computar en O(m) antes de iniciar el ciclo. En cada
iteracién el camino de aumento puede obtenerse con BFS o DFS en O(m).
Luego, por la proposicién 1.8.8, la complejidad del algoritmo serd O(nF). O

Algoritmo de Edmonds-Karp

El algoritmo de Edmonds-Karp es una implementacién del método de Ford-
Fulkerson que utiliza BFS para determinar un camino de aumento en cada
iteracién.

Proposicién 1.8.10. El algoritmo de Edmonds-Karp hace a lo sumo O(nm)
iteraciones.

Proposicién 1.8.11 (Complejidad del algoritmo de Edmonds-Karp). El algo-
ritmo de Edmonds-Karp para redes representadas por listas de adyacencia tiene
complejidad O(nm?).

Demostracion. El flujo inicial y la red residual se pueden definir en O(m). La
proposicién 1.8.10 dice que el algoritmo hace O(nm) iteraciones, y en cada una
el costo de hacer BFS y aumentar el flujo es O(m). Entonces la complejidad es
O(nm?). O
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Capitulo 2

Complejidad

2.1. Conceptos basicos

Definicién 2.1.1. Un algoritmo eficiente es un algoritmo de complejidad po-
linomial. Se dice que un problema esta bien resuelto si se conocen algoritmos
eficientes para resolverlo. Un problema es intratable si no puede ser resuelto por
ningun algoritmo eficiente.

Observacion. Un problema puede ser intratable por distintos motivos. Por ejem-
plo, puede ser porque requiere una respuesta de longitud no polinomial (pedir
todas las permutaciones de los elementos de la entrada) o porque el problema
es indecidible (problema de la parada).

Definicién 2.1.2. Una instancie de un problema es una especificacion de sus
parametros. El conjunto de instancias de un problema II es su dominio y se
nota Dryy.

Definicién 2.1.3. Un problema de decision es un problema II cuya respuesta es
Sl o NO. Tiene asociado un subconjunto Y C Dy de instancias cuya respuesta
es S| y un subconjunto N C Dy de instancias cuya respuesta es NO.

Observacion. El estudio de la teoria de complejidad se aplica a problemas de
decision.

Definicién 2.1.4. Dada I una instancia de un problema de optimizacién II, se
definen las siguientes versiones del problema:

= Optimizacion: encontrar una solucién dptima de II para I (de valor mini-
mo o maximo).

= Fvaluacion: determinar el valor de una solucién 6ptima de II para I.

s Decision: dado un nimero k determinar si existe una solucién factible de
IT para I cuyo valor esté acotado por k (por arriba si el problema es de
minimizacién y por abajo si es de maximizacién).

s Localizacion: dado un numero k& determinar una solucién factible de II
para I cuyo valor esté acotado por k.

Observacion. Si se resuelve el problema de decision de I se puede:
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= Resolver el problema de evaluacién haciendo busqueda binaria sobre el
pardmetro k.

= Resolver el problema de localizacién resolviendo el problema de decision
para el parametro k sobre versiones reducidas de I.

= Resolver el problema de optimizacién resolviendo el problema de decisiéon
para el valor éptimo sobre versiones reducidas de 1.

Definicién 2.1.5. Un algoritmo para resolver un problema es pseudopolinomial
si la complejidad del mismo es polinomial en funcién del valor (y posiblemente
el tamarfio) de la entrada.

2.2. Modelos de cémputo

Los modelos de computo son modelos formales que describen cémo un conjunto
de datos de salida se computa en una maquina abstracta a partir de un conjunto
de datos de entrada. Sirven para expresar cualquier algoritmo. La mdquina de
Turing (Alan Turing, 1937) y la mdquina de acceso aleatorio (Aho, Hopcroft
y Ullman, 1974) son dos modelos polinomialmente equivalentes. Es decir, uno
puede simular las operaciones del otro con un costo polinomial.

2.2.1. Maquina de Turing

Una maquina de Turing consiste de una cinta de memoria infinita en ambas
direcciones que se encuentra dividida en celdas discretas y una cabeza lecto-
escritora capaz de leer y escribir simbolos en las celdas de la cinta. La cinta
posee una celda numerada con 0. Hacia la derecha de esta se enumeran las
celdas de forma creciente con los enteros positivos y hacia su izquierda de forma
decreciente con los enteros negativos.

La méquina tiene un conjunto finito de simbolos ¥ llamado alfabeto que
junto con un simbolo distinguido * llamado blanco forma el conjunto I' = ¥ U
{*} de sfmbolos que pueden tener las celdas de la cinta. Cuenta también con
un conjunto finito de estados @) de los cuales hay un estado inicial gy y un
conjunto de estados finales QQ¢. La cabeza tiene un conjunto de movimientos
M = {+1, —1} que puede hacer (moverse una celda hacia la derecha o izquierda
respectivamente).

Sobre la cinta de memoria se encuentra escrita la entrada que es una cadena
de sfmbolos de X, y el resto de las celdas tiene x (blancos). Un programa S se
define como un conjunto de quintuplas S C Q xI' x Q@ x I' x M.

La maquina comienza en el estado inicial gy y con la cabeza lecto-escritora
posicionada sobre la celda inicial 0 de la cinta. La maquina realiza acciones de
acuerdo al programa S definido. La quintupla (g;, s, ¢;, Sk, m) € S se interpreta
como: si la mdquina estd en el estado q; y la cabeza lee sy, entonces escribir sy,
hacer el movimiento m y pasar al estado g;. El programa termina cuando no se
pueden inferir nuevas acciones para seguir o cuando se alcanza un estado final.

Definicién 2.2.1. Una méaquina M resuelve el problema II si para toda ins-
tancia de II alcanza un estado final y responde de forma correcta (i.e. termina
en un estado final correcto).
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Definicién 2.2.2. Una mdquina de Turing deterministica (MTD) es una maqui-
na de Turing que tiene un programa S tal que para todo par (g, s) € Q xI" existe
a lo sumo una quintupla en S que comienza con ese par.

Definicién 2.2.3. La complejidad temporal de una MTD M para un problema
II es la cantidad maxima de movimientos que hace la cabeza desde el estado
inicial hasta alcanzar un estado final en funcién del tamano de la entrada. Es
decir

TM(n) = ma',x{mM(I) | I eDpg A |I| = n}

donde m(I) es la cantidad de movimientos que hace la cabeza de M para la
instancia 1.

Definicién 2.2.4. Una mdquina de turing no deterministica (MTND) es una
maquina de Turing que tiene un programa S tal que para algin par (g, s) € @ xT'
existe mas de una quintupla en S que comienza con ese par.

Observacion. Una MTND es una tabla que mapea un par (g;,sp) € @ xI' a un
conjunto de ternas (g;,sx,m) € Q@ x I' x M. Esto admite dos interpretaciones
equivalentes:

1. En cada paso se selecciona una de las alternativas posibles.

2. En cada paso se continta la ejecicion en paralelo de todas las alternativas,
generando una copia de la MTND por cada una.

Definicién 2.2.5. Una MTND resuelve un problema de decisién II si sucede
lo siguiente (segun la interpretacién) para toda instancia del problema:

1. existe una secuencia de alternativas que lleva a un estado de aceptacion si
y s6lo si la respuesta es Sl.

2. alguna de las copias se detiene de la MTND se detiene en un estado de
aceptacioén si y sélo si la respuesta es Sl.

Esto es equivalente a decir que para toda instancia de Y existe una rama del
arbol de ejecucion de la MTND que llega a un estado final de aceptacién y para
toda instancia de Ny ninguna rama llega a un estado final de aceptacién.

Definicién 2.2.6. La complejidad temporal de una MTND M para un problema
IT es el méximo nimero de pasos que toma como minimo reconocer una instancia
de Y11 en funcidon de su tamano. Es decir

Tr(n) =méx{py(I)| I €Yy A |I|] =n}

donde pps(I) es la minima cantidad de pasos que toma llegar a un estado de
aceptacion para la instancia I en el arbol de ejecucién de M.

Definicién 2.2.7. Una MTND es polinomial para el problema II si existe una
funcién polinomial T'(n) tal que para toda instancia de Yy de tamafio n alguna
de las ramas termina en un estado de aceptacién en a lo sumo T'(n) pasos.
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2.3. Clases de complejidad
2.3.1. Clases P y NP

Definicién 2.3.1. La clase de complejidad P (polinomial) es el conjunto de pro-
blemas de decision para los cuales existe una maquina de Turing deterministica
de complejidad polinomial que lo resuelve.

Definicién 2.3.2. La clase de complejidad NP (polinomial no deterministico)
es el conjunto de problemas de decisiéon para los cuales existe una maquina de
Turing no deterministica de complejidad polinomial que resuelve las instancias
con respuesta Sl. Equivalentemente, dada una instancia del problema con res-
puesta Sl se puede dar un certificado que garantiza que la respuesta es Sl y esta
garantia puede ser verificada en tiempo polinomial.

Observacion. P C NP. ;P = NP? es un problema abierto.

Proposicion 2.3.1. Un problema de decision que pertenece a la clase NP puede
ser resuelto por un algoritmo deterministico de complejidad exponencial.

Demostracion. Sea Il el problema de decision. Como II € NP existe una MTND
que llega a un estado de aceptacién en alguna rama de su arbol de ejecucién en
una cantidad de pasos de a lo sumo p(n), donde p(n) es un polinomio y n es el
tamano de la instancia del problema. Para resolver II de forma deterministica
basta recorrer el arbol de ejecucion de la MTND hasta llegar a un estado de
aceptacién, en cuyo caso se responde Sl, o hasta alcanzar la cantidad de pasos
p(n) en todas las ramas (i.e. llegar a la altura p(n) del drbol), en cuyo caso
se responde NO. Como la MTND tiene un alfabeto y un conjunto de estados
iniciales finitos de tamano o y ¢ respectivamente, en cada paso existen ¢ = oq
alternativas posibles. Luego, el algoritmo recorrerd a lo sumo O(cP(™) nodos
del 4rbol de ejecucién, es decir, hard a lo sumo O(c?™) = O(2P(")) pasos. Por
lo tanto, es un algoritmo de complejidad exponencial que resuelve II de forma
deterministica. O

Definicién 2.3.3. Un transformacion o reduccion polinomial de un problema
de decision II; a uno Ily es una funcién de complejidad polinomial f : D, —
Dr, que transforma una instancia I; de IT; en una instancia f([;) = Iy de Il
tal que

I € YH1 — I EYHQ

Si existe tal funcion se dice que II; se reduce polinomialmente a Il; y se nota
II; <p 1.

Proposicion 2.3.2. La reduccion polinomial es una relacion transitiva.

Demostracion. Sean Iy, s, I3 problemas de decisién, f una reduccién polino-
mial de II; a IIs y g una reduccién polinomial de Il a II3. Para toda instancia 1
deIl}, I €Y, < f(I) €Y, < g(f(I)) € Yn,. Ademsds, la complejidad
de aplicar go f a I es polinomial porque es la suma de las complejidades de apli-
car fy g, que son ambas polinomiales. Luego go f es una reducciéon polinomial
de II; a II3. Probamos entonces que II; <, Il A II; <, I3 == II; <, I3, es
decir, que la reduccién polinomial es transitiva. O
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Definiciéon 2.3.4. El problema complemento de un problema de decision 11, no-
tado II¢, es el problema de decisiéon que responde al complemento de la decision
de II. Es decir, II¢ responde Sl si y sélo si IT responde NO.

Definicién 2.3.5. La clase de complejidad Co-NP es el conjunto de problemas
complemento de los problemas de la clase NP. Es decir, es el conjunto de proble-
mas de decision para los cuales existe una maquina de Turing no deterministica
de complejidad polinomial que resuelve las instancias con respuesta NO.

Observacidon. P C Co-NP.

2.3.2. Clase NP-completo

Definicién 2.3.6. Un problema II es NP-hard si todo problema en NP es
reducible polinomialmente a él. Es decir, Il' <, II VII' € NP.

Definicién 2.3.7. La clase de complejidad NP-completo es el conjunto de pro-
blemas de decisién que estan en NP y son NP-hard.

Proposicion 2.3.3. Si un problema I1 es NP y existe algun problema NP-
completo que es reducible polinomialmente a I, entonces I1 es NP-completo.

Demostracion. Si existe algin II* NP-completo tal que IT* <, II entonces para
todo I € NP, II' <, IT* <, II por transitividad. Luego II es NP-hard y como
estd en NP es NP-completo. O

Definicién 2.3.8. El problema de satisfacibilidad booleana (SAT) consiste en
decidir para una férmula booleana si existe alguna asignacién de valores de sus
variables que la haga verdadera.

Teorema 2.3.4 (Cook-Levin). El problema de satisfactibilidad booleana es NP-
completo.

Definicién 2.3.9. Un problema II es una restriccion de un problema II’ si el
dominio de II estd incluido en el de II'. Es decir, Dy C Dr. En este caso se
dice que II’ es una eztensidn de II.

Observacion. Si un problema II es NP, una resitricciéon de II también lo es.

Definicién 2.3.10. Dada un férmula booleana, un literal es un variable (literal
positivo) o la negacién de una variable (literal negativo) y una cldusula es una
disjuncién de literales (o un solo literal). Una férmula estd en forma normal
conjuntiva si es una conjuncién de cldusulas (o una sola cldusula).

Definicién 2.3.11. El problema CNFSAT es una restriccién de SAT a férmulas
en forma normal conjuntiva.

Proposicion 2.3.5. SAT es reducible polinomialmente a CNFSAT.
Corolario 2.3.6. CNFSAT es NP-completo.

Definicién 2.3.12. El problema 3-SAT es una restriccién de CNFSAT en la
cual cada clausula dela férmula tiene exactamente tres literales.

Proposicion 2.3.7. CNFSAT es reducible polinomialmente a 3-SAT.
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Demostracion. Como 3-SAT es una restricciéon de CNFSAT y este es NP, 3-
SAT también es NP. Dada una instancia de CNFSAT ¢ = C; ACy A--- A Cy,
la reducimos polinomialmente a una instancia ¢’ = @) A ¢y A--- A ¢! de 3-SAT
donde ¢} es una conjuncién de cldusulas de tres literales. Para cada clausula
C; =x1 Vxa V- -V 1z separamos en casos segin la cantidad k de literales que
tiene:

» k= 1. Definimos ¢, = 1 Va1 V z7.

» k= 2. Definimos ¢} = 1 V 23 V 3.

k = 3. Definimos ¢/ = C;.

k > 4. Definimos ¢; = ;o V&; Vyj—1y

¢ =(@1 Vs Vi) Avs Aa A Ahg—o A (Yp—g V 1 V )
=(@1VaaVyi) A A2 Va; Vyi—1) A A(—Yr—3 V Zp—1 V 2g)

Cuando C; es verdadero, es decir algin z; = 1, podemos hacer ¢ verda-
dero definiendo y; = y3 = - -+ = yi_3 verdadero si 1 = xo = 0, falso si
Tip—1 = x = 0 o cualquiera si no es ninguno de esos dos casos. En cambio
si C; es falso, todos sus literales deben ser falsos y entonces

¢ =y Ay V) A (2 Vys) A A (k- V Yr—3) A “Yr—3.

Distribuyendo los literales se puede ver que esta férmula es una contra-
diccién. Porbamos entonces que C; y ¢} son equisatisfactibles.

Como cada férmula ¢ es satisfactible si y sélo C; lo es, ¢ y ¢’ son equisatis-
factibles. Luego, dado que el segundo puede obtenerse a partir del primero en
tiempo polinomial, ¢’ es una reduccién polinomial de ¢. O

Corolario 2.3.8. 3-SAT es NP-completo.

Proposiciéon 2.3.9. El problema de decision de coloreo minimo de los nodos
de un grafo es NP-completo.

Demostracion.

NP. Tomando como certificado un coloreo de los nodos del grafo podemos
verificar que sea valido viendo para cada nodo si su color es distinto al de todos
sus vecinos y podemos contar la cantidad de colores para ver si cumple con la
cota pedida. Esto se puede hacer en tiempo polinomial en funcién de la cantidad
de nodos y de aristas del grafo.

NP-hard. Proponemos una reduccién polinomial de una instancia ¢ de CNF-
SAT, que es una férmula, a una instancia (G, k) del problema de coloreo, donde
G es un grafo y k una cota superior de la cantidad de colores. Definimos & igual
a dos veces la cantidad de variables de ¢ y G tal que tenga:

= Dos nodos por cada variable de ¢, uno que corresponde al literal que la
afirma y otro al literal que la niega. Todos estos nodos que llamamos V7,
son adyacentes entre si.

= Un nodo por cada clausula que es adyacente a los literales de Vi, que no
aparecen en dicha clausula. Los llamamos V.
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= Un nodo por cada variable que es adyacente a todas las clausulas de Vo y

a los literales de V7, que corresponden a las demas variables. Los llamamos
.

Los nodos de Vi, tendran todos un color distinto en un coloreo de a lo sumo k
colores porque todos son adyacentes entre si y |V| = k. Sirven para representar
a cada valor posible de cada variable (literal negado o afirmado) con un color
distinto. Como ya se usan k colores para V, cada cldusula de Vo deberd tener
el color de un nodo de Vi no adyacente a él, es decir, que corresponde a un
literal que si estd en la cldusula. Esto representa la eleccion del literal que hara
verdadera a la cldusula. Los nodos de Vi, pueden tener sélo los colores de los
literales de V7, de la variable a la que corresponden. Representan los valores
opuestos a asignar a las variables de ¢ ya que si alguna de las clausulas elige un
literal de la variable (i.e. tiene el color de ese literal) el nodo correspondiente
s6lo podra tener el color del otro literal. Luego, si existe un k-coloreo de G, para
cada nodo de V3, podemos asignarle a la variable correspondiente de ¢ el valor
opuesto al que indica el literal de V7, de mismo color.

Si ¢ es satisfactible entonces podemos tomar de cada clausula el literal que
la hace verdadera y colorear el nodo correspondiente en Vi con el color de dicho
literal en V7. Los nodos de V3, que corresponden a los literales tomados quedaran
con un solo color posible, mientras que los deméas pueden tener cualquiera de
los dos que disponen. Si hubieran conflictos en este paso seria porque hay un
nodo v € Vi, que es adyacente a una clausula C; de Vi que tiene el color de x
y otra C; que tiene el color de =z, donde z es la variable correspondiente a v.
Pero esto significaria que C; = —~C}, por lo que ¢ no seria satisfactible.

Como la definicién del grafo puede hacerse en tiempo polinomial con respecto
a la cantidad de variables de ¢, la reduccién es polinomial. O

Proposicion 2.3.10. El problema de decision de conjunto independiente mdxi-
mo en un grafo es NP-completo.

Demostracion.

NP. Tomando como certificado los nodos de un conjunto independiente po-
demos verificar que sean nodos del grafo sin repeticiones, que no sean adyacentes
entre si y que la cantidad de nodos es mayor o igual a la cota en tiempo polino-
mial.

NP-hard. Proponemos una reduccién polinomial de 3-SAT al problema de
conjunto independiente minimo, cuyas instancias son un par (G, k) donde G
es un grafo y k una cota inferior del tamano del conjunto independiente. Sea
¢=C1 ANCy A --+ N\ Cy una instancia de 3-SAT, donde cada C; es una cldusula
con tres literales, y sean x1,xa,...,x; las variables de ¢. Definimos k como la
cantidad de clausulas s y G de la siguiente manera:

1. Para cada cldusula C; ponemos por cada una de sus variables z; un nodo
v;; sl tiene el literal x; o v;; si tiene el literal —z;. Hacemos adyacentes a
todos estos nodos de forma que haya un grafo K, por clausula donde r es
la cantidad de literales distintos que tiene.

2. Para cada variable xj; agregamos una arista entre los nodos que represen-
tan su afirmacién y su negacién. Es decir, ponemos la arista (v, v}},) para
todo 4, j.
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Un conjunto independiente en G tendra a lo sumo un nodo por clausula,
ya que no podrd tener mas de un nodo por cada K,. Esto es equivalente a
elegir un literal de la clausula que la haga verdadera. Ademas, dos literales de
clausulas distintas pueden estar en el conjunto independiente sélo si uno no
es la negacién del otro. Esto evita que se elijan literales que produzcan una
contradiccién en ¢. Luego, si existe un conjunto independiente de al menos
k = s nodos este determinard una asignacién de valores de las variables de ¢
que la hacen verdadera.

Por otro lado, si ¢ no es satisfactible siempre habra una contradiccién entre
dos clausulas. Luego, por lo explicado antes, no se podra elegir un nodo de los
K, de estas clausulas y el conjunto independiente tendra menos de k nodos. [J
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