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Resolucion segundo parcial 1¢2023

Santiago Cifuentes

Enunciado

Sea G = (V,E) un grafo pesado con pesos positivos y D C V un subconjunto de sus nodos, a los
cuales llamaremos depdsitos. Dado un nodo cualquiera v, decimos que su distancia a los depdsitos es
el minimo entre las distancias de v a cada deposito d € D, y lo notamos como dg(D,v). Es decir,
da(D,v) = min{dg(w,v) : w € D}.

a) Proponer un algoritmo que calcule la distancia a los depésitos de todos los nodos, justificando su
disefio. Complejidad esperada: O(n?).

Decimos que una arista es initil si ningtin camino minimo de los depésitos a los vértices usa esa arista.

b) Proponer un algoritmo que detecte las aristas inutiles, justificando su disefio. Complejidad esperada:
O(n?).

Denotamos como maxDist(G, D) a la maxima distancia de un nodo a los depositos. Dicho formalmente,
maxDist(G, D) = méx{dg(D,v) : v € V \ D}. Queremos agregar al grafo una arista e de un cierto costo
positivo ¢ de manera tal de minimizar mazDist(GU {e})*. Esta arista no puede estar conectada a ningtin
deposito.

¢) Proponer un algoritmo que decida, dado el costo positivo ¢, qué arista se debe agregar al grafo para
minimizar la maxima distancia a los depositos. Aparte, indicar cuanto mejora esta méaxima distancia.
Complejidad esperada: O(n?).

Criterio de aprobacién: Dos de los tres incisos deben estar bien resueltos.

En la Facultad de Ciencias Naturales y Exactas (FCNyE) se dictan M materias. Algunas deben cursarse
en simultaneo, y por lo tanto al conjunto de todas las materias se lo particiona en k conjuntos disjuntos
G1,...,Gy con la intencion de que les estudiantes cursen un grupo G; por cuatrimestre.

Todas las materias deben tomar una evaluacion en la ultima semana del cuatrimestre considerando las
siguientes restricciones:

= Las evaluaciones de cada materia deben hacerse en los dias en que se dicta la materia.

= No puede haber dos evaluaciones de un grupo G; en un mismo dia.

= Solo hay A aulas, por lo que cada dia se pueden hacer a lo sumo A evaluaciones.
El Secretario Académico quiere saber si es factible armar una asignacion de instancias de evaluacion para
que todas las materias puedan tomar sus evaluaciones en la tltima semana del cuatrimestre.

Nota: Suponer que la semana tienen 6 dias héabiles, y que se cuenta con una funcién DiasCursada(m)

que devuelve, dada una materia m, una lista con los dias de la semana en que se cursa la materia m?2.

Se pide:

a) Modelar el problema de asignacion como un problema de flujo.
b) Dar una interpretacion a cada unidad de flujo y cada restriccion de capacidad.

¢) Justificar que el modelo es correcto. En particular, mostrar como se reconstruye una asignacion valida
en caso de que exista.

d) Determinar la complejidad temporal del algoritmo en funcién del tamafio de la entrada. Asumir que
para resolver el modelo de flujo se emplea el Algoritmo de Edmonds y Karp, y dar una cota ajustada.
La entrada del algoritmo consiste en la particion Gy, ...Gy, el numero A y la estructura de datos
que responde las consultas de DiasCursada(-) de tamano O(M).

Criterio de aprobaciéon: El modelado tiene que ser correcto, y se debe explicar claramente su disenio y
su tamano (en funcion de los parametros de entrada).

Ayuda: Representar con un nodo a cada par (G;,d) con G; el grupo iy 1 < d <6 el dia de la semana.

IEn un abuso de notaciéon G U {e} denota el grafo que se obtiene de agregar a G la arista e
2Se puede asumir que esta funcién devuelve la lista en O(1).



3) Dados los problemas

II;: ARBOL GENERADOR DE GRADO ACOTADO
Entrada: grafo H; k € N
Pregunta: jtiene H un arbol generador T' tal que dr(v) < k para todo nodo v de T'?

II5: CAMINO HAMILTONIANO
Entrada: grafo G.
Pregunta: jexiste un camino que pasa exactamente una vez por cada vértice de G?

queremos probar que II; es NP-COMPLETO asumiendo que II; es NP-HARD.

a) Demostrar que II; pertenece a NP.

Demostrar que II; es NP-COMPLETO.

)
b) Demostrar que II; es NP-HARD.
¢)

)

d) Es cierto que II; es al menos tan dificil como cualquier problema que pertenece a la clase NP? ; El

problema se vuelve mas sencillo si el valor k esté fijo? Justificar.

Criterio de aprobacion: La reduccion del inciso b) tiene que ser correcta, y le estudiante debe mostrar
un manejo claro de los conceptos involucrados.

2. Resolucion
1. Ejercicio 1:

a) Nos piden calcular, para cada v, dg(D,v) = min{dg(w,v) : w € D}. Notemos que por definiciéon

dado un v cualquiera podemos obtener este valor en O(min{mlogn,n?}) = O(n?) usando Dijkstra:
calculamos todas las distancias d(v, z) calculando el camino minimo de 1 a todos desde v y luego
tomamos el minimo. Si hacemos esto para cada nodo obtenemos un algoritmo O(n?) que resuelve el
problema, pero esta complejidad es mayor que la pedida. Podemos mejorar un poco si observamos
que alcanza con calcular las distancias desde los depésitos, y no desde cualquier nodo, por lo que
usamos Dijkstra solamente desde los nodos de D. Esto induce un algoritmo O(]D| x n?), que también
supera la complejidad pedida.
La observacién clave es que no necesitamos conocer todas las distancias desde los nodos de D, sino
que Gnicamente estamos interesados en la menor para cada nodo v € V'\ D. Intuitivamente queremos
calcular el camino minimo desde un conjunto de nodos a todos, y este es un problema que ya vimos
en el contexto de BFS.

Nos gustaria que la bisqueda de Dijkstra comience “desde todos los depositos a la vez”. Para modelar
este comportamiento vamos a agregar un nodo vy al grafo, y conectaremos a vy con todos los nodos
de D con aristas de costo cero. Luego, si ejecutamos Dijkstra desde vy estaremos simulando esta idea
de ejecutar Dijkstra desde varios nodos a la vez.

Formalicemos esto ultimo: siendo G’ el grafo obtenido al agregar vy y los ejes de vy a los depositos
con costo 0, probemos que dg(D,v) = dg/ (vo,v). Probemos las dos desigualdades:

<) Si dg(vo,v) = k entonces hay un camino de costo k de vg a v en G’. Como vy solo esté conectado
a los depositos, este camino tiene que ser de la forma P = wyd,...v con d, € D. Notemos que*
¢(P) = c(vody) + ¢(dy ... v) = ¢(d, . .. v) porque ¢(vg,d,) = 0 por construccion, y el camino d, ...v
esta contenido en G ya que de G’ tiene los mismos nodos y ejes que G salvo por vy, pero este nodo
no es parte de esta porciéon del camino. Luego, hay un camino de un depésito a v de costo k, y por
lo tanto dg(D,v) < k.

>) Si d(D,v) = k entonces hay un deposito d, y un camino d,...v en G con costo k. Notemos
entonces que vgd, ... v es un camino de costo k de vy a v en G'. Por lo tanto, k > dg:(vo, k).

Con esta prueba reducimos el problema de calcular dg(D,v) al de calcular dg(vg,v). Podemos
computar esto para cada v haciendo Dijkstra desde vyg.

Suponiendo que el grafo viene representado como una lista de adyacencias, el algoritmo final entonces
es:

1) Construimos en O(n) a G’ agregando a G un nodo vy y aristas vod hacia cada deposito d con
costo 0.

3El cual podemos usar porque los costos son todos positivos.
4Voy a denotar el costo de la arista vw como c¢(vw), y con un abuso de notacién voy a extender esto a caminos.



2) Ejecutamos Dijkstra desde v usando la implementacion para grafos densos, lo que tomara O((n+
1)2) = O(n?) operaciones.
3) Devolvemos en O(n) las distancias calculadas por Dijkstra.

Este algoritmo es correcto por lo que probamos, y tiene una complejidad final de O(n?).

Para el inciso b) podemos disefiar un criterio similar a los de la guia para identificar aristas utiles
(es decir, que se usan en algin camino minimo) en base a las distancias de los nodos a los depositos
(que ya sabemos obtener en O(n?) gracias al inciso a)). Notemos que si una arista vw es ttil entonces
hay un camino minimo de los depoésitos a algiin nodo z que la usa. Pero, en particular, ese camino
minimo debe contener un camino minimo hacia w y hacia v. Por lo tanto, suponiendo que la arista
se usa con la orientacion vw, la conclusion seria que d(D,w) = d(D,v) + c(vw).

Probemos este lemita: una arista vw es atil si y solamente si d(D,w) = D(D,v) + c(vw) o d(D,v) =
D(D,w) + c(wv).

= ) Si una arista vw es ttil entonces es parte de un camino minimo P de los depositos a un nodo z. Si
suponemos sin pérdida de generalidad que vw se usa con esa orientaciéon, entonces P =d, ...vw...z
donde d, es un depoésito. Como P es un camino minimo de d, a z la porciéon del camino que va de
d, a vy laque va de d, a w también tienen que ser un camino minimo de los depésitos a v y w,
respectivamente. Luego, concluimos que d(D,v) + c(vw) = D(D, w).

<= ) Por definicion, si d(D,v) + c(vw) = d(D,w) entonces vw pertenece a un camino minimo de
los depositos a w (el camino es exactamente el camino minimo hasta v méas la arista vw).

Con este lema construimos el siguiente algoritmo:

1) Calculamos en O(n?) todas las distancias d(D,v).

2) Por cada arista vw verificamos las igualdades de nuestro lema. Si no cumple ninguna de las dos
entonces la marcamos como inutil. Hay que procesar m aristas, y como tenemos las distancias
precalculadas cada verificacion nos toma O(1).

Es decir, este algoritmo tiene complejidad O(n? + m) = O(n?) ya que m < n? en cualquier grafo
simple.

Si C' es el conjunto de aristas que podemos usar, entonces nos piden encontrar min.cc{mazDist(GU
{e})}, v aparte identificar qué arista se usa para encontrar el minimo. Notemos que dada e es posible
calcular maz Dist(G'U{e}) en O(n?) usando el inciso a): simplemente se calculan todas las distancias
de los nodos a los depositos y luego nos quedamos con el maximo. Esto induce un algoritmo O(|C|xn?)
(por cada arista calculamos el valor) que es O(n?) si C' = ©(n?), por lo que no alcanza la complejidad
pedida.

Vamos a mantener esta idea de recorrer todas las aristas, pero intentemos calcular méas rapido el valor
mazDist(). Notemos que si logramos calcularlo en O(n) entonces la complejidad final del algoritmo
sera O(|C| x n) = O(n?).

Sea G' = G U {xy}. Para calcular maxzDist(G') alcanza con encontrar todas las distancias de los
nodos a los depésitos. Dado un nodo v cualquiera hay dos opciones para su camino minimo a D: este
usa la arista nueva e, o bien no la usa. Si no la usa, entonces dg (D, v) = dg (D, v), mientras que si la
usa entonces el camino minimo a los depésitos es de la forma d,, ... xzy...vobiend,...yx...v, donde
d, es un deposito. En ambos casos los subcaminos del camino tienen que ser minimos, y por lo tanto
podemos pensar que el camino P =d,, ...zy...v se descompone en P = (d, ...z)+zy+ (y...v) =
Py + xzy + P> donde P; es un camino minimo de los depésitos a z y P> es un camino minimo de y a
v. Aparte, estos caminos P; y P, no usan la arista nueva, por lo que son caminos minimos del grafo
original. Luego, si el camino minimo de v a los depésitos usa la arista xy entonces este camino debe
tener costo min(dg (D, z) + c(xy) + da(y,v), da (D, y) + c(yx) + dg(z,v)).

Con estas observaciones probamos lo siguiente: dg (D, v) = min{dg (D, v), dg(D, z)+c(zy)+da(y, v),
da(D,y) + c(yx) + dg(z,v)}. Es decir, para calcular la distancia de un nodo a los depodsitos en
G’ alcanza con usar las distancias del grafo original y hacer algunas pocas cuentas. Si tenemos
precalculadas estas distancias, entonces podemos encontrar la distancia de un nodo a los depdsitos
en O(1). Observemos que hacen falta las distancias de todos los nodos a todos los nodos.

Esto nos permite mejorar el algoritmo de busqueda exhaustiva que propusimos al principio de la
resolucion:

1) Primero calculamos todas las distancias a los depdsitos d(D,v) y las distancias entre los nodos
d(v,w). Esto toma O(n?) usando el inciso a) y O(n?®) usando el algoritmo de Floyd, respectiva-
mente.

2) Por cada arista zy € C calculamos maxDist(G U {zy}), y nos quedamos con la arista que
minimice este valor. Para calcular maxzDist(G U {zy}) usamos que



maxDist(G U {zy}) = meéu‘;c{dGU{xy}(D, v)} =

= méx{min{dg(D,v),dc(D,z) + c(zy) + da(y,v), da(D,y) + c(yz) + do(w,v)}}

Es decir, por cada nodo solo tenemos que hacer algunas comparaciones basadas en las distan-
cias que precalculamos antes, por lo que el célculo de cada maxDist(G U {zy}) requiere O(n)
operaciones.

En total, este paso toma O(|C| x n) = O(mn).

El algoritmo completo es correcto por las observaciones que hicimos antes, y tiene complejidad O(n®+
mn) = O(n?), que cumple con la consigna.

2. Ejercicio 2:

a)

Este es un problema de asignaciéon de materias a dias, donde hay algunas condiciones adicionales
sobre como debe ser esta asignacion. En principio, seguro que nuestra red va a tener que representar
a los dfas por un lado y a las materias por otro.

Notemos primero que no podemos conectar una materia m a cualquier dia, sino que debemos respetar
sus dias de cursada. A su vez, si conectamos cada materia a sus dias validos no estariamos codificando
la condicién de los grupos: por cada grupo G; puede haber una tinica materia tomando evaluacién
en el dia d.

Para agregar esta condicion vamos a “filtrar” todas las materias de un mismo grupo que se cursen en
un mismo dia, de tal forma de permitir que solo una se curse por cada dia. El modelo se puede ver
en la siguiente figura:
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Figura 1: Red del ejercicio 2). En este caso se ve que m; € G, ma € Ga,
2 € DiasCursada(my) y 1 € DiasCursada(msz)

En nodo s de la red se conecta con M nodos materia, teniendo cada eje capacidad 1, ya que cada
materia debe tomar una tnica evaluacion. Luego, cada nodo materia m se conecta con un eje de
capacidad 1 a todos los nodos de la forma (G;,d) con m € G; y d € DiasCursada(m). Es decir,
el nodo (G;,d) va a recibir flujo de aquellas materias del grupo G; que se cursan el dia d, y la idea
es que solo puede permitir que una sola de esas unidades de flujo pase. Finalmente, unificamos las
materias que se cursan en el dia d en el nodo que representa el dia d: este tiene un eje entrante de
capacidad 1 desde cada nodo de la forma (G;, d). Como puede haber a lo sumo A evaluaciones por
dia se agrega el eje de cada dia d hacia t con capacidad A.

Proponemos que sera posible que todas las materias tomen su evaluacion siguiendo las restricciones
si y solamente si hay un flujo de valor M en la red.

Una unidad de flujo que va de s a t hace un camino de la forma s m (G;, d) dt. Este camino representa
que la materia m que pertenece al grupo G; toma evaluaciéon en el dia d. Por como esta construido
el grafo la materia m pertenece efectivamente al grupo G; y puede tomar evaluacion en el dia i.



¢)

Para probar la correctitud, veamos que existe una asignaciéon de materias a dias que permite tomar
U evaluaciones si y solamente si hay un flujo de valor U en la red R que definimos antes.

=) Sea S = {(m;,d;)} una asignacion de materias vélida con |S| = U. Vamos a definir un flujo
valido en la red R:

* Por cada (m;,d;) € S ponemos una unidad de flujo en el camino sm; (G;,d;) d; t con G; el grupo
de m;.

Notemos que por construccién y porque S es una asignacion valida los ejes que nombramos en ese
camino existen.
Veamos primero que se respetan todas las capacidades:

= Ejes sm;: como S es una asignacion valida ninguna materia esté asignada mas de un dia. Luego,
por cada uno de estos ejes pasa a lo sumo una unidad de flujo.

» Ejes m; (G;,d): de nuevo, cada materia estd asignada a lo sumo a un dia, y por lo tanto por
estos ejes pasa a lo sumo una unidad de flujo.

» Ejes (G;,d) d: si pasara mas de una unidad de flujo por uno de estos ejes entonces la asignacion
S estaria asignado a dos materias de un mismo grupo el mismo dia de evaluacién, lo cual es
absurdo.

= Ejes dt: como S es una asignacion valida en cada dia se toman a lo sumo A parciales. Por como
armamos el flujo, las unidades que salen de d son las mismas que la cantidad de parciales que se
toman en el dia d, y este valor es menor o igual a A.

Por otro lado, es trivial ver que el flujo se conserva porque lo definimos en base a caminos de s a t.
Concluimos aparte que el valor del flujo es U, ya que salen U unidades de flujo de s (uno por cada
asignacion de S).

<= ) Sea f un flujo valido en R de valor U. Vamos a armar una asignacion valida de materias a
dias que permita tomar U evaluaciones. Definimos la asignaciéon de la siguiente forma:

* Si por la arista m; (G;, d) pasa una unidad de flujo, entonces m, toma su evaluacion el dia d.
Veamos que esta asignacion es valida:

s Cada parcial toma a lo sumo una evaluacion: a m; puede entrar a lo sumo una unidad de flujo,
y, por conservacion, solo puede salir una. Por lo tanto, a cada materia le asignamos a lo sumo
un dfa.

= Las materias toman su evaluacion en sus dias de cursada: por construccion, le asignamos el dia
d a la materia m; si hay un eje m; (G;,d) en la red por el que pasa una unidad de flujo. Esto
solo puede ocurrir, por construccion, si m; se cursa en el dia d.

s Cada dia se toman a lo sumo A evaluaciones: la cantidad de evaluaciones que se toman en el
dia d es igual a la cantidad de flujo que llega a d, dado que si hay una unidad de flujo en la
arista m; (G}, d) entonces esa unidad llega luego a d. El flujo que sale de d esta acotado por A, y
entonces por conservacion también el que entra. Luego, asignamos a lo sumo A evaluaciones al
dia d.

= Cada grupo de materias toma a lo sumo una evaluacion por dia: dos materias toman evaluaciéon
el mismo dia si hay dos aristas m; (G;,d) y me (G;,d) ambas con una unidad de flujo. Pero
desde (G}, d) solo puede salir una unidad de flujo, y entonces por conservacion solo puede entrar
una. Concluimos que no puede haber dos materias de un mismo grupo tomando evaluacién un
mismo dia.

Como el valor del flujo era U, la asignacién de materias permite tomar U evaluaciones.
Gracias a esta prueba podemos decir lo siguiente: hay una asignacion valida que permite que todas
las materias tomen su evaluacion si y solamente si hay un flujo de valor M en la red.
Para estudiar la complejidad de resolver el modelo tenemos que calcular su tamano y estimar una
cota para el flujo:
O Nodos: son 1 + M + K x 6 +d + 1 (s, materias, pares grupo-dia, dias y t). Esto es O(M).
O Ejes: son a lo sumo M + M x 6 + K x 6 + d (de s a las materias, de las materias a sus pares
grupo-dia, de cada par grupo-dia a un tnico dia y de los dias a t). Esto es O(M).
O Flujo: es a lo sumo M (se puede ver tomando el corte que se queda con s por un lado y el resto
de la red por otro).

Con estos parametros podemos escribir la complejidad final del algoritmo de Edmonds y Karp apli-
cado a esta red:

O(min{mF,nm?}) = O(min{M?, M3}) = O(M?)



3. Ejercicio 3:

a) Para probar que II; € NP hay que mostrar que las instancias positivas admiten un certificado de
tamano polinomial capaz de ser verificado por un certificador polinomial.
Por definicion, (H, k) € II; si y solamente si existe un arbol generador T' de H de grado acotado por
k. Luego, este podria ser nuestro certificado: notemos que 7" tiene tamafio polinomial en funcién de
H, y que este certificado existe tnicamente si la instancia es positiva. Definamos al certificador M.

M recibe al grafo H y al certificado T. Suponiendo que T representa un grafo valido®, M tiene que:

= Verificar que T C H, que se hace en O(n?) suponiendo que ambos vienen representados como
matriz de adyacencias.

= Verificar que T es un arbol (i.e. que no tiene ciclos y es conexo), lo cual requiere O(n?) operaciones
sobre la matriz empleando DFS.

= Verificar que todos los nodos tienen grado acotado por k, lo cual también requiere un recorrido
lineal sobre la matriz en O(n?).

Por lo tanto el verificador realiza una cantidad de operaciones polinomial en funcion del tamano de
entrada, y concluimos que II; € NP.

b) Para ver que II; es NP-HARD alcanza con probar que otro problema NP-HARD se reduce a él. Luego,
por transitividad, se deduce que todos los problemas II € NP se reducen a II;.

Como podemos asumir que I, es NP-HARD alcanza con probar que Il <, II;. Es decir: tenemos que
encontrar una funciéon polinomial f que tome entradas validas de Il (i.e. grafos) y devuelva entradas
validas de II; (i.e. grafos junto a un nimero natural k) y que cumpla

G €e HAM < f(G)=(H,k) € AGGA
Probemos que f(G) = (G, 2) funciona. Es decir, tenemos que ver que:

= Es polinomial.
= Lleva instancias positivas a positivas y negativas a negativas.

Lo primero es trivialmente cierto (la funcién solo arma el par con el 2 en la segunda componente).
Ahora nos queda probar la “correctitud”.

La idea de la funcién es la siguiente: si G € HAM entonces G contiene un camino hamiltoniano, y
este es exactamente un arbol generador de grado acotado 2. Para la vuelta deberfamos mostrar que
todo arbol generador acotado de grado 2 es a su vez un camino hamiltoniano.

Probemos la doble implicacion G € HAM < f(G) = (G,2) € AGGA:

= ) Si G € HAM entonces G contiene un camino hamiltoniano P = v; ...v,. Notemos que P es
literalmente un arbol generador de grado acotado 2: P es un subgrafo conexo que no contiene ciclos
(por ser un camino simple®) y aparte contiene a todos los nodos (por ser hamiltoniano). Aparte,
cada nodo tiene grado a lo sumo 2. Concluimos entonces que (G, 2) € AGGA.

<) Si f(G) = (G,2) € AGGA entonces G tiene un arbol generador T' cuyos nodos tienen todos
grado acotado por 2. Mostremos que T' es un camino hamiltoniano:

Sean v, w dos hojas distintas de T7. Como T es un arbol hay un tinico camino P entre v y w. Notemos
que todos los nodos del arbol tienen que estar en P: si hay un nodo z ¢ P entonces puedo considerar
a w, el nodo de P mas cercano a z. Este nodo w es parte del camino de P, por lo que tiene dos
vecinos wi y ws que son parte del camino. Pero aparte resulta que tiene un tercer vecino ws que es
parte del camino hacia z (notemos que ws # wi,wy porque elegi a w como el nodo mas cercano a
z). Esto implica que el grado de w en T es al menos 3, lo cual es absurdo.

Por lo tanto, P es un camino que recorre todos los nodos de GG, y entonces G tiene un camino
hamiltoniano y G € HAM.

¢) Un problema es NP-COMPLETO si es NP y NP-HARD . En a) probamos que IT; es NP | y en b) que
II; es NP-HARD . Luego, II; es NP-COMPLETO .

d) Si entendemos “facil” como “admite un algoritmo polinomial” entonces II; es tan dificil (entendiendo
a dificil como al complemento de ser facil) como cualquier otro problema NP, dado que al ser NP-
COMPLETO un algoritmo polinomial para resolver II; podria adaptarse a un algoritmo polinomial

5En principio el certificado T' es solo una secuencia de bits, por lo que M deberia corroborar que T' represente realmente un
grafo. Esto lo puede hacer comprobando que T' sea una matriz de adyacencias, por ejemplo.

6Por las dudas, todos los caminos hamiltonianos son simple por definicién.

7 Acé estoy usando el lema de que todo arbol con mas de un nodo tiene dos hojas, que se puede probar facilmente por induccién
y es un ejercicio de las primeras guias.



para resolver cualquier otro problema de la clase NP . En particular, también vale la vuelta: si
existiera un algoritmo polinomial para resolver algtin problema NP-COMPLETO (como por ejemplo
3-COLOREO) entonces se podria adaptar ese algoritmo para resolver II;.

Notemos que el problema de AGGA no se vuelve mas facil si k esta fijo. En particular, la demostracion
del inciso c¢) llevaba instancias de hamiltoniano a instancias de AGGA donde k siempre valia 2, y
por lo tanto esa reduccion demuestra que el problema es NP-HARD incluso si k esta fijo y vale 2. Por
otro lado, si k =1 el problema es trivial.



