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Capitulo 1

Especificacion

1.1. Introduccién

Tipicamente, nos enfrentamos a la siguiente situacién. Tenemos un problema que se nos es presentado
en una manera difusa, vaga, y se pretende que lo podamos resolver a través de una computadora de forma
eficiente. Lo problemético es transitar este recorrido que va desde la definiciéon informal del problema
a su resolucién computacional. Este camino tiene una serie de pasos que, tipicamente, los llamamos:
especificacion, diseno e implementacion. Esta serie de pasos son los que vamos a recorrer a lo largo de
esta materia.

Problema ¢ ——>{ Especificacibn ———»| Disefio

Figura 1.1: Etapas en la resoluciéon de un problema

En esta materia vamos a estudiar algoritmos y estructuras de datos. Recordemos qué es un algoritmo:

Definicién 1.1.1. Un algoritmo es un procedimiento para resolver un problema, descripto por una
secuencia ordenada y finita de pasos bien determinados que nos llevan de un estado inicial a uno final
en un tiempo finito.

Un algoritmo siempre debe brindar una respuesta, siendo posible que la respuesta sea "no hay
respuesta”’. La descripcién debe ser clara y precisa, sin dejar lugar a la utilizaciéon de la intuicién o la
creatividad. Por ejemplo, una receta es una algoritmo si no dice ”sal a gusto”.

Los lenguajes naturales tienen una semdntica difusa. Esto quiere decir que una misma oracién puede
interpretarse de dos o més formas (ambigiiedad), e incluso hay palabras que tienen varias acepciones
(polisemia). Por lo tanto, para poder resolver un problema formalmente, primero debemos tener una
descripcién del mismo en un lenguaje formal de especificacién que sea preciso, es decir, que pueda
interpretarse sin lugar a dudas. Este salto entre un lenguaje formal y uno natural se conoce como brecha
semdntica.

Es importante que al momento de describir los problemas, no caigamos en la sobre-especificacion, ya
que si bien podemos dar una descripcion precisa y libre de ambigiiedades dando todos los detalles acerca
de su representacion, estariamos limitando nuestras opciones de disenio. Notemos que cuando estamos
especificando un problema nos interesa describir el qué” y no ”el cémo”, por lo que no tiene sentido
preguntarnos en esta etapa si la especificacién es o no eficiente.



La herramienta principal que utilizaremos para especificar problemas se conoce como Tipos Abstrac-
tos de Datos (TADs), que son modelos matemé&ticos que se construyen con el fin de exponer los aspectos
relevantes del problema bajo andlisis. Decimos que un ente matematico es un modelo de nuestra teoria
(extension de las teorias de primer orden que incorpora el concepto de género) si hace corresponder a cada
género del TAD un conjunto de valores y a cada operaciéon una funcién total. Este lenguaje axiomaético
permite estudiar otras formas de demostracion muy utiles, como la induccion estructural, y cuenta con
la ventaja de que no requiere de tipos primitivos que deban definirse por fuera del mismo, ademas de ser
una herramienta tanto flexible como general. Veamos un ejemplo:

Descripcién del Problema: FEl dueno de un restaurant quiere asequrarse de que los pedidos sean
atendidos con prolijidad. Los mozos llevan los pedidos hasta la cocina donde los colocan. Cuando el
cocinero se libera, saca el primer pedido y prepara el plato indicado. El dueno quiere saber cudl es el
préoximo plato a preparar, cudntos pedidos atiende el cocinero cada dia y cudl fue el dia con menos
pedidos.

Hay ciertos elementos en esta descripcién que realmente no son necesarios para el modelado del
problema. Por ejemplo, en la descripcion del problema se nos habla de un dueno, pero este no realiza
ninguna operacién, por lo que no nos interesa modelarlo. Ahora nos toca realizar un proceso de abs-
traccion para identificar aquellos elementos y operaciones que terminan definiendo al problema. En
particular, este problema podemos identificar el uso de platos, dias y un restaurant. ; Qué podemos decir
sobre estos elementos?

e Los dias pasan, por lo que vamos a querer contarlos. Para modelar este comportamiento nos alcanza
con renombrar el TAD DiA como NAT: TAD Dia ES NAT.

e Solo nos interesa poder diferenciar los platos entre si. TAD PLATO ES STRING.

i Por qué tenemos que renombrar estos TADs y no utilizar STRING o NAT directamente? Lo que queriamos
hacer era utilizar un lenguaje de especificaciéon que nos permita abstraer ciertos conceptos, por lo que usar
STRING directamente no seria correcto. Para el restaurant no tiene sentido un STRING, pero los PLATOS
si. De esta manera, nos alejamos de la manera en la que representamos los datos en una computadora y
nos acercamos a la definicién del problema.

Para especificar un TAD, primero debemos definir la signatura del mismo, es decir, las operaciones
que ofrece el TAD:

TAD RESTAURANT
géneros restaurant

operaciones
cant_platos_pendientes : restaurant — nat
préximo_pedido : restaurant r — plato {cant_platos_pendientes(r)>0}
preparar_plato : restaurant r — restaurant {cant_platos_pendientes(r)>0}
tomar_pedido : restaurant x plato — restaurant
nuevo_dia : restaurant — restaurant
dia_actual : restaurant — dia

platos_por_dia : restaurant r x dia d — nat {d < dia_actual(r)}




inaugurar : restaurant — dia
Fin TAD

La signatura nos define qué operaciones tiene cada tipo, cuiles son sus pardametros y qué tipos
devuelven. Notemos que las operaciones de los TADs son funciones totales, o sea, son funciones que
estdn definidas para todos los valores del dominio. Por eso, en casos como preparar_plato(), tuvimos que
restringir el dominio. En esta etapa, no seria correcto utilizar una convencion de devolver —1 para indicar
que no existe resultado (esto podria incluirse en la etapa de diseno para el manejo de errores).

Con esto definimos la sintactica del TAD, y lo que nos falta es darle semantica a estas operaciones.
Para ello, vamos a definir los aziomas del TAD. Los axiomas son foérmulas bien formadas, es decir,
predicados aplicados a términos (variables, constantes o a lo que resulta de aplicar las operaciones del
TAD sobre otros términos). En general, los axiomas van a ser ecuaciones como la siguiente:

(Vr : restaurant) dia_actual(nuevo_dia(r)) = dia_actual(r) + 1

De esta manera, podemos darle un significado a la operacién dia_actual cuando tenemos una entrada de
la forma nuevo_dia(r) (en este caso, significa dia_actual(r) + 1).

Comenzamos con los axiomas que corresponden al TAD RESTAURANT:
TAD RESTAURANT

axiomas Vr: restaurant, Vp: plato

0

dfa_actual(inaugurar())

dia_actual(nuevo_dia(r)) dia_actual(r)+1

dia_actual(tomar_pedido(r,p))

dia_actual(r)

0

cant_platos_pendientes(inaugurar())
cant_platos_pendientes(tomar_pedido(r,p)) = cant_platos_pendientes(r) +1

cant_platos_pendientes(preparar_plato(r)) = cant_platos_pendientes(r) —1

préximo_pedido(r) ult(secuencia_de_pedidos(r))

secuencia_de_pedidos(inaugurar()) = <>
secuencia_de_pedidos(tomar_pedido(r,p)) = p e secuencia_de_pedidos(r)
secuencia_de_pedidos(preparar_plato(r)) = com(secuencia_de_pedidos(r))
platos_por_dia(d,inaugurar()) =0
platos_por_dia(d,tomar_pedido(r,p)) = platos_por_dia(d,r)

if dfa_actual(r) = d then
platos_por_dfa(d,r) +1

platos_por_dia(d, preparar_plato(r))

else
platos_por_dia(d,r)

fi

platos_por_dia(d, nuevo_dia(r)) = if dfa_actual(r)+1 =d then

0

else
platos_por_dia(d,r)

fi




(Vd': dia) 0 < d' < dia_actual(r) =,
platos_por_dia(r, dias_menos_pedidos(r)) < platos_por_dia(r, d’)

Fin TAD

Notemos que este tltimo axioma no es un axioma ecuacional. El motivo es que en la descripcién
del problema no se nos dice qué hacer en caso de empate, por lo que si en la etapa de especificacion
definimos cudl debe ser el criterio de desempate, estariamos sobre-especificando. Otra operacién que esta
axiomatizada de esta forma es dameUno del TAD CONJUNTO(«). En la materia, se considera incorrecta
cualquier especificacién no ecuacional, y debe utilizarse la funcién dameUno para especificar este tipo de
Casos.

Al momento de axiomatizar, una de las primeras cosas que tenemos que tener en cuenta es que
las operaciones que estamos especificando son funciones, asi que deberiamos evitar cualquier tipo de
inconsistencias. En particular, tenemos que tener en cuenta que no se cuenta con pattern matching,
dicho de otro modo, todos los axiomas valen a la vez. Tampoco debemos especificar sobre los casos
restringidos, ya que estan fuera del dominio. Es importante que no caigamos en la sobre-especificion ni
en la sub-especificacion (no decir qué valores toma la funcién para ciertos valores).

Ademas, se espera mantener el encapsulamiento entre los distintos TADs, por lo que si trabajamos
con instancias de un TAD en las operaciones de otro, manipularemos esas instancias a través de sus
observadores (y no sus generadores). Por ejemplo:

TAD RESTAURANT

platos_de_cierto_precio(r,c,x) = if (7(c) then
0
else
if precio(DameUno(c),r) = x then
Ag(DameUno(c), platos_de_cierto_precio(r, SinUno(c), x))
else
platos_de_cierto_precio(r, SinUno(c,x))

fi
fi

Es preferible a
platos_de_cierto_precio(r, §,x) =

platos_de_cierto_precio(r,Ag(p,c), c) = if precio(p, r) = x then
Ag(platos_de_cierto_precio(r,c, x))
else

platos_de_cierto_precio(r,c,x)
fi

Fin TAD

Ahora, veamos més en detalle las distintas secciones que tiene un TAD:

e Parametros formales: En CONJUNTO(«), o denota un tipo arbitrario, no especificado. « se dice
pardmetro formal del TAD CONJUNTO(«).

e Géneros: un género es el nombre que recibe el conjunto de valores del tipo. Hay una sutil diferencia
entre el nombre del TAD y del género. Si se quiere, pensar en el monoide conmutativo (N, 4+) (TAD)
y en el conjunto de los nimeros naturales (género).

e Usa: hace referencia a las operaciones y géneros de otros TADs que utiliza el TAD que queremos
definir. Estas operaciones y géneros tienen que estar exportados en el otro TAD. Si se usa todo lo
que aparece mencionado, podemos obviar esta clausula.




e Exporta: indica las operaciones y géneros que se deja a disposicién de los usuarios del tipo. Esta
clausula tiene un valor por omisién: los géneros, los observadores basicos y los generadores.

e Igualdad Observacional: La igualdad observacional es un predicado entre instancias del tipo que
nos dice cudndo son iguales desde el punto de vista de su comportamiento (semdntica) y no desde el
punto de vista de la sintdctica. Por ejemplo, la instancia Ag(1, Ag(2, #)) es observacionalmente igual
a Ag(2, Ag(1, 0)) a pesar de ser sintdcticamente distintas. Para definir la igualdad observacional se
utilizan a los observadores bdsicos. La =,ps es un predicado del metalenguaje, y permite agrupar a
las distintas instancias en una misma clase de equivalencia. Vamos a exigir que todas las instancias
que sean equivalentes de acuerdo con la igualdad observacional mantengan la congruencia al aplicar
cualquier funcién. Recordemos que una funcién f es congruente con respecto a una relacién de
equivalencia ”~" si y solo si: (Vz,y)(x ~ y < f(x) ~ f(y)).

e Generadores: son aquellas operaciones que permiten construir instancias del TAD. Es necesario
que el conjunto de generadores esté bien definido, es decir, que entre todos los generadores podamos
construir cualquier instancia posible del TAD. Un problema menor, no tan grave, es que una
instancia del TAD pueda ser construida de méas de una manera. Es importante notar que al aplicar
un generador sobre una instancia de un TAD no se estd modificando la instancia que se recibe
como parametro, sino que se genera una nueva instancia basada en la anterior. Recordemos que
estamos trabajando con funciones, por lo que no existe la nocién de estado, y que el paradigma
funcional trabaja bajo el concepto de transparencia referencial, es decir, que los resultados de las
funciones solo dependen de sus argumentos.

e Observadores basicos: son aquellas operaciones que nos permiten diferenciar instancias del TAD
en clases de equivalencia. En general, se axiomatizan en base a todos los generadores.

o Extiende

e Otras operaciones: son el resto de las operaciones que se necesiten declarar en un TAD. No
deberia ocurrir que una funcién que aparezca en esta seccién devuelva valores que rompan con
la congruencia del TAD (si esto ocurre, habria que repensar los observadores). En general, se
axiomatizan en base a los observadores, aunque es posible que en algunos casos sea conveniente
axiomatizarlos en base a los generadores.

e Axiomas: son las reglas que describen el comportamiento desde el punto de vista semantico de los
elementos del TAD.

Es preferible que el conjunto de generadores y el de los observadores sean minimales, aunque se
permite que los generadores no sean minimales si eso facilita la axiomatizacién. Si estos no lo fuesen, se
corre el riesgo de producir inconsistencias y, ademas, la redundancia atenta contra la claridad.

1.2. Comportamiento Automatico

La idea del comportamiento automatico es no modelar operaciones para casos que se dan de forma
implicita o automédtica. Por ejemplo, si cada vez que se da cierta condicién A se produce el efecto B a
través de una acciéon C que se da de forma automdtica, seguramente no haga falta hacer alusién a la
accién C de ninguna forma para modelar correctamente el objeto de estudio. Veamos un ejemplo.

Descripcién del Problema: Se quiere especificar el comportamiento de una fdabrica de empanadas
que estd totalmente automatizada. A medida que se encuentran listas, las empanadas van saliendo de
una mdquina una a una y son depositadas en una caja para empanadas. En la caja caben 12 empanadas
y cuando ésta se llena, es automdticamente despachada y reemplazada por una caja vacia. Se quiere
saber cudntas cajas de empanadas se despacharon en total y cudntas empanadas hay en la caja que estd
actualmente abierta.

El enunciado nos dice que cuando la caja actual se llena es automdticamente despachada y reem-
plazada por una caja vacia. Por lo tanto, no debemos definir una operacién de despacharCaja, ya que
estarfamos permitiendo la existencia de instancias en las que esto no ocurra. El mayor impacto que tiene
el comportamiento automatico sobre la especificacién de un problema es en los axiomas, porque este




comportamiento debe quedar plenamente descripto en los mismos. En resumen, cuando alguna parte del
comportamiento del TAD debe ser automatica, no deberfamos:

e especificar una accién manual para este comportamiento,

e permitir que existan instancias del TAD en las que el comportamiento deberia haberse aplicado y
no se hizo,

e restringir acciones que requieran que suceda el comportamiento, ya que este es automdtico (no
existe ninguna instancia para la cual el comportamiento no se haya dado).




Capitulo 2

Diseno

2.1. Analisis de Complejidad

Hasta ahora, estuvimos enfocdndonos en modelar correctamente un problema describiendo, mediante
un lenguaje formal, qué es lo que necesitamos resolver. En esta seccién, vamos a orientarnos hacia el cémo
resolver el problema, es decir al diseno de la solucién. Para poder elegir una forma adecuada de resolver
el problema, debemos tener alguna medida de eficiencia, es decir, cuantos recursos requiere el algoritmo
para ejecutar. Algunos recursos que se utilizan habitualmente como medida de eficiencia son el tiempo
de ejecucion, el uso de memoria, cantidad de procesadores, utilizacién de la red de comunicaciones,
etc. Nos podriamos preguntar si es posible optimizar todos estos criterios al mismo tiempo. En general,
esto no va a ser posible, ya que el uso de estos recursos suele entrar en conflicto (tenemos un trade-off
entre la utilizacién de los distintos recursos). Por lo tanto, vamos a tener muchas soluciones distintas de
un mismo problema, que optimicen distintos recursos, y que nos seran de utilidad bajo distintos contextos
de uso. El recurso que més nos va a interesar es el tiempo de ejecucién y, en segundo lugar, el espacio
utilizado. Esto se debe a que el tiempo no puede ser recuperarse, mientras que el espacio en la memoria
si.

Necesitamos alguna estrategia para poder medir la eficiencia de los distintos algoritmos. Una primer
estrategia es la empirica (a posteriori), que consiste en programar las distintas soluciones y probarlas
con la ayuda de una computadora, para un conjunto arbitrario de instancias. El problema de este enfoque
es que para poder comparar cualquier algoritmo con otro, primero debemos implementarlo (lo cual lleva
tiempo) y encima los resultados que obtenemos no son generales, ya que dependen del lenguaje de
programacién, la maquina sobra la que se ejecuta, las posibles optimizaciones utilizadas y las instancias
particulares que se utilizaron. Nos gustaria tener una medida més general, que sea independiente de
todas estas variables.

Para ello, vamos a medir la complejidad algoritmica de forma tedrica (a priori), que nos permita
estimar lo que tardaria la ejecucién de un algoritmo, sin tener que ejecutarlo ni implementarlo. Esta
medida vale para instancias de cualquier tamano, es independiente del lenguaje de programacién y de
la maquina en la que se ejecuta. Lo primero que necesitamos para independizarnos de una computadora
en particular es tener un modelo de cémputo. Vamos a inventar una maquina tedrica, ideal, cuyas
caracteristicas sean consensuadas, y vamos a asociar la complejidad algoritmica a esta maquina tedrica.
Para que el andlisis valga para instancias de cualquier tamano, vamos a definir la medida de complejidad
en funcién del tamano de las instancias y no en funcién del valor de instancias particulares, enfocdndonos
en un analisis asintético de la complejidad.

Modelo de computo

Estamos buscando una medida que sea general, valida para distintas implementaciones del algoritmo
e independiente de la maquina en la que se ejecuta. Con este objetivo en mente, vamos a inventar una
maquina tedrica que vamos a usar como ”“banco de pruebas” para la ejecucién (tedrica) del algoritmo.
Esta maquina ideal nos va a permitir definir los conceptos de tiempo de ejecucién y espacio de memoria
utilizado. Vamos a entender al tiempo de ejecucién como la cantidad de pasos o instrucciones que se



ejecutan en la maquina tedrica para resolver una instancia del problema. De forma similar, podemos
medir el consumo de memoria de un algoritmo en funcién de la cantidad de posiciones de memoria
utilizados en una ejecucion sobre la maquina tedrica.

Para definir una unidad de tiempo en la méquina teérica, vamos a utilizar el concepto de operacio-
nes elementales (OE). Las operaciones elementales son aquellas que "tardan” una cantidad constante
de unidades de tiempo en ejecutarse en el modelo de maquina que estamos definiendo. En general, vamos
a tener un conjunto reducido de operaciones elementales y un conjunto de reglas para calcular cuanto
tardan aquellas operaciones que no son elementales.

En principio, no existen operaciones cuyo tiempo de ejecucion sea independiente de la longitud de
sus operandos. Sin embargo, bajo el modelo uniforme, podemos asumir que los operandos envueltos
en las instancias son de un tamano razonable, y podemos tomar al tiempo de ejecucién de una operacion
elemental sobre cualquier operando como constante. Por otro lado, cuando trabajamos con operandos
que pueden crecer de forma arbitraria, nos conviene pensar bajo el modelo logaritmico. La idea es que
si bien no es razonable asumir constante el tiempo de una operacién para operandos de cualquier longitud
(incluso si es elemental), s{ podemos asumir que el tiempo de una operacién elemental es constante para
operandos de 1 bit. Luego, podemos medir el tiempo de ejecucién de cada operacién en funcién del
tamano de los operandos, medido en bits. Vamos a trabajar bajo el modelo uniforme y consideraremos
como operaciones elementales a las operaciones aritmético-l6gica bésicas (suma, divisién, multiplicacién,
AND, OR), las comparaciones légicas, las transferencias de control y las asignaciones a variables de tipos
bésico.

Vamos a utilizar como medida del tiempo de ejecucién una funcién ¢(I) que mida la cantidad de
operaciones elementales que se ejecutan para una instancia particular I, considerando que el tiempo de
una OE es de una unidad. Para el anilisis del tiempo de ejecucion de un algoritmo, vamos a ver cuanto
cuestan las operaciones individuales, para luego combinar estos costos segun la estructura de control
involucrada, llamadas a procedimientos y llamados recursivos. Vamos a definir que si P; y P, son dos
fragmentos sucesivos de un algoritmo, el costo total del algoritmo nos queda t(A) = ¢(Py) + t(P2), sin
importar si se tratan de instrucciones simples o complicados sub-algoritmos. Notemos que el tiempo de
ejecucién de las llamadas a procedimientos recursivos va a dar lugar a ecuaciones de recurrencia, por
ejemplo, T'(n) =n+T(n — 1)), que veremos cémo se resuelven mds adelante (ver Divide and Conquer).

Tamano de la entrada

Formalmente, el tamafio de entrada se corresponde con el nimero de bits necesarios para representar
a esa instancia en una computadora, usando algin esquema de codificacion. Sin embargo, normalmente
vamos a ser menos formales que esto, y vamos a entender como tamanio a cualquier entero que de alguna
manera mida el nimero de componentes de una instancia. A veces, cuando hablamos de problemas que
involucran enteros, es mas natural dar la eficiencia del algoritmo en términos del valor de la instancia,
en lugar de su tamaifio. Notemos que la cantidad de bits que ocupa un entero de valor n es [logn], por
lo que si conocemos el costo en funcién del valor, facilmente podemos traducirlo al costo en funcién del
tamano. El problema que tenemos es que no todas las entradas del mismo tamano consumen el mismo
tiempo (o espacio). Esto da a lugar a tres medidas particulares para un mismo algoritmo: el andlisis del
caso peor, del caso mejor y del caso promedio.

Definicién 2.1.1. Sea t(I) el tiempo de ejecucién de un algoritmo sobre una instancia I. Definimos el
tiempo de ejecucion del peor caso, del mejor caso y del caso promedio para instancias de un tamano n
como:

Tpeor(n) = |1rr}énxt(1)
I|l=n

Tnejor(n) = |r11|11'n t(I)

Tpromedio(n) = Z P(I) : t(I)
[I|l=n

donde |I| refiere al tamano de la instancia I.




Intuitivamente, Tpeor(n) s €l tiempo de ejecucién del algoritmo sobre la instancia que implica mayor
tiempo de ejecucion entre las entradas de tamano n, mientras que 7, mejor(n) nos habla del tiempo de
ejecucién del algoritmo sobre la instancia que implica menor tiempo de ejecucion. Por 1iltimo, el andlisis
del caso promedio es una medida muy utilizada, y nos habla del tiempo de ejecucién esperable sobre
instancias ”tipicas”.

Comportamiento Asintético

En general, cuando hacemos un anélisis de la complejidad de un algoritmo, nos va a interesar poder
determinar su comportamiento asintético. Esta idea se basa en el principio de invarianza', que
nos dice que, dado un algoritmo y dos implementaciones M; y Ms que tienen un tiempo de ejecucion
Ti(n) y Ta(n), siendo n el tamafio de la entrada, existen ¢ € R y ng € N tales que:

Ti(n) <c-Tr(n) Vn > nyg.

Por lo tanto, no nos va a interesar tanto conocer exactamente la cantidad de operaciones de un
algoritmo, sino que nos va a interesar su orden de magnitud. La idea, entonces, va a ser buscar aquella
funcién (logaritmica, lineal, cuadratica, exponencial, etc.) que exprese el comportamiento del algoritmo,
para entradas suficientemente grandes. Para ello, se han propuesto distintas medidas del comportamiento
asintético: O (cota superior), Q (cota inferior) y © (orden exacto de la funcién).

Esta notacion se dice asintdtica porque trabaja sobre el comportamiento de funciones en el limite, es
decir, para valores suficientemente grandes de sus parametros. En consecuencia, los argumentos basados
en la notacion asintética podrian fallar en cuanto a su valor préctico cuando trabajamos con entradas con
valores del "mundo real”. En cualquier caso, suele ser de utilidad al momento de comparar algoritmos, y
nos facilita algunas cuentas. Notemos que la utilizacién de las cotas asintéticas para comparar funciones
de tiempo de ejecucién se basa en la hipdtesis de que son suficientes para decidir el mejor algoritmo,
prescindiendo de las constantes de proporcionalidad. Sin embargo, esta hipdtesis puede no ser cierta
cuando el tamano de la entrada es pequeno, o cuando las constantes involucradas son demasiado grandes,
en cuyo caso mantendremos el coeficiente del término de mayor peso (pensar en si conviene usar un
algoritmo cibico en segundos o un algoritmo cuadritico en dias).

La notacién O sirve para representar el limite o cota superior del tiempo de ejecucién de un al-
goritmo. Es decir, la notacién f € O(g) expresa que la funcién f no crece mds réapido que alguna
funcién proporcional a g, y decimos que g es cota superior de f. Luego, si sabemos que un algoritmo
tiene un tiempo de ejecucién Tpeor € O(g), podemos asegurar que para todas las entradas de tamaio
suficientemente grande, el tiempo Tpeor(1) va a ser como mucho proporcional a g. Formalmente, dada
una funcién f : N — RZ0 arbitraria que va desde los niimeros naturales a los reales no negativos, siendo
n un representante del tamarno de la instancia del algoritmo y f(n) la cantidad de recursos utilizados
por el algoritmo para procesar esa instancia, decimos que f € O(g) si y solo si

Ing,c > 0 tal que n > ng = f(n) <c-g(n)

Por conveniencia, permitimos el uso incorrecto de notacién para decir que f(n) estd en el orden de g(n)
incluso si f(n) es negativo o indefinido para una cantidad finita de valores de n, y solo vamos a exigir que
esté bien definida cuando n > ng. La herramienta més poderosa y versatil para probar que cierta funcién
estd en el orden de otra se conoce como la regla del limite, que nos dice que, dadas dos funciones
arbitrarias f, g ambas N — R=0:

1. Si nhﬁn;o ;t((:g € R, entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)). La vuelta no vale, ya que es posible
que el limite no exista.
2. Si nh_)rréo gEZ)) =0, entonces f(n) € O(g(n)) pero g(n) ¢ O(f(n)).
g 10
3. Si nll)ngo O +00, entonces f(n) ¢ O(g(n)) pero g(n) € O(f(n)).

1Este principio no es algo que se pueda probar, sino que se sustenta en base a la observacién.




Consideremos el problema de ordenamiento. Ya sabiamos que existen algoritmos como Insertion
Sort o Selection Sort que pueden ordenar un arreglo de n elementos en O(n?). Sin embargo, existen otros
algoritmos més sofisticados como heapsort que tienen costo O(nlogn). Esté claro que nlogn € O(n?).
Por lo tanto, serfa correcto decir que heapsort estd en O(n?), o incluso O(n?). Esto se debe a que la
notacién O esta disefiada solamente para dar cotas superiores acerca de la cantidad de recursos requeridos.
Claramente, necesitamos una notacién dual para dar una cota inferior. La notacién € justamente nos
permite representar el limite o cota inferior del tiempo de ejecucién del algoritmo.

Consideremos nuevamente dos funciones f,g : N — R2% que vayan de los naturales a los reales no
negativos. Luego, la notacién f € Q(g) expresa que la funcién f estd acotada inferiormente por alguna
funcién multiplo positivo de g para valores de n lo suficientemente grandes. Formalmente, decimos que
f €Q(g) siy solo si

Ing, k > 0 tal que n > ng = f(n) > k- g(n).

A pesar de la gran similitud entre la notacién O y la notacién 2, hay un aspecto en el que la
dualidad falla. Recordemos que normalmente vamos a querer estudiar el tiempo de ejecucién en el peor
caso. Por lo tanto, cuando decimos que Tpeor(n) € O(g) para el peor caso, estamos diciendo que para
toda instancia de tamafio n, existe una constante real positiva k tal que ¢(I) < k- g(n). En cambio,
cuando decimos que Tpeor(n) € 2(g), estamos diciendo que existe al menos una instancia de tamano
n para la cual realmente tiene costo t(I) > k- g(n) (para todo n > ng). Por lo tanto, podrian existir
infinitas instancias de tamano n que se podrian resolver en un menor tiempo.

En general, vamos a utilizar la notacién ) para dar cotas inferiores en los tiempos de ejecucion de
algoritmos. Sin embargo, también es posible dar cotas inferiores a la dificultad propia de resolver cierto
problema. Por ejemplo, vamos a ver que para cualquier algoritmo que sea capaz de ordenar n elementos,
basdndose en comparaciones de a pares de elementos, se tiene que pertenece a 2(nlogn). Luego, se dice
que el problema de ordenamiento por comparaciones tiene una complejidad en £2(nlogn). Este resultado
es mucho mds fuerte que decir que cierto algoritmo particular tiene una cota inferior, e incluso nos dice
cuando un algoritmo de ordenamiento es 6ptimo (ver Arboles de Decisién.

Finalmente, nos queda la notacién © (orden exacto), que vamos a definir como el conjunto de
funciones que crecen asintéticamente de la misma forma, es decir: O(f) = O(f) N Q(f). Formalmente:

O(g) ={f|Ino, k1,k2 >0 tal que n > ng = k1 -g(n) < f(n) < ky-g(n)}

Podemos reformular las reglas de limite de la siguiente forma:

1. Si lim f) € R™, entonces f(n) € O(g).

n— oo g
2. Si nlgréo f(gn) =0, entonces f(n) € O(g(n)) pero f(n) ¢ ©(g).
3. Si nll)n;o f!(;;) = 400, entonces f(n) € Q(g(n)) pero f(n) ¢ O(g).

Es posible que cuando analicemos el costo de un algoritmo, este dependa simultdneamente de mas
de un solo pardmetro. En estos casos, la nociéon de "tamano de entrada” que estuvimos usando hasta
ahora pierde un poco de sentido. Por esta razén, la notacién asintética se generaliza para funciones de
varias variables. Sea g : N x N — RZ° una funcién que va de los pares de ntimeros naturales a los
reales no negativos, por ejemplo g(m,n) = mlogn. Sea f : N x N — R2% otra funcién. Decimos que
f(m,n) estd en el orden de g(m,n), denotado por f(m,n) € O(g), si t(m,n) estd acotada superiormente
por un multiplo positivo de g(m,n) cuando tanto m como n son suficientemente grandes. Formalmente,
O(g(m,n)) se define como

O(g9) = {t :Nx N = R2%| (3c € R")(V*®m,n € N)[t(m,n) < c-g(m,n)]},

donde V*° quiere decir que la propiedad vale para todo natural, salvo por una cantidad finita de excep-
ciones. Para el caso general de n parametros, la definicion es similar.
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2.1.1. Propiedades y férmulas de suma

Foérmula de Stirling Nos sirve para aproximar factoriales grandes, y reescribir aquellas complejidades
que dependan de una suma de logaritmos. La aproximacion se expresa como

log(n!) = nlog(n) —n
Luego, un algoritmo A € O(logn!) & A € O(nlogn).

Serie Aritmética La suma
n

D k=1+2++n,
k=1
es una serie aritmética y tiene el valor
1
k= % € O(n?).
k=1

Sumas de cuadrados y cubos Tenemos las siguientes sumas de cuadrados y cubos:

ZkQ _ n(n+1)(2n+1)

k=0 6
zn:k?’ ~ n?(n+1)>
k=0 4

Serie Geométrica Para cualquier real x # 1, la suma
n
E F=14z42%+ 2",
k=0
es una serie geométrica y tiene el valor

n n+1_1
3o 2
r—1

k=0

Cuando la suma es infinita y |z| < 1, tenemos la serie geométrica decreciente
o0
>t
¥ = —
1—=x
k=0
Si derivamos esta sumatoria y multiplicamos ambos lados por z, obtenemos

kak = T
2k = oy

Serie Armoénica Para enteros positivos n, el n-ésimo nimero armonico es

1 1 1 1
H =1+=-4+-—4+-4...4=
n +2+3+4+ —|—n

"1
:Z%
k=1

<logn+1¢€ O(logn)

Series Telescépicas Para cualquier secuencia ag, ai, ..., an,
n
> ak —ax—1 = an — ap,
k=1
debido a que cada uno de los términos aq, as,...,a,_1 €s sumado y restado exactamente una vez.
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2.2. Diseno jerarquico de TADs

Ahora nos toca ver cémo pasamos de la especificacidn (el qué”) al diserio ("el c6mo”) del algoritmo.
Recordemos que para una misma especificacion, podemos disenar distintos algoritmos, y para saber qué
algoritmo nos conviene utilizar, deberemos considerar aspectos como la eficiencia en el tiempo de ejecucion
y el espacio utilizado, de acuerdo con el contexto de uso, es decir, en qué orden llegaran los datos, cémo
se los consultard, cudles seran las operaciones mas frecuentemente usadas, cual debe ser su complejidad
en el peor caso, etc.

Al disenar un algoritmo bajo una cierta especificacién, estamos pasando de un paradigma funcional
a un paradigma imperativo, y queremos que ese pase resulte lo més ordenado, metddico posible. Notemos
que cuanto mas abstracto sea el TAD que vamos a implementar, mas opciones de diseno tendremos
disponibles. Tenemos como objetivo obtener un diseno jerarquico y modular, permitiendo un encapsu-
lamiento y ocultamiento de la informacién. Cada uno de los niveles en la jerarquia de diseno tendra
asociado un médulo de abstraccién. Es decir, habra distintos tipos abstractos de datos que deberemos
disenar, y a cada uno de ellos le correspondera un médulo de abstraccién. Por ejemplo, consideremos al
TAD CONJUNTO y estos dos posibles disenos:

e Un arreglo redimensionable, con una Insercién (sin repetidos y en orden) en O(n) y una Busqueda
en O(logn).

e Una secuencia, con una Insercién en O(1) y una Busqueda en O(n).

Podriamos preguntarnos cual de estos dos disenos nos conviene, pero esto va a depender del contexto
de uso en el cual vamos a utilizar esta estructura de datos (jvamos a tener muchas més biisquedas que
inserciones?).

En general, el orden en el cual se disenan los TADs es arbitrario, pero resulta una buena préactica
comenzar por los méas importantes o de mayor nivel de abstraccién, al ser estos quienes imponen los
requerimientos de eficiencia para los TADs menos importantes. La idea va a ser, por ejemplo, comenzar
diseniando un modelo para representar al TAD CONJUNTODENAT, en el cual utilizamos valores del TAD
SECUENCIADENAT, que se podria representar con punteros.

Contamos con tipos de datos primitivos (bool, nat, int, real, char, puntero) para nuestro
lenguaje de diseno, los cuales se asume que ya estdn definidos. También tienen la particularidad de que
los parametros de tipos primitivos son los Unicos que siempre se pasan por valor, mientras que los tipos
no primitivos se pasan por referencia (salvo que se diga lo contrario, en cuyo caso se pasa una copia y
se paga el costo de realizar dicha copia).

Cuando estamos pasando del mundo funcional al mundo imperativo, nos van a aparecer algunas
cuestiones que tenemos que resolver desde el punto de vista formal. En particular, cuando estamos
definiendo la Interfaz, vamos a querer definir funciones de la siguiente forma:

PERTENECE(in C': conjuntoDeNat, in n: nat) — res : bool
Pre = {true}
Post = {res =,,s n € C}

Sin embargo, en esta expresién estariamos mezclando variables del mundo imperativo con conceptos
del mundo funcional (como la igualdad observacional). Para resolver este problema de manera formal,
vamos a introducir un operador funcional que, dado un valor en el mundo imperativo, nos permite
vincularlo con su valor correspondiente del mundo funcional. Es decir, introduciremos una notacién
definida como una funcién que va del género imperativo G al género tedrico Gr:

G:G]—)GT

Luego, reescribimos a la operacién pertenece como:

PERTENECE(in C': conjuntoDeNat, in n: nat) — res : bool
Pre = {true}
Post = {rés =,,s 1 € C'}
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La estructura de representacion describe los valores sobre los cuales se representara el género que
se estd implementando. Esta estructura de representacion tiene que ser capaz de representar todos los
posibles valores del TAD y, ademds, debe poder describir cémo es que las operaciones del TAD se traducen
en operaciones que se realizan sobre la estructura (satisfaciendo las exigencias del contexto de uso). Para
ello, vamos a tener que explicar cémo se relaciona la representacién con la abstraccién (qué quiere decir
qué). La estructura de representacién de las instancias solo serd accesible a través de las operaciones
que se hayan detallado en la interfaz del médulo de abstraccién, permitiendo separar cada nivel en la
jerarquia de diseno, ocultando cémo es que realmente se representa cada tipo.

Consideremos el siguiente problema. Se nos pide implementar un conjunto de naturales, bajo el
siguiente contexto: los nimeros del 1 al 100 deben manejarse en O(1), mientras que el resto en O(n).
Ademds, se debe poder conocer rdpidamente la cardinalidad. Vamos a representar al conjunto en tres
partes. Un arreglo de 100 posiciones booleanas (un 1 en la posicién ¢ indica que el elemento 7 pertenece
al conjunto). Esto nos va a permitir manejar a los niimeros del 1 al 100 en O(1). Ademés, vamos a incluir
en nuestra representacion una secuencia, donde se almacenaran todos los elementos que pertenezcan al
conjunto y que sean mayores que 100. Y por tltimo, vamos a incluir un nat para la cardinalidad. Esto
lo vamos a notar de la siguiente manera:

conjunto_semi_rdpido se representa con estr

donde estr es tupla(rdpido: arreglo [1 ... 100] de bool, resto: secu(nat) , cardinal: nat )

Ahora bien, si nos convencimos de que ésta es una buena representacion, tenemos que preguntarnos
si es posible representar a cualquier valor del TAD CONJUNTO y, por otro lado, si cualquier valor que
tome esta estructura tiene una contraparte en el TAD.

Esta claro que todo conjunto puede ser representado por esta estructura, sin embargo, no todos los
valores corresponden a instancias vélidas. Por ejemplo, la tupla ([0,...,0], (37,107,28),3) no representa
ninguna instancia del TAD. Por lo tanto, es necesario tener algin predicado que nos permita distinguir
entre representaciones vélidas de las representaciones invalidas, y asi poder establecer una relaciéon en-
tre la representacion y el valor representado del TAD. Este predicado se conoce como invariante de
representacion.

Este invariante lo vamos a agregar a las precondiciones, y lo vamos a tener que cumplir en las
postcondiciones de las operaciones del médulo (no asi en las operaciones auxiliares). Esto nos va a
obligar, pero también permitir, mantener ciertas garantias sobre las estructuras de representacién, lo
que nos puede permitir hacer las cosas més eficientemente (podemos usar algoritmos que aprovechen las
garantias del invariante).

Volviendo al ejemplo, las condiciones del invariante de representacion, descriptas de manera informal,
deberian ser las siguientes:

1. Que resto solo tenga niimeros mayores que 100.
2. Que resto no tenga nimeros repetidos.
3. Que cardinal tenga la longitud de resto més la cantidad de celdas de rdpido que estén en 1 (true).

Veamos ahora la descripciéon formal del invariante. El invariante de representacién es una funcién
booleana que tiene como dominio la versién abstracta del género de representacién (el ), e indica si la
instancia es o no valida. Luego, el invariante de representacién nos queda:

Rep : estr — bool
(Ve : estr)Rep(e) = true <
(1)(Vn : nat)(esta?(n, e.resto) = n > 100)A

(2)(Vn : nat)(cant_apariciones(n, e.resto) < 1)A

(3)e.cant = long(e.resto) + contar_trues(e.rapido)
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donde esta?, cant_de_apariciones y long son funciones de secuencias, y contar_trues es una funcién sobre
arreglos. En los problemas més complicados se vuelve muy importante analizar metédicamente la es-
tructura de representacién a la hora de elegir los predicados del invariante. Una forma de organizarse es
empezar mirando cada campo de la estructura de forma individual, para ver bien qué condiciones tienen
que cumplir. Una vez analizado esto, podemos ver la relacién que deben tener los distintos campos entre
si para que su informacién sea consistente.

Con esto podemos restringir el conjunto de valores posibles que podria tomar la estructura de repre-
sentacién. Sin embargo, todavia nos falta poder vincular las distintas instancias vélidas de la estructura
con el valor representado del TAD. Para ello, utilizamos la funciéon de abstraccién. Esta funciéon toma
una instancia abstracta () de la estructura de representacién y nos devuelve una instancia abstracta del
género representado. La funcion de abstraccién debe ser un homomorfismo con respecto a la signatura
del TAD, es decir, para toda operacién e del mdédulo, se tiene que cumplir que:

AbS(.(pl, cee apn)) =obs 3(Ab8(p1), ce 7Ab5(pn)

se representa con

conjuntoDeNat > <secuenciaDeNat, nat>
Abs
conj[nat] <secu[nat], nat>

Figura 2.1: Funcién de Abstraccién

Normalmente, tenemos dos formas de describir la funcién de abstraccién. La primera de ellas es en
funcién de sus observadores bésicos, dado que estos permiten identificar de manera univoca a cualquier
instancia. Otra forma de describirla es en funcién de los generadores del TAD. Veamos cémo podemos
escribir la funcion de abstraccién del médulo de conjunto_semi_rapido:

Abs: estr e — conjunto_semi_répido C {Rep(e)}

(Ve : estr)Abs(e) =obs C'/
(Vn :nat)(n € C < ((n > 100 A r.rapido[n])V
(n > 100 A estd?(n, e.resto)))

La funcién de abstraccién debe ser total, restringiéndose a las instancias que cumplan con el in-
variante de representacién. Ademads, no tiene por qué ser inyectiva, es decir, dos estructuras diferentes
pueden representar al mismo término de un TAD, pero tiene que ser sobreyectiva sobre las clase de equi-
valencia del TAD (dadas por la igualdad observacional). Por tltimo, nos falta disefiar los algoritmos que
implementan las distintas operaciones del médulo. Junto con los algoritmos, incluiremos la precondiciéon
y la postcondicién. Veamos cémo notamos el algoritmo para la operacién AGREGAR(...):

AGREGAR(in/out C : conjunto_semi répido, in e : nat)
Pre = {C =,,s Co AN ¢e¢C}
Post = {C =q1s 4g(Co, €)}
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Luego, una posible implementacién del algoritmo podria ser la siguiente:

iAgregar(in/out C : estr, in e : nat)
C.cant++
if e < 100 then
| C.répidole] = true
else
L AgregarAtras(C.resto, e)

S U A W N

Cuando estamos en la etapa de implementacién, tenemos la flexibilidad de ponerle un nombre
especial para el algoritmo. En este caso, lo llamamos ¢, de implementacién, pero podriamos ponerle algtin
otro nombre. Otra cosa a tener en cuenta es que estamos trabajando directamente sobre la estructura
de representacién (y no la abstraccién).
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Capitulo 3

Estructuras de Datos

En los capitulos anteriores estuvimos hablando del camino que hay que recorrer entre la descripcién
informal hasta llegar a una solucién concreta, y vimos algunas herramientas formales para describir y
realizar ese proceso. En esta parte, nos vamos a dedicar a estudiar soluciones concretas a problemas
concretos, que nos van a permitir avanzar en la implementacién de problemas fundamentales de la
informaética.

3.1. Conjuntos y Diccionarios

Vamos a empezar con los TADs CONJUNTO y DICCIONARIO, que constituyen uno de los nicleos de
la algoritmia: el problema de organizar y buscar informacién en un sistema informatico. En los conjuntos,
lo inico que nos interesa es saber si un elemento particular pertenece o no al conjunto, mientras que en
los diccionarios, ademés de saber si una clave esta definida, nos interesa poder encontrar su significado.

Es facil ver que si tenemos una implementacién de un diccionario, podemos implementar un conjunto
simplemente ignorando el significado de las claves. Por otro lado, también podemos implementar un
diccionario a partir de un conjunto, por ejemplo, guardando a las claves junto con sus significados en
una tupla (clave, significado). En caso de tener como significado a una estructura compleja, podemos
guardarnos un puntero a la misma, en lugar de la estructura en si. Otra opciéon para el manejo de
claves con significados podria ser mantener dos estructuras paralelas. La idea es que en la posicién 4
de una tengamos la clave, y en la misma posicién ¢ de la otra tengamos su significado. Como podemos
representar diccionarios a partir de conjuntos y conjuntos a partir de diccionarios, podemos decir que
ambos problemas son equivalentes. A continuacién, vamos a trabajar sobre la representacién de este tipo
de estructuras, buscando representaciones e implementaciones eficientes de las mismas.

La primer idea que se nos ocurre para representar a los conjuntos es a través de estructuras secuen-
ciales: en cada posicién del arreglo almacenamos la tupla ( clave, significado ), y un puntero para saber
doénde termina el arreglo.

Ahora, pensemos cudles van a ser los distintos érdenes de complejidad de las operaciones bésicas:

e Vacfo: para crear un diccionario vacio, nos basta con crear un arreglo vacio y definir el puntero al
ultimo como NIL, por lo que la operacién nos cuesta O(1).

e DEFINIR: para definir un nuevo elemento, tenemos que agregar este nuevo elemento al final del
arreglo y actualizar el puntero al dltimo elemento, por lo que la operacién nos cuesta O(1).

e DEFINIDO?: para saber si una clave estd o no definida, tenemos que realizar una busqueda secuencial
por todo el arreglo, por lo que la operacién nos lleva O(n).

e SIGNIFICADO: para obtener el significado de una clave, nuevamente tenemos que realizar una
bisqueda secuencial con una costo O(n).
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Otra posibilidad es mantener el arreglo ordenado, permitiendo hacer uso de la bisqueda binaria,
mejorando la complejidad de DEFINIDO? y OBTENER hasta O(logn). El problema de mantener el arreglo
ordenado es que al momento de DEFINIR una nueva clave, debemos buscar la posicién que le toca en el
arreglo, y correr todos los elementos siguientes, con un costo de O(n). Por lo tanto, este segundo modelo
seria mejor en contextos de uso estaticos, en el que se realicen muchas bisquedas y pocas inserciones.
Cualquiera de estas dos opciones tiene operaciones con complejidad en O(n), por lo que nos gustaria
tener alguna estructura mas eficiente, de manera tal que todas las operaciones se puedan realizar con un
costo sub-lineal. Para ello, vamos a representar conjuntos a través de drboles binarios.

Un grafo G = (V,E) es un conjunto de nodos (V) unidos por un conjunto de lineas, llamadas
ejes (E). Decimos que un grafo es conexo cuando podemos ir de cualquier nodo a cualquier otro nodo
siguiendo una secuencia de ejes. Las secuencias de ejes pueden formar caminos, si no visitamos dos veces
un mismo vértice, o ciclos, si visitamos a algin vértice mas de una vez. Un drbol es un grafo conexo
y aciclico. Si cuenta con un nodo distinguido r, llamado raiz, decimos que el drbol es enraizado en r.
Normalmente, cuando dibujamos un arbol enraizado, ponemos la raiz en la cima, similar a un arbol
familiar, con los otros ejes saliendo hacia abajo de la raiz. Entonces, podemos describir las relaciones
entre los nodos haciendo una analogia del drbol familiar, usando términos como padre, hijos, hermanos,
ancestros, etc.

Un arbol k-ario es aquel en el que cada nodo puede tener a lo sumo & hijos. En esta seccién, vamos
a trabajar especificamente sobre drboles binarios, donde tenemos un nodo inicial (el nodo raiz), del cual
pueden salir a lo sumo dos nodos (hijo izquierdo e hijo derecho), y por cada nodo que no sea el raiz,
tenemos un nodo padre y podemos tener a lo sumo dos hijos.

Una forma de particionar los nodos de un arbol es la siguiente. Decimos que un nodo es una hoja
del arbol si no tiene hijos; caso contrario, decimos que el nodo es interno. También podemos particionar
al arbol en nodos externos y nodos internos: un eje que no apunta a un nodo interno, apunta a un nodo
externo. Por ejemplo, un nodo con ambos hijos apuntaria a dos nodos internos; un nodo con solo un hijo
apuntaria a un nodo interno y a uno externo; un nodo hoja apuntaria a dos nodos externos.

Pensando un poco sobre el costo de las operaciones de un diccionario sobre un arbol binario (sin
ninguna restriccién particular), nos estarian quedando de la siguiente manera:

e Vacio: para crear un diccionario vacio, nos basta con crear un arbol vacio, el cual tiene como raiz
a un NIL, por lo que la operacién nos cuesta O(1).

e DEFINIR: para definir un nuevo elemento, tenemos que definir una regla para agregarlo al arbol.
Podemos tomar como regla que se agrega en el primer lugar posible en el que entra el nodo, sin
tener que inaugurar un nuevo nivel. Esto lo podemos hacer manteniendo un puntero al iltimo, por
lo que la operacién nos cuesta O(1).

e DEFINIDO?: para saber si una clave esta o no definida, tenemos que realizar una bisqueda secuencial
por todo el drbol, por lo que la operacién nos lleva O(n).

e SIGNIFICADO: para obtener el significado de una clave, nuevamente tenemos que realizar una
busqueda secuencial con una costo O(n).

Podemos ver que no hemos mejorado en cuanto a la complejidad de las operaciones. Sin embargo, 1o
que podemos hacer es restringir un poco la forma en la que esté organizado el arbol binario, manteniendo
un invariante sobre la estructura que nos permita mejorar el costo de las operaciones.

3.2. Arbol Binario de Bisqueda (ABB)

Un Arbol Binario de Bisqueda (ABB) es un drbol binario que satisface que para todo nodo,
los valores de los elementos en su subérbol izquierdo son menores que el valor de ese nodo, y los valores
de los elementos de su subarbol derecho son mayores. Luego, podemos definir el invariante de un arbol
ABB de la siguiente forma:

1. el valor de todos los elementos del subarbol izquierdo es menor que el valor de la raiz,
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2. el valor de todos los elementos del subarbol derecho es mayor que el valor de la raiz,
3. el subarbol izquierdo es un ABB,
4. el subdrbol derecho es un ABB.

Figura 3.1: Ejemplos de &rboles binarios. (47 no puede pertenecer al subdrbol derecho de 49.)

Formalmente, tomando como estructura de representacién para los drboles binario ab(nodo) la tupla
(I,7,D), donde I es el subdrbol izquierdo, r la raiz y D el subarbol derecho, podemos plantear el siguiente
invariante de representacion para los arboles ABB:

ABB : ab(nodo) — bool
(Ve : ab(nodo))ABB(e) =true <
(0)ABB(e) = Nil?(e)Vy,
(1)(Ve : clave)(esta?(c, Izq(e)) = ¢ < clave(raiz(e)))A
(2)(Ve : clave)(esta?(c, Der(e)) = ¢ > clave(raiz(e)))A
(3)ABB(Izq(e))A
(4)ABB(Der(e))

Notemos que para poder construir un ABB, es necesario poder dar un orden total a las claves, es
decir, que podamos determinar, dadas dos claves cualesquiera ¢y, co, si ¢; < c¢o. Ahora, veamos algunos
algoritmos béasicos para los ABB:

iVacio(in (), out A : ab(nodo))
1 return NIL

iDefinir(in c : clave, s : significado, in/out A : ab(nodo))
1 if A= NIL then
2 L A<+ ab(NIL,{c,s),NIL)

3 else
// A= abU,(r.,rs), D)

4 if ¢ < r. then

5 | A« ab(definir(c, s, 1), (r¢,75), D)
6 else

7 L A < ab(1, (re,rs), definir(c, s, D))

8 return A

Podemos ver que el costo de inserciéon va a depender de la cantidad de recursiones que tengamos
que hacer para llegar desde el nodo raiz hasta el nodo externo en donde vamos a colocar el nuevo nodo.
Por lo tanto, tanto la operacién de bisqueda como la de insercién nos va a quedar en ©(h), siendo h
la altura del arbol. En principio, esto pareceria ser mas eficiente que las primeras implementaciones de
diccionarios que vimos, ya que si las claves que nos van llegando siguen una distribucién uniforme, es
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esperable que nos vaya quedando un arbol casi balanceado, por lo que nos quedaria un arbol de altura
~ logn en el caso promedio.

Sin embargo, si vamos insertando de forma descuidada los distintos elementos, el ABB resultante
podria quedar desbalanceado. Con esto nos referimos a que muchos nodos en el arbol tengan un solo hijo,
de manera tal que las ramas se vuelvan largas y finas. Cuando esto ocurre, las operaciones en el arbol
dejan de ser eficientes, ya que, en el peor caso, todos los nodos en el arbol podrian tener exactamente un
hijo (exceptuando la unica hoja). Por lo tanto, para la bisqueda de un elemento en el drbol nos quedaria
en O(n) comparaciones, al tener que comparar con todos los nodos del arbol.

Para el algoritmo de borrado, BORRAR(u : nodo, A : ab(nodo)), primero tenemos que realizar una
bisqueda para encontrar el elemento a borrar. Luego, tenemos tres casos:

1. Si u es una hoja, lo Unico que tenemos que hacer es buscar al padre de w en A, y luego eliminar
la hoja u (reemplazdndolo por NIL). Si u no tiene padre, significa que es la raiz, y como es hoja,
estamos en el caso de un arbol de un 1nico nodo, por lo que al quitarlo, nos quedariamos con el
arbol vacio.

2. Si u tiene un solo hijo, primero debemos buscar al padre w de u. Si u no tiene padre, significa que
u es la raiz, por lo que debemos reemplazar a la raiz de A por la raiz del dnico subédrbol de wu.
Si w tiene padre, tenemos dos casos: o bien u es hijo izquierdo o bien es hijo derecho. Si es hijo
izquierdo, significa que u es menor a w, al igual que todos los hijos de u. Entonces, podemos mover
a todo el subdrbol de u (no importa si es subédrbol derecho o izquierdo), y colocarlo donde antes
estaba u, ya que sabemos que todos ellos son menores a w.

3. Si u tiene dos hijos, lo que vamos a hacer es buscar un reemplazo de u dentro de alguno de los
subarboles de u, el cual vamos a mover desde su posicién original a la posicién de u. Para ello,
debemos encontrar algiin nodo que al ubicarlo en la posicién de u, respete el invariante del ABB,
es decir, debe ser mayor a todos los nodos del subéarbol izquierdo de u y debe ser menor a todos los
nodos del subarbol derecho de u. Tenemos dos candidatos que cumplen esta condicién: el nodo de
més a la derecha dentro del subarbol izquierdo (predecesor de u) y el nodo de més a la izquierda
dentro del subdrbol derecho (sucesor de ). Vamos a considerar el primer caso.

El nodo que estd méas a la derecha dentro del subarbol izquierdo es mayor a todos los nodos del
subéarbol izquierdo, ademads, es menor que u, por lo que también es menor a todos los nodos del
subarbol derecho. Por lo tanto, queda claro que al colocarlo en la posicién de u, se respeta el
invariante. Para moverlo, lo que vamos a hacer es copiarlo a la posiciéon de u, y luego borrarlo
dentro del subérbol izquierdo al que pertenecia. Sabemos que no vamos a caer devuelta en el caso
3 porque este nodo no puede tener un hijo derecho; sino, no seria el de més a la derecha. Luego,
caemos en el caso 1 o en el caso 2, que sabiamos resolver.

Por lo tanto, el costo de la operacién de borrado también nos va a quedar en ©(h).

Una ultima propiedad de los drboles ABB es que podemos recorrerlos en tiempo lineal, imprimiendo
las claves ordenadas de menor a mayor, a través de un algoritmo recursivo llamado inorder tree walk.
Se llama asi porque primero imprime todas las claves del subarbol izquierdo, luego la clave de la raiz y
finalmente todas las claves del drbol derecho (recursivamente). Similarmente, tenemos el preorder tree
walk que imprime la raiz antes que cualquier subarbol, y el postorder tree walk que imprime la raiz
después de ambos subédrboles (en los tres casos, se imprime primero el subdrbol izquierdo y antes del
subdrbol derecho).

Inorder-tree-walk(x)
1 if © # NIL then

2 Inorder-tree-walk(izq)
3 Imprimir x
4 Inorder-tree-walk(der)

Para darnos cuenta de que el algoritmo es lineal en funciéon de la cantidad de elementos, pensar

19



que solo visitamos a cada nodo una unica vez, y que el costo de cada visita es constante. Esta forma de
recorrer el drbol nos estd dando implicitamente una forma de ordenar n elementos en tiempo O (nlogn)
en el caso promedio, lo cual nos estarfa diciendo de que esta estructura es éptima (en el caso promedio),
en cuanto al costo asintético de sus operaciones, ya que sabemos que el problema de ordenamiento basado
en comparaciones de claves completas es (nlogn).

3.3. Arboles AVL

Queriamos obtener una estructura que nos permita mejorar la complejidad de las operaciones de
diccionario para el peor caso, y con los darboles ABB seguimos teniendo el mismo problema de antes, ya
que algunas operaciones tienen costo lineal en el peor caso. Uno de los conceptos claves que deberiamos
tener en cuenta, a partir del desarrollo de los ABBs, es que el costo de las operaciones depende de la
altura del arbol, por lo que si pudiéramos controlar esta altura, podriamos mejorar la complejidad de
las operaciones. Luego, nuestro objetivo es encontrar una estructura similar a los ABBs que nos asegure
que el arbol se mantenga balanceado. La idea es que si logramos que las ramas del arbol sean lo mas
parecidas entre si o, dicho de otro modo, que el adrbol sea lo mas completo posible, tendriamos que la
rama mas larga, que define el caso peor, seria lo mas corta posible.

Existen varios métodos para mantener un arbol balanceado, garantizando la eficiencia en las ope-
raciones de busqueda, insercion y borrado. Entre las técnicas més viejas tenemos el uso de arboles AVL
y arboles 2-3; otras estructuras mas modernas incluyen a los Red-Black Trees y los Splay Trees. En
esta seccién vamos a estudiar las propiedades de los drboles AVL para ver cémo consiguen mantener
balanceado el arbol.

Cuando hablamos de un arbol perfectamente balanceado, a lo que nos referimos es a que todas
las ramas tengan casi la misma longitud (dos ramas difieren en a lo sumo una unidad), y que todos los
nodos internos tengan ambos hijos. Se puede demostrar que un arbol perfectamente balanceado de n
nodos tiene altura |loga(n)] + 1. El problema de mantener un drbol perfectamente balanceado es que no
se conocen algoritmos eficientes que permitan mantener el invariante de los ABB a través de sucesiones
de inserciones y borrados, por lo que tendrfamos una degradacion en la performance (més adelante vamos
a ver otra estructura conocida como heap, cuyo invariante es lo suficientemente débil como para que sea
sencillo mantenerlo perfectamente balanceado).

Luego, buscamos una propiedad que sea mas débil que el balanceo perfecto, pero que nos permita
tener operaciones eficientes. Se dice que un arbol es balanceado en altura si las alturas de los subédrboles
izquierdo y derecho de cada nodo difieren en a lo sumo una unidad. Antes pediamos que la altura de
todas las ramas difieran en a lo sumo una unidad, mientras que ahora lo que estamos pidiendo es que la
altura del subarbol derecho y el izquierdo difieran en a lo sumo una unidad, es decir, que la rama ma&s
larga de uno y la rama més larga del otro difieran en longitud a lo sumo una unidad. De esta manera,
permitimos tener ramas que varien en mas de una unidad en su longitud, por lo que queda claro que la
propiedad de balanceo en altura es mas débil que la propiedad de balanceo perfecto. Con esta idea en
mente, definimos el factor de balanceo (FDB) de un nodo u como

FDB = altura(D,,) — altura(l,),

siendo D,, el subarbol derecho de u e I, el subarbol izquierdo, y decimos que un arbol es balanceado en
altura si para todo nodo u vale que —1 < FDM (u) < 1. Vamos a asumir que como parte de la estructura
de los arboles AVL tenemos precalculado el factor de balanceo para cada nodo. La razon es que aunque
serfa posible averiguar los factores de balanceo calculando las alturas de los subarboles involucrados, este
método encareceria demasiado los algoritmos.

Lo que queremos ver es que un arbol AVL tiene una altura logaritmica en funcién de la cantidad de
nodos. Para demostrar esto, lo que se hace es ver que para toda altura h, cualquier arbol AVL tiene una
cantidad exponencial de nodos. Para ello, nos alcanza con ver que aquel arbol AVL de altura h de menor
cantidad de nodos, tiene una cantidad exponencial de nodos en funcién de la altura. Este tipo de drboles
AVL, que tienen el minimo nimero de nodos para una altura h, se conocen como arboles de Fibonacci,
porque se puede probar que la cantidad de nodos de un arbol de Fibonacci F'iboy, = F'iboy,_1+ Fibop_o+1,
y que Fiboy, = Fp+2 — 1, siendo F; el i-ésimo término de la sucesion de Fibonacci. Para ver esto, lo que
tenemos que saber es que se puede construir un arbol de Fibonacci de altura ¢ + 2 a partir de unir dos
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arboles de Fibonacci: uno de altura 7 con otro de altura ¢ + 1.

N drboles de Fibonacci
drboles balanceados de
altura / con minimo
numero de nodos

> AVL; .,

\ Relaciones
\ AVL,.,= AVL;+ AVL,.1 +1
j F.-'+2 = F.-‘ + F.-'+l

AVL, AVL,.; AVL,=F;,-1

Figura 3.2: Arboles de Fibonacci

A partir de esto, se puede probar que un arbol de Fibonacci con n nodos tiene una altura menor a
1,44log(n +2) — 0,328, por lo que quedaria demostrado que un AVL de n nodos tiene altura ©(logn), al
ser un arbol de Fibonacci lo ”maés desbalanceado” que puede llegar a ser un arbol AVL. Con todo esto en
mente, nos falta ver si es posible realizar las operaciones de diccionarios de forma eficiente, manteniendo
esta estructura de los AVLs.

Inserciéon: Baésicamente, la inserciéon en un arbol AVL consta de tres pasos: primero tenemos que
insertar al elemento como lo harfamos en un ABB (O(logn)), recalculamos los FDBs partiendo desde
abajo hacia arriba, y luego tenemos que realizar una serie de rotaciones que nos permitan recuperar el
invariante del AVL, es decir, que —1 < FDB(u) < 1 para todo nodo .

Tenemos dos tipos de rotaciones: rotacién a derecha y rotacién a izquierda (ver Fig. 3.3). En ambos
casos, si aplicamos una rotacién sobre un ABB, se mantiene el invariante del ABB. El costo de una
rotacién es O(1), porque lo unico que tenemos que hacer es cambiar de lugar unos pocos punteros.

rotaciones
rot_izq(x)
@ [y ]
‘\\__.-/
rot_der(y

Figura 3.3: Tipos de rotaciones

Supongamos que tenfamos un AVL antes de insertar un nuevo nodo w. Luego de realizar la inser-
cién, como hariamos en un ABB, los tnicos nodos cuya altura se podria ver afectada son aquellos que
pertenecen a la rama que va desde la raiz hasta w. Como la altura de ningin otro nodo pudo verse
afectada, estos nodos son lo tnicos cuyo FDB pudo verse modificado. Por lo tanto, para recalcular los
FDB nos basta con recorrer la rama afectada, que sabemos que tiene longitud proporcional a logn, por
ser un arbol (casi) balanceado en altura.

Sea z el primer nodo desbalanceado que nos encontremos yendo de w hacia la rafz (como z estd
desbalanceado, necesariamente tiene al menos un nieto). Ademds, sea y el hijo de z con mayor altura,
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que debe ser ancestro de w (para que z quede desbalanceado, se debe insertar un nodo en el drbol de
mayor altura). Finalmente, sea x el hijo de y con mayor altura, siendo x ancestro de w (notemos que no
puede haber empates porque sino el FDB de z no se verfa afectado al insertar w). Ademds, x es nieto
de z y podria ser igual a w. Como z se volvié desbalanceado por una insercién en el subarbol de su hijo
y, la altura de y es mayor en exactamente dos unidades que la altura de su hermano.

Para rebalancear el subarbol enraizado en z, lo que vamos a hacer es aplicar una serie de rotaciones,
dependiendo de si y es hijo izquierdo o derecho de z, y de si x es hijo derecho o izquierdo de y. Si
renombramos temporalmente a x,¥y, z como a,b,c, donde a < b < ¢, tenemos cuatro posibilidades de
mapear z,y, z a a, b, ¢ (ver Fig. 3.4). Nuestro objetivo es reemplazar a z con el nodo llamado b, colocando
como hijos a a y ¢, reconectando al resto del arbol (sin romper el invariante de los ABB). Cuando b = y,
tenemos que realizar una rotacidn simple (rotamos y para que quede como padre de z); sino, tenemos
que realizar una rotacién doble (rotamos x sobre y, y luego x sobre z).

Con esta reestructuracion, lo que conseguimos es mover hacia arriba al hijo ”alto” de z, mientras
que al mismo tiempo empujamos hacia abajo al hijo ”corto” de z, recuperando el balanceo en el subarbol
enraizado en b. Luego, hemos recuperado la propiedad de balanceo en altura aplicando una serie de
rotaciones locales sobre x,y,z. Ademads, como el subarbol enraizado en b tiene una altura menor que
el antiguo subdrbol enraizado en z (menor en una unidad), todos los ancestros de z que podrian haber
estado desbalanceados se vuelven balanceados (pensar que antes de la insercién estaba balanceado, y
lo que hicimos fue recuperar la altura que tenfamos antes de la insercién), por lo que recuperamos la
propiedad de balanceo en altura de forma global.

single roration

(a)

single rotation
———

(b)

double rowtion

(c)

double rotation
—_—

(dy

Figura 3.4: Operacién de reestructuracion: (a) rotacién a izquierda en y; (b) rotacién a derecha en y; (c)
rotacién a derecha en y, seguida de rotacién izquierda en z; (d) rotacién a izquierda en y, seguida de rotacién a
derecha en z.
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Con todo esto en cuenta, nos queda que el costo del primer y segundo paso es proporcional a la
altura del drbol (O(logn)), v el costo del tiltimo paso, que consiste en hacer a lo sumo dos rotaciones,
nos queda en O(1). Por lo tanto, concluimos que el costo total del algoritmo de insercién en los drboles
AVL esté en O(logn).

Borrado: Al igual que en el caso de la insercién, comenzamos el borrado de un elemento sobre un
AVL como si se tratase de un ABB tradicional. La dificultad agregada que tiene trabajar con los AVL es
que al momento de borrar un elemento se podria romper el balanceo en altura. En particular, luego de
remover un nodo del arbol, elevando al sucesor o al predecesor, algin nodo en el camino entre el padre w
del nodo borrado hasta la raiz podria quedar desbalanceado. De hecho, a lo sumo se podria desbalancear
un tnico nodo (pensar que siempre borramos hojas).

Al igual que en la insercién, vamos a reacomodar tres nodos para recuperar el balanceo. Sea z el
primer nodo desbalanceado que encontramos yendo hacia arriba desde w hasta la raiz. Sea y el hijo de
mayor altura de z (y no puede ser ancestro de w), y sea x el hijo de y que se define de la siguiente
manera: si uno de los hijos de y es mas alto que el otro, x es el hijo mas alto; sino, sea x el hijo de y que
esta del mismo lado que y, es decir, si y es hijo derecho, z es hijo derecho de y.

Luego, aplicamos una operacién de reestructuracion sobre este subarbol, que restaura la propiedad
de balanceo en altura de forma local, obteniendo un subéarbol enraizado en un nodo que llamaremos tem-
poralmente b. Desafortunadamente, esta reestructuracién podria reducir la altura del subédrbol enraizado
en b en 1, lo que podria causar que el ancestro de b quede desbalanceado. Si esto sucede, volvemos a
aplicar la operacién de reestructuracion sobre el subarbol enraizado en el ancestro de b, y continuamos
subiendo en el drbol hasta llegar a la raiz (en el peor caso). Como la altura del arbol estd en O(logn),
a lo sumo vamos a tener que realizar O(logn) reestructuraciones, cada una con costo constante. Por lo
tanto, la operacién de BORRADO también cuesta ©(logn).

3.4. Radix Searching

Los métodos de busqueda que funcionan a partir de examinar la clave de a partes, en lugar de
considerar la clave completa, son conocidos como radix searching methods. Por ejemplo, si las claves son
enteros, sus partes podrian ser los bits que las codifican; si las claves son strings, las partes podrian ser
sus caracteres. La motivacién de estas estructuras es encontrar una implementacion de diccionarios que
termine dependiendo del tamano de las claves, y no tanto de la cantidad de claves.

Las principales ventajas de los métodos de radix searching son que proveen una eficiencia razonable
en el peor caso, sin la complicacién de balanceo los drboles AVL; proveen una forma sencilla de manejar
claves de longitud variable; ahorran espacio guardando parte de la clave dentro de la estructura de
bisqueda; y proveen un acceso rapido a los datos, siendo competitivos tanto con los arboles balanceados
como las técnicas de hashing. Las desventajas de estos métodos son el uso ineficiente del espacio para
algunas implementaciones, y que la eficiencia puede verse degradada si no tenemos un acceso eficiente a
las partes que componen las claves.

3.4.1. Arboles de busqueda digital

El método de radix searching méas simple estd basado en el uso de los drboles de busqueda digital
(ABD). Los algoritmos de insercién y bisqueda de los ABD son idénticos a los algoritmos de los ABB,
salvo por una diferencia: no vamos a recorrer el arbol a partir del resultado de la comparacién de claves
completas, sino que vamos a recorrer el arbol en funcién de los bits (digitos o caracteres) de la clave. En
el primer nivel, se considera el bit mas significativo; en el segundo nivel, el segundo bit mas significativo;
y asi siguiendo, hasta encontrar la clave o llegar a un nodo externo.

En la Fig. 3.5 podemos ver un ejemplo de un ABD. Supongamos que queremos insertar el elemento
X en el arbol. En cada paso, nos movemos a derecha o a izquierda dependiendo de si la i-ésima posicion
de la clave tenemos 1 o 0. Una vez alcanzamos un nodo externo, lo reemplazamos por X.
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00001
10011
00101
10010
00011
01000
01001
01110
00111
11000
01101
10000
01100
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Figura 3.5: Arboles de busqueda digital.

Los bits de las claves controlan la bisqueda y la insercién, pero notemos que los ABD no cumplen
con el invariante de los ABB. Es decir, no es necesario que todos los nodos a la izquierda de un nodo sean
menores que éste ni que todos los nodos a la derecha sean mayores. Lo que si es cierto es que las claves
a la izquierda de un nodo son mas chicas que las claves a su derecha, ya que comparten los primeros k
bits y los nodos de la derecha tienen un 1 en su siguiente bit, mientras que los nodos de la izquierda
tienen un 0. Sin embargo, el nodo que estamos mirando podria tener la clave més chica entre todas, la
mas grande, o cualquier valor entre todas las claves en ese subarbol.

Los ABD se caracterizan por tener la propiedad de que cada clave estd en algin lugar a lo largo del
camino especificado por sus bits. Esta propiedad es suficiente para buscar e insertar elementos en el drbol,
teniendo que pagar el costo de realizar una comparacién de clave completa por cada nivel (porque la
clave podria estar en cualquier posicién del camino). Podemos notar que la altura del drbol de busqueda
digital es exactamente igual al mayor niimero de bits sucesivos iguales entre dos claves cualesquiera, es
decir, la longitud del mayor prefijo comun entre dos claves. Por lo tanto, la altura del drbol estd acotada
por la longitud maxima de las claves. Si tenemos n claves de longitud b, en el peor caso vamos a tener
O(b) comparaciones de claves. Por lo tanto, el caso peor para los drboles ABD es mucho mejor que el
peor caso de los ABB convencionales, especialmente si tenemos muchas claves relativamente cortas, es
decir, si n > b. En el caso promedio, asumiendo una distribuciéon uniforme en la codificacion de las
claves, vamos a tener O(logn) comparaciones de claves.

3.4.2. Tries

Las claves de busqueda pueden ser muy largas, posiblemente de més de 20 caracteres. En estas
situaciones, el costo de comparar una clave por igualdad puede terminar siendo dominante en el costo de
la busqueda, por lo que no puede ser ignorado. En los arboles de bisqueda digital, todavia tenemos que
comparar claves en cada nodo. En esta secciéon, vamos a ver una estructura de datos que nos permite
usar los bits de las claves para guiar la bisqueda, de la misma manera que haciamos en los ABD, pero
comparando un solo digito en cada nodo, en lugar de comparar claves completas. Ademas, esta estructura
es ordenada, por lo que nos va a permitir disenar un algoritmo de ordenamiento recursivo.

Esta estructura se conoce como trie, derivado de la palabra retrieval. La idea es que tengamos dos
tipos de nodos: los nodos internos solo van a contener enlaces a otros nodos del arbol, mientras que los
nodos hoja van a contener las claves y no van a tener punteros. Esto nos va a permitir usar los bits de
las claves para guiar la busqueda, al igual que haciamos en los ABD, mientras mantenemos el siguiente
invariante en cada nodo: todas las claves cuyo bit actual es 0 caen en el subarbol izquierdo y todas
las demas en el subarbol derecho. Empezando desde la raiz, vamos recorriendo el drbol moviéndonos a
derecha o a izquierda dependiendo de si el i-ésimo bit mas significativo es 0 o 1, hasta llegar a una hoja
que contiene la clave o a un nodo externo, en cuyo caso el elemento no estaba en el arbol. Notemos que
este algoritmo nos permite encontrar el prefijo comin més largo entre una clave de busqueda y el resto
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de las claves.

A Q0001
8 10011
E 00101
R 10010
C 00011
H 01000
I 01001
N 01110
G (CHNN
X 11000
M 01101
P 10000
L 01100

Figura 3.6: Ejemplo de trie (binario).

Para insertar una clave en el trie, primero realizamos una bisqueda.

e Si la bisqueda termina en un enlace a NIL (y no en una hoja), creamos un nuevo nodo hoja que
contenga la clave a insertar y hacemos que este enlace apunte al nodo creado (pensar que como no
llegamos a una hoja, no hay ninguna otra clave en el trie con este prefijo).

e Si la busqueda termina en una hoja, debemos continuar bajando por el trie, agregando un nodo
interno por cada bit que compartan la clave de busqueda y la clave encontrada, terminando ambas
claves como hojas de un nodo que se corresponda con el bit méas significativo en el que difieran.
En algunas implementaciones, en lugar de parar cuando no necesitamos més bifurcaciones, se
representa la clave completa, caracter por caracter. Esto requiere de mayor espacio, pero facilita el
procesamiento de datos con longitud variable.

Para un trie construido a partir de n claves aleatorias de b bits, intuitivamente se necesitan ©(logn)
comparaciones de bits en el caso promedio (més una comparacién de clave completa). En el peor caso,
nos queda en O(b) comparaciones de bits.

Una propiedad de los tries es que su estructura es independiente del orden de insercién: hay un
Unico trie para cualquier conjunto de claves distintas. Este hecho es una caracteristica distintiva de los
tries: todas las demaés estructuras que vimos dependen tanto del conjunto de claves como del orden en el
que se las inserta. Ademads, los tries tienen la propiedad de que las claves aparecen en orden, de manera
tal de que podemos implementar un algoritmo de ordenamiento de forma recursiva, recorriendo el drbol
in-order.

Esta estructura tiene dos problemas a resolver: cuando tenemos dos claves con un prefijo en comin
muy largo, se nos forma una rama muy larga en la que todos los nodos tienen un tnico hijo, lo que lleva
a la creacién de nodos innecesarios en el arbol, y el segundo problema que tenemos es que hay dos tipos
distintos de nodos en el arbol, lo cual complica la implementacion de los algoritmos, agregando un cierto
overhead. A continuacién, vamos a ver algunas variantes de los tries que buscan reducir la cantidad de
nodos utilizados y reducir la altura del arbol.

Patricia: Morrison desarrollé una forma de evitar ambos problemas, método al que llamé Patri-
cia ("Practical Algorithm To Retrieve Information Coded In Alphanumeric”). Patricia nos permite la
bisqueda de n claves de longitud arbitraria en un arbol de tan solo m nodos, requiriendo una tunica
comparacién de clave completa por bisqueda.

La ramificacién ”unidireccional” se evita de la siguiente forma. Cada nodo contiene el indice del
bit que debe ser evaluado para decidir qué camino tomar. De esta manera, miramos directamente el bit
donde se toma la decisién significativa, salteando todas las comparaciones de bits innecesarias. El efecto
es similar a compactar los caminos intermedios que no tienen bifurcaciones, en un unico eje. Por otro
lado, la necesidad de tener distintos tipos de nodos se evita de la siguiente manera. Vamos a almacenar
los datos en los nodos internos y vamos a reemplazar los enlaces a los nodos externos con enlaces que
apuntan hacia un nodo interno adecuado, subiendo en el arbol.
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Es decir, en los tries patricia vamos a almacenar las claves en los nodos (al igual que en los ABD), y
vamos a recorrer el drbol segiin los bits de la clave de biisqueda (como haciamos en los tries). No vamos
a utilizar las claves en los nodos en el camino de bajada para controlar la busqueda; simplemente las
almacenamos ahi para poder referenciarlas més tarde, cuando se llegue a un enlace que suba en el drbol.
Podemos reconocer cuando un enlace lleva a un nodo mas arriba en el arbol comparando el indice del
nodo actual con el indice del nodo referenciado, ya que sabemos que los indices van incrementando a

medida que bajamos por el drbol (se considera que un nodo que se apunta a s{ mismo estd subiendo en
el arbol).

Para realizar una biisqueda en este arbol, comenzamos en la raiz y procedemos a bajar por el arbol,
usando el indice que nos dice cudl bit debemos examinar en la clave de bisqueda, y yendo para la derecha
si el bit es 1 e izquierda si el bit es 0. Las claves almacenadas en los nodos no se revisan en el camino de
bajada, simplemente se examina el bit indicado en cada nodo. Eventualmente, un enlace que nos lleva
hacia arriba en el arbol es encontrado: cada uno de estos enlaces apuntan a la tnica clave en el arbol
cuyos bits se correspondan con el camino tomado. Luego, si la clave apuntada es igual a la clave buscada,
la busqueda fue exitosa; sino, la clave no esta en el arbol.

4 00001
S 10011
E 00101
R 10010
C 00011
H 01000
101001
N 01110
G 00111
X 11000
M 01101
P 10000
L 01100

Figura 3.7: Ejemplo de arbol Patricia. Cuando insertamos a A en la estructura, el indice de la raiz nos queda en 4
porque la estructura se inicializa con un nodo head que tiene clave 00000.

La insercion en un trie patricia se puede describir de la siguiente manera. Sabemos que una busqueda
en un trie patricia siempre termina con una comparacion entre nuestra clave de biisqueda ¢ y una clave k,
almacenada en algin nodo interno. Buscamos el bit més significativo tal que nuestra clave de bisqueda
¢y la clave k difieran en ese bit (el i-ésimo bit de ambas claves). Luego, volvemos a hacer una bisqueda,
esta vez comparando el indice de cada nodo en el camino de bajada con el indice i. Esto nos va a permitir
saber dénde tenemos que insertar el nuevo elemento.

La idea es la siguiente. Vamos a bajar en el arbol, tomando el camino determinado por nuestra
clave de busqueda, hasta que terminemos tomando un enlace que nos lleva hacia arriba en el arbol o
hasta que nos encontremos con un nodo cuyo indice j es mayor a 7. En ambos casos, realizamos la
siguiente operacion. Creamos un nuevo nodo z correspondiente a la clave que queremos insertar, tal que
indice(x) =1y clave(z) = c. Sea h el nodo en el que estamos actualmente (este nodo es un nodo externo
si subimos en el drbol, o un nodo interno si nos salteamos el indice ).

e Si c[i] = 0, entonces izq(z) =z y der(z) = h.
e Si c[i] =1, entonces izq(z) = h y der(z) = .

Finalmente, colocamos a x como hijo izquierdo o derecho de h, segun corresponda.
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void STinit()
{ head = NEW(NULLitem, 0, 0, -1);
head—>1 = head; head->r = head; }
link insertR(link h, Item item, int w, link p)
{ link x; Key v = key(item];
if ((h->bit >= w) || (h->bit <= p->bit))
{
x = NEW(item, O, 0, w);
¥->1 = digit{v, ®->bit) 7 h : x;
x=->r = digit(v, x->bit) ? x : h;
return x;
}
if (digit(v, h->bit) == 0)
h->1 = insertR(h->1, item, w, h);
else h->r = insertR(h-»>r, item, w, h);
return h;
¥

void STinsert(Item item)

{ int i;
Key v = key(item);
Key t = key(searchR(head->1, v, -1));
if (v == t) return;
for (i = 0; digit(v, i) == digit(t, i}; i++) ;
head->1 = insertR(head->1, item, i, head);

Figura 3.8: Insercién en Patricia-trie

Por construccién, los tries patricia son estructuras ordenadas que nos permiten hacer un recorrido
in-order para visitar a todas las claves, ordenadas de menor a mayor. Sin embargo, la estructura de los
tries patricia no es independiente del orden en el que se insertan las claves, ya que la asignacion de las
claves a nodos internos depende del orden en el que las claves son insertadas: la estructura interna de los
nodos es independiente del orden de insercién de las claves, pero los enlaces externos y la ubicacién de
las claves no lo son.

En conclusion, Patricia es un método de radix searching eficiente que consigue identificar los bits
que distinguen las claves de busqueda y los utiliza para formar una estructura de datos que permite
encontrar rapidamente cualquier clave en la estructura. Para conjuntos de n claves razonables, el arbol
deberia tener una altura proporcional a logn, mientras que en el peor caso nos queda en min(n,b).

3.4.3. Multiway Tries

Podemos mejorar la eficiencia de las operaciones si consideramos més de un bit a la vez. Al examinar r
bits a la vez, podemos aumentar la velocidad de buisqueda por un factor de r. Sin embargo, si consideramos
r bits a la vez, terminariamos con un drbol de R = 2" enlaces en cada nodo, lo que seria (a priori) un gran
desperdicio de memoria. Hasta ahora, estuvimos considerando tries binarios, en donde cada nodo tiene
solo dos enlaces: uno para el caso en el que el bit es 0 y otro para cuando el bit es 1. Una generalizacion
de esta estructura son los tries R-arios, donde tenemos nodos con R enlaces correspondientes a los digitos
que conforman el alfabeto de la clave (si tenemos digitos de r bits, tenemos 2" posibles valores).

Un trie de vias miltiples es un arbol R + l-ario para alfabetos de R caracteres, donde cada nodo
tiene R + 1 enlaces, uno por cada digito o caracter posible méds un caracter de terminacién (7$”); si las
claves fueran de longitud fija, este caracter no seria necesario. Para realizar una buisqueda, usamos los
digitos de la clave para guiarnos en el camino de bajada por el trie. Si llegamos a un enlace a NIL al
mismo tiempo de que nos quedamos sin digitos, tenemos un hit; sino, tenemos un miss. Para insertar
una nueva clave, buscamos hasta llegar a un NIL, luego agregamos nodos para cada uno de los caracteres
que nos faltan de la clave.
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Figura 3.9: Ejemplo de Trie de vias multiples.

A continuacién, vamos a ver dos formas de representar los tries de vias multiples.

Implementacion de Tries: Basicamente, vamos a tener los dos formatos para representar a los nodos:
arreglos (memoria estética) y listas (memoria dindmica). La primera posibilidad consiste en tener en cada
nodo interno un arreglo de punteros de longitud R + 1.

A B G

A T \[A 0

A G A/o

NP can VAR
1/ $ / $
(T-TT-1¥ =
~/

Trie representation for words BIG and GOO using array of pointers

Figura 3.10: Implementacién de Trie con Arreglos

El problema que tiene este esquema es que es posible que gran parte de las entradas no se utilicen,
por lo que se estarfa desperdiciando mucha memoria (especialmente cuando tenemos un alfabeto grande
y un diccionario chico). La ventaja que tiene es que la eficiencia en términos de tiempo es extrema, al
tener un acceso rapido a cada posicién del arreglo.

La segunda posibilidad es tener una representacion basada en listas, donde en cada nodo se alma-
cenan todas las posibles continuaciones a través de una lista enlazada. La idea es que cada nodo tenga
un puntero a la lista de sus hijos, y un segundo puntero a su siguiente hermano (formando una lista de
hermanos). Esto lo podemos pensar como un érbol binario, donde el enlace izquierdo se corresponde con
el hijo, mientras que el enlace derecho se corresponde con un hermano.
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Figura 3.11: Implementacién de Trie con Listas

La busqueda en este arbol binario procede comparando un caracter de la clave con cada caracter en
el arbol, siguiendo siempre los enlaces derechos hasta coincidir con el i-ésimo caracter de la clave; luego
se toma el enlace izquierdo, y se vuelve a iterar. Esta solucién es eficiente en términos de tiempo solo si
hay pocas claves, es decir, si la lista de hermanos es corta, pero es mucho mas eficiente en términos de
memoria que la implementacién con arreglos.

Tries Compactos: Los tries compactos son similares a los tries tradicionales, pero aseguran que cada
nodo interno en el trie tiene al menos dos hijos. Mantiene este invariante a partir de comprimir las cadenas
”unidireccionales” de nodos en ejes individuales. Vamos a decir que un nodo interno v es redundante si
v tiene un solo hijo y no es la raiz. Ademaés, decimos que una cadena de k > 2 ejes

(Uoﬂh)(vl, ’02) te (Uk—lavk)a
es redundante si:

e v; es redundante parat=1,...,k — 1,
® vy v v; no son redundantes.

Luego, podemos transformar una cadena redundante (vg,v1)(v1,v2) - (vg—1,vx) de k > 2 ejes en
un tnico eje (v, vy ), almacenando en vy la concatenacién de caracteres almacenados en vy, ..., V.

Figura 3.12: Trie compacto para los strings {bear, bell, bid, bull, buy, sell, strock, stop}.

Por lo tanto, los nodos en un trie compacto almacenan strings, que son substrings de las claves
almacenadas, en lugar de caracteres individuales. La ventaja de los tries compactos sobre los tries estandar
es que la cantidad de nodos en un trie compacto es proporcional a la cantidad de claves y no de su longitud.
Si tenemos n claves, la cantidad de nodos en un trie compacto es O(n).
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3.5. Hashing

Una tabla hash es una estructura de datos efectiva para implementar diccionarios. A pesar de que
la busqueda de un elemento en una tabla hash puede tomar tiempo ©(n) en el peor caso, en la practica
resultan extremadamente eficientes. Bajo asunciones razonables, el tiempo promedio de busqueda de
un elemento en una tabla hash es O(1). Otro uso de las tablas hash es cuando trabajamos con el
procesamiento de datos almacenados en memoria secundaria (ver Hashing Extensible).

Los arreglos trabajan con direccionamiento directo. Supongamos que tenemos que almacenar
10000 perfiles distintos, identificables a partir de una clave; en este caso, el nimero de DNI. EI DNI es
un niimero que va entre 0 y 10% — 1, por lo que si quisiéramos utilizar un diccionario implementado a
partir de un arreglo, tendriamos que tener 10% entradas del mismo. La ventaja de utilizar un arreglo es
que podemos acceder a los datos del perfil en O(1), pero estamos desperdiciando mucha memoria, ya que
estamos usando 10® entradas para almacenar 10000 perfiles distintos. En general, utilizar arreglos para
representar conjuntos resulta eficiente cuando la cantidad de claves almacenadas es cercana a la cantidad
total de claves posibles. Cuando esto no se cumple, las tablas hash resultan una alternativa eficiente, ya
que éstas utilizan un espacio proporcional a la cantidad de claves utilizadas. La idea es que en lugar de
utilizar la clave como indice, el indice sea computado a partir de la clave. En esta secciéon vamos a ver
como se calculan los indices, las distintas formas de direccionamiento y cémo se manejan las colisiones
en las tablas hash.

Para indexar con otro tipos de datos, escapando de la necesidad de utilizar enteros, lo que vamos
a hacer es encontrar una funciéon de correspondencia que mapee a cada dato posible con un entero. La
resolucién de este problema se conoce como pre-hashing. Una primera alternativa (tedrica) consiste
en aprovechar el hecho de que los datos en una computadora se representan como una tira de bits, la
cual podemos interpretar como un entero. En la practica, se cuenta con una funcién de pre-hasheo, que
depende de la implementacién de cada lenguaje de programacion, la cual nos devuelve un entero a partir
de la clave. Este tipo de funciones van a respetar (idealmente) que pre-hash(z) = pre-hash(y) <= z =y.
Una posible funcién de pre-hashing para string puede ser asociar a cada caracter su cédigo ASCII, y al
string asignarle el niimero obtenido en base 2.

Cuando trabajamos con una tabla hash, vamos a representar un diccionario a partir de una tupla
(T, h), donde T es un arreglo con m celdas, y h : Claves — {0,...,n — 1} es la funcién de hashing
que nos da una correspondencia entre el conjunto de claves posibles al conjunto de las posiciones de la
tabla. Estos indices son conocidos como pseudoclaves (o hash values). De esta manera, la posicién de un
elemento en el arreglo se calcula a través de la funcion h.

Tabla hash

Tabla de hash T

e funcion de hash
S h: k2 {0,...,N-1} 0
i 1

K = universo de claves N-1

A

pseudoclaves

Figura 3.13: Tabla Hash
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Existen mucho métodos para definir funciones hash:
e Divisién: h(k) =k mdd m.

e Particién: Se particiona la clave k en muchas claves kq, ko, ..., k,, vy se toma como funcién de
hash h(k) = f(k1,ka, ..., kn).

e Extraccion: Se usa solo una parte de la clave para calcular la posicién, por ejemplo, si tenemos
una clave de 12 cifras, se consideran solo las 6 centrales.

e Mid-square, etc.

Siempre se tiene como objetivo romper de alguna manera cualquier estructura o patrén previo que
traigan consigo las claves, distribuyendo de forma uniforme las distintas claves.

Una funcién hash se dice perfecta si para todo par de claves distintas, las pseudoclaves asociadas
son distintas. El problema que tenemos es que para poder asegurar que una funcién hash sea perfecta
para cualquier conjunto de claves, se requiere que el tamafio de la tabla hash sea mayor o igual al cardinal
del universo de claves, que es lo que queriamos evitar. Por lo tanto, en la préictica lo que se hace es tener
una funcién hash que no sea perfecta, donde el tamano de la tabla sea mucho menor a la cantidad de
claves posibles. Como no podemos tener una funcién de hashing perfecta, vamos a tener que definir otra
propiedad que nos diga cudndo una funcién de hashing es buena.

Decimos que una buena funcién de hashing es aquella que satisface (aproximadamente) la propiedad
de uniformidad simple: distribuye las claves de forma uniforme e independiente entre valores de 0 y m—1.
Esto quiere decir que para cualquier clave k elegida al azar de un conjunto de claves K,

P(h(k) =1i) = 1/m Vi, 0 <i<m-—1

El problema que tenemos es que tipicamente no conocemos la distribuciéon probabilistica de las claves,
por lo que no tenemos manera de comprobar si esta propiedad se cumple. Tampoco podemos randomizar
h(k) para que h sea una funcién no deterministica, ya que de hacerlo, no podriamos buscar de forma
eficiente a k en la tabla (podria estar en cualquier entrada). En la practica, se utilizan heuristicas para
crear funciones de hash que funcionen bien. Para el analisis de complejidad de las operaciones de las
tablas hash, se asume la existencia de funciones que cumplan la uniformidad simple, a pesar de que
obtener este tipo de funciones en la préctica sea una tarea elusiva. Notemos que para que la funcion h
nos sea de utilidad, el costo de calcular h(k) debe ser bajo para toda clave k € K.

En resumen, vamos a tener que lidiar con escenarios frecuentes en los que dos claves distintas van
a ser mapeadas al mismo lugar, originando una colisién (pensar en la paradoja del cumpleafios). Por lo
tanto, se necesitan de métodos para la resolucién de colisiones, los cuales se diferencian por la forma en la
que ubican a los elementos involucrados ante una colisiéon. Vamos a estudiar dos familias de métodos para
la resolucién de colisiones: los métodos por concatenacién y los métodos de direccionamiento abierto.

3.5.1. Concatenacion

En el método de resolucién de colisiones por concatenacién, colocamos a todos los elementos que
hashean a una misma posicién de la tabla en una lista enlazada. La i-ésima posicién de la tabla contiene
un puntero a la cabeza de la lista de todos los elementos almacenados tales que h(k) = i; en caso de que
no hayan elementos, se coloca un NIL. Es tentador intentar mejorar este esquema reemplazando estas
listas de colisién por arboles balanceados, pero esto no vale la pena si el factor de carga se mantiene
pequeno, a menos que sea esencial mejorar el costo asintotico en el peor caso.

La insercién de un elemento k consiste en colocar al principio (o al final) de la lista asociada a la
posicién h(k), por lo que la operacién de insercién nos queda en O(1) en el peor caso. La insercién es tan
eficiente porque asumimos que el nuevo elemento a insertar no esté presenta en la tabla; si fuese necesario,
podemos revisar si estd o no en la tabla, pagando el costo de una busqueda antes de la insercion. La
operacién de biisqueda consiste en recorrer linealmente la lista asociada a la posicién h(k), por lo que el
costo de esta operacion depende de su longitud. Para la operacién de borrado, nuevamente, recorremos
secuencialmente la lista asociada a h(k), y borramos el elemento deseado, por lo que el costo también
nos queda lineal en funcién del tamano de la lista.
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Para analizar la longitud de las listas, definimos el factor de carga o = n/m, para una tabla T
con m posiciones que almacenan n elementos, siendo « la longitud promedio de las listas. En el peor
caso, todas las claves terminan hasheadas en la misma posicién, creando una lista de tamano n, por
lo que en el peor caso ambas operaciones nos quedan en ©(n). Suponiendo uniformidad simple en la
funcién y que se puede computar la funcién de hash en tiempo constante, se puede probar que en el caso
promedio tenemos un costo ©(1 + «). Si nos aseguramos que la cantidad de posiciones en T es al menos
proporcional a la cantidad de elementos, nos queda que o« = n/m = 1, por lo que las operaciones nos
quedan en O(1) en el caso promedio.

3.5.2. Direccionamiento abierto

En el método de resolucion de colisiones por direccionamiento abierto, todos los elementos se guardan
en la tabla. Es decir, cada entrada en la tabla contiene un elemento o NIL. Cuando hacemos una biisqueda,
empezamos desde una posicién inicial en la tabla, determinada por la clave, y vamos barriendo sobre
la tabla computando la secuencia de entradas a visitar, hasta que encontremos al elemento o hasta
que tengamos la certeza de que el elemento no estd presente en la tabla. Como todos los elementos
se almacenan en la tabla, es posible que la tabla se llene, por lo que debemos tener algin mecanismo
de redimensionamiento: elegir un nuevo tamano para la tabla, una nueva funcién de hash y reubicar
todos los elementos de la tabla. La ventaja que presentan los métodos de direccionamiento abierto
es que no se requieren de punteros adicionales, por lo que obtenemos un mejor aprovechamiento del
espacio, permitiendo una mayor cantidad de entradas por la misma cantidad de memoria, potencialmente
reduciendo la cantidad de colisiones y mejorando la eficiencia de las bisquedas.

El algoritmo de busqueda consiste en ir visitando las distintas posiciones dadas por la funcién
de hash, hasta encontrar alguna en la que esté el elemento. Para ello, vamos barriendo sobre la tabla,
probando distintas posiciones. Como en cada intento debemos cambiar de posicién a examinar, la funciéon
de hash va a depender de la cantidad de posiciones examinadas que se hicieron hasta el momento. Luego,
se utilizan funciones de hash h(k,?) que nos definan la posicién para la clave k en el i-ésimo intento
de busqueda. Cuando la casilla estd ocupada por un elemento distinto al buscado, lo que hacemos es
aumentar ¢ y probar devuelta con h(k,i + 1) para que, eventualmente, podamos encontrar al elemento
o un espacio vacio (indicando que el elemento no estd en la tabla). En resumen, buscamos funciones de
hash tales que para cada clave k, la secuencia de barrido

(h(k,0), h(k, 1), ... h(k,m —1))

sea una permutacién de (0, 1,...,m —1) (sino, habria posiciones que no estarfamos utilizando). Como la
operacion de insercién utiliza la misma secuencia de barrido que la operacién de bisqueda, si al momento
de realizar una bisqueda nos encontramos con una entrada vacia, podemos garantizar que la clave no
esta presente en la tabla.

Insercion

Entrada: T : tabla hash, k : clave
11+ 0
2 repeat
3 | j+ h(k,i)
if T[j] = NIL then
LTm+k

return j

o vtk

7 t+i+1
8 until i =m
9 fallar (overflow)

Notemos que estamos asumiendo que las claves nunca son borradas de la tabla. Cuando permitimos
el borrado de una, no podemos simplemente marcarla como NIL en su lugar. Si lo hiciéramos, seriamos
incapaces de recuperar cualquier clave que hubiera pasado por esa posicion, colisionando con ésta. Po-
demos resolver este problema marcando esas entrada como BORRADA en lugar de NIL. Sin embargo,
cuando usamos el valor de BORRADA, el costo de biisqueda (y de insercién) deja de depender del factor
de carga, y es por este motivo que el método de concatenacion suele ser més utilizado cuando se necesita
de la operacion de borrado.
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Busqueda
Entrada: T : tabla hash, k : clave
11+ 0
2 repeat
3 j <« h(k,1)
4 if T[j] = k then
5 L return j

6 t+i+1
7 untili = m or T[j] = NIL
8 return NIL

El concepto de uniformidad generaliza la idea de uniformidad simple para este tipo de funciones,
y nos dice que una funcién de hash cumple con la propiedad de uniformidad si para cualquier clave
k elegida al azar, cualquiera de las m! permutaciones de (0,1,...,m — 1) tiene la misma probabilidad
de ser su secuencia de barrido. Implementar funciones de hash que realmente satisfagan la propiedad
de uniformidad es demasiado complicado, por lo que en la préctica se utilizan aproximaciones como el
hashing doble.

Vamos a diferenciar los métodos de direccionamiento abierto a partir de la técnica de barrido que
utilicen, es decir, segiin cémo la funcién h(k,i) va recorriendo todas las posiciones de la tabla ante una
colisién. Las tres més tipicas son el Barrido Lineal, el Barrido Cuadratico y el Hashing Doble. Hacemos
esta diferenciacién porque cambia su comportamiento respecto a los fenémenos de aglomeracién (c6mo
se distribuyen las claves ante colisiones).

Barrido Lineal: En este caso, la funcién de hash va a ser igual a una funcién de hashing
h(k,i) = h'(k)+i méd m parai=0,1,...,m— 1.

Dada una clave k, primero probamos con h'(k), la casilla dada por la funcién de hash auxiliar. Luego
probamos con h'(k) 4+ 1, y asi siguiendo hasta m — 1. Después, damos la vuelta a la tabla y seguimos
con 0,1,...,h'(k) — 1. Como h/(k) determina completamente la secuencia de barrido, solo tenemos m
secuencias distintas.

La técnica de barrido lineal es facil de implementar, pero tiene sufre del fenémeno de aglomeracion
primaria. Se empiezan a armar segmentos largos de casillas todas ocupadas, incrementando el tiempo
promedio de bisqueda. Estas aglomeraciones aparecen porque una casilla vacia precedida por ¢ entradas
llenas tiene probabilidad (i + 1)/m de llenarse, porque la secuencia de barrido de cualquier clave que
caiga en cualquiera de las ¢ entradas va a terminar en esta casilla. Esto lleva a que cada vez sea mas
probable caer en estos segmentos, extendiéndolos cada vez méas. Por ejemplo, en la Fig. 3.14 podemos
ver que tenemos la secuencia de inserciones: 2, 103, 104, 105.
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= h(k, i) = (h’(k)+i) mod 101 :
= h’(k)=k mod 101 2
= Secuencia de inserciones
{2, 103, 104, 105,....}
= Caso extremo, pero el
problema existe!
[ 100

Figura 3.14: Ejemplo de Aglomeracién Primaria.

Barrido Cuadratico: En este caso, la funcién de hash es de la forma
h(k,i) =h (k) +c1-i+co-i® méd m,

donde ¢; y ¢o son constantes. La posicién inicial es b/ (k), y las posiciones siguientes son desplazamientos
que dependen de forma cuadratica de la cantidad de intentos. De esta manera, se evitan los grandes
segmentos de la aglomeracién primaria. El problema que seguimos teniendo es que para cualquier par de
claves ki, ko tales que h'(k1) = h/(k2), toda su secuencia de barrido es exactamente la misma. Esta pro-
piedad tiene un efecto més suave de aglomeracién, conocido como aglomeracién secundaria. Ademas,
al igual que en la técnica de barrido lineal, h'(k) determina la secuencia de barrido completa, por lo que
solo hay m secuencias distintas.

Hashing Doble: Ofrece uno de los mejores métodos disponibles para direccionamiento abierto. La
idea es que el desplazamiento en el barrido también dependa de la clave, utilizando una segunda funcién
de hashing:

h(k,i) = hi(k) +i-ha(k) mdd m.

Por lo tanto, a diferencia de los casos de barrido lineal y de barrido cuadrético, la secuencia de barrido
depende de dos formas independientes de la clave, ya que tanto la posicién inicial como el desplazamiento
varfan en base a ésta. Para que la tabla pueda ser recorrida completamente, el valor de ho(k) debe ser
coprimo con el tamano de la tabla m. Una manera conveniente de asegurar esto es que m sea una potencia
de 2 y que ho sea disenada para que siempre devuelva un nimero impar. Cuando esto se cumple, la técnica
de hashing doble termina generando ©(m?) secuencias de barrido, en lugar de las ©(m) de las técnicas
anteriores, ya que cada par (hj(k),ho(k)) define una secuencia distinta, acercdndonos al ideal de m!
secuencias de barrido. En conclusion, la técnica de hashing doble no tiene aglomeracion primaria, pero
s{ puede tener aglomeracién secundaria, siendo menos probable que en los casos anteriores.

3.6. Colas de Prioridad

La Cola de Prioridad es un TAD parecido al TAD CoOLA, pero con la diferencia de que el orden en
el que salen los elementos no esta dado por el orden de llegada, sino que estd dado por un atributo de los
elementos, denominado prioridad (tipicamente, la clave). Para implementar este TAD, vamos a utilizar
una estructura adecuada cuyas operaciones tienen la misma complejidad asintética que los arboles AVL,
conocida como (binary) heap. Algunas de las ventajas de los heaps con respecto a los AVL es que son
mucho mas simples de implementar, y que el factor constante que acompana al costo de las operaciones
es menor al de las operaciones de los AVL (pensar que en los AVL tenemos que recalcular los factores
de balanceo y aplicar rotaciones).

Un heap es un drbol enraizado perfectamente balanceado (e izquierdista) que puede ser implementado
eficientemente en un arreglo sin punteros explicitos. Cada nodo del drbol se corresponde con un elemento
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en el arreglo. Esta estructura tiene numerosas aplicaciones, incluyendo la técnica de ordenamiento de
heapsort, algoritmos de scheduling, gestiéon de colas en cualquier ambiente, etc. La idea es tener a los
elementos parcialmente ordenados, permitiendo extraer el elemento mds chico (o el mds grande), con un
invariante lo suficientemente débil como para que sea facil de mantener. Este invariante se conoce como
condicion de heap, y consiste en las siguientes propiedades:

1. Un heap es un Arbol Binario perfectamente balanceado.

2. La prioridad de cada nodo es mayor que la de sus hijos.

3. Todo subarbol de un heap es a su vez un heap.

4. Es izquierdista, es decir, el tltimo nivel esta lleno desde la izquierda o, dicho de otro modo, todos
los espacios libres en el 1ltimo nivel tienen que estar a la derecha de los elementos de ese ultimo

nivel.

Notemos que no podemos buscar de forma eficiente una clave en particular. La btsqueda binaria
no funcionaria porque un heap no es un ABB. Ademas, no sabemos casi nada acerca del orden relativo
entre las n/2 hojas en un heap que nos permita evitar hacer una busqueda lineal.

Para implementar los heaps, nos sirven todas las representaciones usadas para arboles binarios:
representacién con punteros, donde contamos con nodos que tienen punteros explicitos a sus hijos, y la
representacién con arreglos, que es una representacién implicita porque la posicién en la que se encuentra
cada elemento establece la relacién que tiene con el resto de los nodos. Nos vamos a centrar en esta ultima,
al ser la representacién més préactica para implementar heaps.

Para la representacién con arreglos, lo que vamos a hacer es almacenar cada nodo v en la posicién
pos(v), donde pos(v) es una funcién recursiva que definimos de la siguiente manera (ver Fig. 3.15).

e Si v es la rafz, entonces pos(v) = 0.
e Si v es hijo izquierdo de u, entonces pos(v) = 2pos(u) + 1.

e Si v es hijo derecho de u, entonces pos(v) = 2pos(u) + 2.

L
L 16)
2 e
v d ~
(14 L 10
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b= = i
() (b)

Figura 3.15: Un max-heap visto como (a) arbol binario y (b) como arreglo. El ntimero dentro del circulo en
cada nodo es el valor almacenado, mientras que el ntimero arriba de cada circulo es el indice correspondiente en
el arreglo. Las lineas en el arreglo muestran las relaciones padre-hijo: los padres siempre estan a la izquierda de
sus hijos.

Esto nos permite navegar facilmente a través del heap, sin la utilizacién de punteros explicitos, ya
que no solo podemos acceder desde un nodo padre a cualquiera de sus hijos, sino que ademas podemos
determinar la posicién del padre de un nodo, a partir de la siguiente cuenta: pos(padre(u)) = |(i—1)/2],
siendo 7 la posicién del hijo u en el arreglo. Ademads, al evitar la utilizacion de punteros explicitos,
obtenemos un mejor uso de la memoria (y un uso més eficiente de la cache al tener una mejor vecindad
espacial entre los elementos).

La desventaja que tenemos es propia del uso de memoria estatica, en la que nos vemos obligados
muchas veces a redimensionar el arreglo a medida que se van agregando/eliminando elementos (lo cual
podria ser un problema en aplicaciones real-time). Ademds, no podemos mover subdrboles de lugar
simplemente cambiando un puntero. Notemos que el motivo por el que podemos utilizar arreglos para
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representar heaps de forma eficiente sin desperdiciar memoria es que estamos trabajando con arboles
completos, a diferencia de los arboles AVLs en donde no podiamos garantizar esta propiedad.

Existen dos tipos de binary heaps: los maxz-heaps y los min-heaps. Cuando tenemos que a mayor
clave, mayor propiedad, tenemos un mazx-heap; mientras que cuando a menor clave, mayor prioridad,
tenemos un min-heap. Notemos que en la raiz de un heap, vamos a tener al elemento de mayor prioridad:
en el caso de los min-heaps, serd el de clave minima, mientras que en el caso de los max-heaps, sera el de
clave méxima. Veamos ahora c6mo nos queda el costo para las operaciones bésicas definidas en el TAD
CorLA DE PRIORIDAD cuando utilizamos heaps:

e VAciA: Crea un heap vacio. En cualquiera de las implementaciones, tenemos costo O(1).
e PrOXIMO: Devuelve el elemento de méaxima prioridad, sin modificar el heap. Consiste en mirar la
raiz del heap, por lo que tenemos costo O(1).

Encolar: La operacién de encolar consiste en dos pasos. Primero, insertamos el elemento a agregar
en la primera posicién disponible. Como el heap es izquierdista, sabemos que al finalizar la operacién,
se debe ocupar el primer espacio disponible de més a la izquierda. Por lo tanto, inicialmente colocamos
al nuevo elemento en dicho lugar (la posicién n de un heap que anteriormente tenfa n elementos). El
siguiente paso consiste en recuperar el invariante del heap: la prioridad de cada nodo debe ser mayor
que la de sus hijos. En este caso, insertamos al nuevo elemento en el ltimo nivel sin tener en cuenta
su prioridad, por lo que debemos subirlo hasta recuperar el invariante (operacién conocida como sift
up, bubble up, etc.). Para hacer esto, comparamos la prioridad del nuevo nodo con la de su padre: si el
nuevo nodo tiene mayor prioridad, intercambiamos de lugar al nodo con su padre actual, y volvemos a
iterar; sino, quiere decir que el nuevo nodo ya alcanzoé su lugar correspondiente, por lo que terminamos.
En el peor caso, el nodo terminaria subiendo todos los niveles hasta volverse la nueva raiz del heap, y
como la altura de un drbol perfectamente balanceado es logn, a lo sumo vamos a necesitar de O(logn)
intercambios y comparaciones.

ENCOLAR

Entrada: q : cola de prioridad, x : «
1 AGREGARATRAS(q, x)
2 SIFTUP(gq, n)

SIFTUP (versién de min-heap)

Entrada: q : cola de prioridad, i : int
if i =0 then

=

2 L return; // Si es la raiz, termina
3 if g[padre(i)] > qfi] then
a swap(q, i, padre(i))

9]

S1FTUP(q, padre(i))

Desencolar: La operacién de desencolar consiste en extraer el elemento de mayor prioridad del heap,
es decir, eliminar la raiz. Nuevamente, consta de dos pasos. Primero, pisamos la clave almacenada en
la raiz con la clave almacenada en la ultima hoja (la de més a la derecha), y luego eliminamos la
dltima hoja. Esto lo hacemos para mantener el invariante del heap, que nos dice que debe ser un arbol
perfectamente balanceado e izquierdista. Ain nos falta recuperar parte del invariante, ya que en la raiz
nos quedoé un elemento con baja prioridad. Para corregir esto, lo que vamos a hacer es bajar este nodo
que nos quedé en la raiz hasta su lugar correspondiente (operacién conocida como sift down, bubble
down, heapify, etc.). Mientras este nodo x tenga al menos un hijo con mayor prioridad, lo que vamos
a hacer es intercambiarlo con su hijo de mayor prioridad, siendo el peor caso que baje hasta volverse
una hoja. Por lo tanto, esta operacién depende linealmente de la altura del heap, y como un heap es
un arbol perfectamente balanceado, tenemos la certeza de que a lo sumo vamos a necesitar de O(logn)
intercambios y comparaciones. Notemos que la operacién de sift down puede recuperar el invariante del
heap si y solo si los arboles binarios enraizados en el hijo izquierdo y en el hijo derecho de la raiz son heaps.
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DESENCOLAR
Entrada: q : cola de prioridad
Salida: res : o

res <— q[0]
q[0] = qfn - 1]
TIRARULTIMO(q)

SIFTDOWN(g, 0)
return res

(S O I

SIFTDOWN (versién de min-heap)

Entrada: ¢ : cola de prioridad, i : int

1 minldx < ¢

2 n < tamano(q)

3 if izq(i) < n and qfizq(i)]< ¢[minldx] then
4 | minldx + izq(i)

5 if der(i) < n and q[der(i)] < ¢[minldx] then

=]

L minldx < der (i)

7 if minldx # i then
L swap(q, 7, minldx)

© w

SIFTDOWN(q, minldz)

Algoritmo de Floyd Trivialmente, podemos construir un heap de n elementos a partir de inserciones
incrementales en tiempo O(nlogn). Sorprendentemente, los heaps pueden ser construidos incluso més
rapido utilizando la operaciéon de SIFTDOWN que describimos anteriormente. Este algoritmo nos va a
permitir construir un heap en base a un arreglo cualquiera en tiempo lineal, y es conocido como BUILD-
HEAP (o algoritmo de Floyd). La idea del algoritmo de Floyd es ir transformando localmente, siguiendo
una estrategia bottom-up, cada uno de los subdrboles de la estructura en heaps bien formados, hasta
llegar a la raiz. Nos es de utilidad para la implementacién de heapsort, ya que nos mejora el factor
constante que acompana al algoritmo.

Supongamos que colocamos las n claves destinadas para nuestro heap en el mismo orden en el que
vienen. La forma del heap resultante seria correcta (completamente balanceado e izquierdista), pero las
claves estarian completamente desordenadas. Consideremos el arreglo en el orden inverso, empezando
desde su n-ésima posicion. Esta representa una hoja del arbol, por lo que si miramos tinicamente el
subarbol que la tiene como raiz, ese subarbol es un heap. Lo mismo ocurriria en el caso de las iltimas
n/2 posiciones en el arreglo, al ser todas hojas (para que un nodo pueda tener hijos, la posicién 2i + 1
debe ser una posicién vélida dentro del heap). Si continuamos retrocediendo sobre el arreglo, vamos a
encontrarnos con un primer nodo interno con hijos. Es posible que el subarbol enraizado en este elemento
no sea un heap, pero sus hijos representan un heap bien formado. Por lo tanto, para recuperar la condiciéon
de heap, podemos aplicar la operacién de sift down sobre la raiz de este subarbol. Siguiendo esta idea,
podemos construir un heap aplicando n/2 llamadas no triviales a SIFTDOWN:

BuiLp-HeEAP

Entrada: A : arreglo
1 fori=n/2,n/2-1,...,0do
2 | SiFTDOWN(q,1%)

Multiplicando la cantidad de llamadas a SIFTDOWN, obtenemos una cota superior de O(nlogn).
Sin embargo, esta es una cota superior, ya que solo la iltima llamada considera la totalidad del &rbol.
Por lo tanto, nos conviene hacer un andlisis méas fino para estudiar la complejidad de este algoritmo.
Sabemos que en un &rbol binario de n = 2¥ — 1 nodos tenemos (n + 1)/2 nodos que son hojas raices de
un subérbol de altura 0, (n+ 1)/4 nodos que son raices de un subdrbol de altura 1, (n 4+ 1)/8 nodos que
son raices de un drbol de altura 2, etc. Ademas, sabemos que el costo de SIFTDOWN depende linealmente
de la altura del subarbol considerado. En general, a lo sumo vamos a tener [n/2"%1] nodos de altura h,
por lo que el costo de construir el heap es:
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1/2
= n(l_/1/2)2 (ver Suma Geométrica)

=2n

Por lo tanto, podemos concluir que el algoritmo de Floyd es O(n).
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Capitulo 4

Sorting

El problema de ordenamiento es uno de los problemas mas clésicos y 1tiles de la informéatica. Vamos
a dividir este tema en dos partes: ordenamiento interno y ordenamiento externo. El ordenamiento interno
se realiza en la memoria principal de una computadora. El ordenamiento externo es necesario cuando el
nimero de objetos a ser ordenados es demasiado grande como para entrar en la memoria principal, y
serd abarcado en un capitulo posterior (ver Ordenamiento en Memoria Secundaria).

Los algoritmos més simples de ordenamiento suelen tomar costo O(n?) para ordenar n objetos
y son ttiles solo para listas cortas (insertion sort, selection sort, bubblesort, shellsort, etc.). Uno de
los algoritmos méds populares de ordenamiento es quicksort, que toma tiempo O(nlogn) en el caso
promedio. Quicksort funciona bien en las aplicaciones comunes, sin embargo, en el peor caso tiene costo
O(n?). Existen otros métodos, como heapsort y mergesort, que toman tiempo O(nlogn) en el peor
caso. Por otro lado, mergesort es un algoritmo apropiado para ordenamiento externo. También vamos
a considerar otros algoritmos llamados ”bin” o ”bucket” sort. Estos algoritmos solo funcionan en tipos
especiales de datos, como los enteros que estan limitados en cierto rango, pero cuando son aplicables,
son extremadamente eficientes, teniendo costo O(n) en el peor caso.

Vamos a asumir que los objetos a ser ordenados son registros de uno o mas campos. Uno de los
campos, llamado clave, es el tipo que tiene una relacién de orden lineal < definida. Enteros, reales y
arreglos de caracteres son ejemplos tipicos de claves. El problema de ordenamiento consiste en colocar
una secuencia de registros de manera tal que los valores de sus claves se encuentren en forma creciente,
es decir, ordenados de menor a mayor, siendo posible que haya claves repetidas. Existen varios criterios
para evaluar el tiempo de ejecucién de un algoritmo de ordenamiento interno. Los mas comunes son
medir la cantidad de pasos que se requieren para ordenar n registros, la cantidad de comparaciones entre
pares de claves (importante si las claves son largas) y, si los registros son muy grandes, es de interés
conocer la cantidad de veces en las que se debe mover a un registro.

Decimos que un algoritmo de ordenamiento es estable si dos registros ¢, j con claves iguales man-
tienen su orden relativo una vez ordenado el arreglo. Por ejemplo, en la Fig. 4.1 tenemos un arreglo con
cierto orden, en el que aparece primero ¢ y luego j. Después de ordenar con un algoritmo estable, lo
que se asegura es que ¢ va a terminar antes que j en el arreglo. En cambio, después de ordenar con un
algoritmo inestable, no tenemos esta garantia, sino que podria pasar que j termine antes que 7, o también
podria pasar que 7 termine antes que j en el arreglo.
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Antes de ordenar

!

Después de ordenar
(con algoritmo estable)

Después de ordenar
(con algoritmo inestable)

Figura 4.1: Estabilidad

Es importante saber cuando un algoritmo de ordenamiento es estable, ya que esto permite imple-
mentar otros algoritmos que requieren de la utilizaciéon de algoritmos de ordenamiento estables como
procedimientos auxiliares (como bin sort o radix sort).

4.1. Heap Sort

La idea es bésicamente aplicar Selection Sort, es decir, seleccionar el minimo (o el maximo) elemento
del sub-arreglo que ocupa las posiciones i = 0,...,n — 2, siendo n la cantidad de elementos del arreglo.
La diferencia va a estar en como obtenemos el maximo elemento, que lo vamos a hacer de forma eficiente
mediante un heap. En primer lugar, vamos a transformar el arreglo en un max-heap, utilizando el
algoritmo de Floyd en O(n). Una vez tenemos armado el heap, vamos a desencolar n— 1 veces el maximo
elemento, colocando a los elementos en orden creciente en un arreglo auxiliar.

Para evitar tener que usar un arreglo auxiliar, lo que podemos hacer es aprovechar el hecho de
que al momento de desencolar el i-ésimo elemento del heap, nos van a quedar libres los dltimos n — 4
espacios, en donde podemos ir colocando a los elementos a medida que los vamos desencolando. Con
esto, conseguimos hacer el algoritmo in-place, reutilizando el mismo arreglo en el que vienen los datos.

Heapsort

Entrada: A : arreglo de n elementos
1 BuiLD-MaX-HEAP(A)
2 fori=nn—-1,...2do

3 swap(1,i, A)
4 A.heap-size = A.heap-size —1
5 SIFTDOWN(A4, 1)

Heapsort es un buen algoritmo de ordenamiento. Es simple de programar, tiene costo O(nlogn) en
el peor caso, que es lo mejor que podemos esperar de cualquier algoritmo de ordenamiento basado en
comparaciones y no requiere de memoria adicional.

Veamos ahora si este algoritmo es o no estable. Supongamos que tenemos el siguiente arreglo:

A= [(107 a)’ (57 a), (57 b)a (5’ C)a (4, a)v (3? a)v (2a b)],

y veamos c6mo el algoritmo termina cambiando el orden relativo entre (5,a), (5,b) y (5,¢). Al aplicar
el algoritmo de Floyd, como este arreglo ya es un heap, no se hace ningtin intercambio, por lo que se
mantiene el orden inicial del arreglo. El siguiente paso es aplicar n — 1 veces la operacién de desencolar
en el max-heap. Primero se desencola el (10,a), y como ambos hijos tienen la misma clave, vamos a
suponer que en caso de empate se baja por la rama izquierda, queddndonos como raiz a (5,a). Ahora,
(5,a) tiene como hijo izquierdo a (5,¢) y tiene como hijo derecho a (5,b), por lo que si desencolamos,
nos queda como raiz a (5,c). Si seguimos desencolando, lo que nos termina quedando es el arreglo
ordenado ((10,a), (5,a), (5,c¢), (5,b), (4,a), (3,a),(2,a)), que no respeta el orden relativo original de las
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claves (5,a), (5,b) ¥ (5,c¢). El caso en el que se baja por la rama derecha en caso de empate es similar.
Por lo tanto, podemos concluir que el algoritmo no es estable.

4.2. Merge Sort

Es un algoritmo basado en la técnica de Divide and Congquer, técnica que se basa en dividir un
problema en problemas similares, pero de tamano mas chico, llamados sub-problemas, para luego combinar
las soluciones de los sub-problemas y asi obtener la solucién al problema original.

El algoritmo consiste en dividir al arreglo a la mitad, y a cada mitad del arreglo la ordenamos
de forma recursiva. En caso de llegar a un arreglo conformado por un solo elemento, este arreglo ya
esta ordenado, por lo que podemos terminar la recursién. Una vez tenemos ambas partes ordenadas, las
unimos haciendo un merge en O(n).

Merge Sort

Entrada: Arreglo desordenado de n elementos
1 if n < 2 then
2 L El arreglo esta ordenado.

3 else

4 Dividir el arreglo en dos partes iguales de n/2 elementos.

5 Ordenar recursivamente ambas mitades.

6 Combinar ambas mitades ya ordenadas en un uinico arreglo

Si implementamos la operacién de combinar ambas mitades de forma adecuada (en caso de empate,
se coloca primero el elemento que pertenece a la primera mitad), nos queda que mergesort es un algoritmo
estable. Por otro lado, podemos ver que si intentamos calcular el costo en el peor caso de este algoritmo,
nos queda la siguiente recurrencia:

T(n) = {27 (n/2) + O(n) si n > 1//0(1) sin=1

y considerando que a lo sumo vamos a tener O(logn) recursiones, por el hecho de que en cada paso
dividimos a la mitad el tamafio del arreglo, podemos intuir que el costo total nos queda en O(nlogn).
Para esta demostracion, se asume que n es potencia de 2. Esto se puede hacer ya que la funcién es suave,
es decir, vale que bf € O(f) para todo b > 2. Si este no fuera el caso, no serfa una cota exacta. Luego,
se utiliza alguno de los métodos de resolucion de recurrencias presentados en el capitulo de Divide and
Conquer.

4.3. Quick Sort

Vamos a ver un algoritmo de ordenamiento que probablemente sea el algoritmo de ordenamiento
mas usado, llamado quicksort. Es tan popular debido a que no es demasiado complicado de implementar,
funciona bien en una gran variedad de situaciones, y consume menos recursos que cualquier otro algoritmo
de ordenamiento en muchas situaciones. Entre sus ventajas principales podemos encontrar que puede
realizarse in-place, que requiere O(nlogn) operaciones en el caso promedio, y que tiene un ciclo interno
extremadamente sencillo (se incrementa un puntero y se compara un elemento del arreglo contra un valor
fijo). Entre sus principales desventajas, podemos mencionar que es un algoritmo que suele implementarse
de forma recursiva (la versién iterativa es complicada), tiene un costo del peor caso en O(n?), y es sencillo
meter la pata en la implementaciéon. Una version optimizada de Quicksort suele ser significativamente
maés eficiente que cualquier otro método de ordenamiento en la mayoria de las computadoras.

La esencia de quicksort es ordenar un arreglo A[l],..., A[n] a través de elegir algin valor v en el
arreglo como elemento pivote, alrededor del cual se ordena el arreglo. Idealmente, el pivote estaria lo
mas cercano a la clave mediana del arreglo, es decir, que sea precedida por la aproximadamente la mitad
de las claves y que le siga la otra mitad. Luego, permutamos los elementos del arreglo de manera tal
que para algin j, todos los registros con claves menores que v aparezcan en A[l], ..., A[j], y que todos
aquellos cuyas claves sean mayores o iguales a v aparezcan en A[j + 1],..., A[n]. Se continua aplicando
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recursivamente quicksort sobre ambos sub-arreglos. Como todas las claves del primer grupo son menores
que todas las claves del segundo grupo, el arreglo termina ordenado. Notemos que la recursién termina
cuando tenemos un arreglo un solo elemento, y que el algoritmo es in-place (también se puede hacer
estable).

El problema que surge es cémo hacemos para encontrar al elemento mediano. Si bien existen algo-
ritmos lineales que permiten encontrar el elemento mediano en un arreglo, estos vienen acompanados por
una constante lo suficientemente alta como para que no nos resulte conveniente utilizarlos en la préctica.
Luego, la idea va a ser aplicar alguna heuristica que funcione bien en el caso promedio.

Quick Sort

Entrada: arreglo de n elementos
1 if array.length > 1 then
Elegir pivote
while Haya elementos en el array do
if elemento generico < pivote then
L insertar elemento en subarrayl

oA WN

else
L insertar elemento en subarray2

N o

quicksort(subarrayl)
9 | quicksort(subarray?2)

El costo de este algoritmo depende de la cantidad de comparaciones que se realicen a lo largo de las
recursiones. En el peor caso, el pivote elegido siempre va a dividir el arreglo en un sub-arreglo de un solo
elemento y en otro con los n — 1 elementos restantes, por lo que nos quedarfa un costo de O(n?). En el
mejor caso y en el caso promedio, se puede demostrar que nos queda un costo O(n - logn).

En la practica, la eleccién del pivot es fundamental, y se suelen tomar medidas para evitar caer en
el peor caso. Algunas optimizaciones que le podemos hacer a quicksort son:

e Usar la implementacién iterativa (importante cuando trabajamos con arreglos muy grandes, ya que
el stack de la recursién podria exceder la capacidad de memoria disponible).

e Permutar el input.

e Elegir el pivote al azar, obteniendo una probabilidad baja para el peor caso. Este es un ejemplo
simple de algoritmo probabilistico, que utiliza la aleatoriedad para mejorar la eficiencia, sin importar
el orden original del input. Sin embargo, para quicksort es probablemente exagerado utilizar un
generador de numeros completamente aleatorios solo para este propdsito: un niimero arbitrario
normalmente funcionaria igual de bien.

e Una mejora més 1til consiste en tomar 3 elementos del arreglo (normalmente se elige uno de la
izquierda, uno del medio y uno de la derecha), y luego quedarnos con la mediana de los tres como
pivote. Esta idea se puede generalizar tomando k elementos, obteniendo la mediana con algin
algoritmo eficiente para dicho propésito (la mejora serfa marginal con respecto a tomar k = 3).

e Llamar a los algoritmos simples de ordenamiento cuando los arreglos son lo suficientemente chicos
como para que resulten mds eficientes que quicksort (normalmente se toma como umbral algin
ndmero entre 5y 25).

e Si las claves son grandes y costosas de mover, podemos usar punteros para no tener que mover las
claves de lugar, a costa de un mayor uso de memoria y que acceder a las claves para realizar las
comparaciones sea mas lento.
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4.4. Arboles de decisién

Vamos a centrarnos en los algoritmos de ordenamiento que solo usan a los elementos para comparar
dos claves. Podemos dibujar un arbol binario en el que cada nodo representa el estado del programa
luego de realizar una cierta cantidad de comparaciones de claves. También podemos ver a un nodo como
representante del orden inicial de los datos que traen al programa a este estado. Luego, un estado de un
programa es esencialmente el conocimiento acerca del orden inicial del arreglo obtenido hasta el momento
por el programa.

Si cualquier nodo representa dos o més posibles ordenamientos iniciales, entonces el programa no
puede saber el ordenamiento correcto, por lo que debe realizar otra comparacién de claves, como ;es
k1 < ko7 Luego, podemos crear dos hijos para el nodo, donde el hijo izquierdo represente aquellos
ordenamientos iniciales consistentes con que k; < k3; mientras que el hijo derecho representaria aquellos
ordenamientos que sean consistentes con el hecho de que k1 > k5. Entonces, cada hijo representa el estado
consistente en la informacién acerca del padre més el hecho de que k; < ks o que k1 > ko, dependiendo
si es el hijo izquierdo o el derecho.

En general, si tenemos que ordenar una lista de n elementos, existen n! posibles salidas, que se
corresponden con los posibles ordenamientos iniciales de la lista. Es decir, cualquiera de los n elementos
podria ser el primero, cualquiera de los n — 1 restantes podria ser el segundo, etc. Por lo tanto, cualquier
arbol de decisién que describa un correcto algoritmo de ordenamiento debe tener al menos n! hojas. La
longitud de un camino a una hoja nos da la cantidad de comparaciones que se necesitan para ordenar
una lista. Luego, la longitud del camino mas largo desde la raiz hasta una hoja es una cota inferior a
la cantidad de pasos realizados por cualquier algoritmo de ordenamiento en el peor caso. Si un arbol
tiene n! hojas, sabemos que al menos tiene altura logn!, por lo que cualquier algoritmo de ordenamiento
debe ser 2(log(n!)) = Q(nlogn) (por la aproximacién de Stirling) en el peor caso. Esto nos dice que
tanto mergesort como heapsort tienen complejidad asintética 6ptima. Esta cota también vale para las
operaciones de los arboles AVL, al poder recorrerlos in-order para ordenar un arreglo. Esta cota sobre el
costo asintético de los algoritmos de ordenamiento basados en comparaciones también vale para el caso
promedio.

4.5. Bin Sorting

Se suele definir los métodos de ordenamiento en términos de operaciones bésicas de comparacién
entre dos claves y el intercambio de lugar entre la mismas. Todos los métodos de ordenamiento que
estuvimos viendo pueden describirse en términos de estas dos operaciones. Vimos que para este tipo de
algoritmos se necesitan de Q(nlogn) pasos para ordenar n elementos, si no asumimos nada acerca de las
claves.

Sin embargo, para muchas aplicaciones, es posible tomar ventaja del hecho de que las claves pueden
ser pensadas como numeros en algin rango restringido, siendo posible que podamos ordenarlas en menor
tiempo que O(nlogn). Supongamos que queremos ordenar un arreglo de enteros A que sabemos que
estan en un rango 1,...,n, sin duplicados, donde n es la cantidad de elementos. Entonces, podemos
ordenar los elementos colocdndolos en un arreglo auxiliar B segun las claves:

Bin Sorting

1 fori=1,...,ndo
2 | BA[i]] = A[i]

Este cédigo calcula a dénde pertenece el registro A[i] y lo coloca en su lugar, en tiempo O(n).
Funciona correctamente cuando tenemos exactamente un registro con clave v para cada valor de v en
1,...,n. Este es un ejemplo de ”bin-sort”, un proceso de ordenamiento en el que creamos un ”bin” para
que almacene todos los registros con cierto valor. En el caso general, vamos a tener que prepararnos para
almacenar mas de un registro en un bin y poder concatenarlos en el orden correcto. Para ello, vamos a
tener un arreglo B de listas, que vendrian siendo los bins para cada tipo de clave. En general, si tenemos
n elementos a ordenar y tenemos m claves distintas en el rango 1,2...,m, el costo total de bin sorting
nos queda en O(n + m). Si tenemos que el ntimero de claves m < n, entonces O(n +m) = O(n).
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4.5.1. Radix Sorting

Si m = n2, el algoritmo anterior nos quedaria en O(n?). La pregunta que nos surge es, jse puede
mejorar? La respuesta es que incluso si los posibles valores de las claves son 1,2, ...,n*, para cualquier
k fijo, entonces existe una técnica que generaliza bin sorting que toma tiempo O(n).

La idea es que en lugar de comparar las claves completas, vamos a procesar y comparar partes
de las mismas. Consideremos el caso en el que tenemos que ordenar n enteros en el rango de valores
0,...,n% — 1. Vamos a ordenar a los n elementos en dos pasos. Primero usamos n bins, uno por cada
entero 0,...,n — 1. Colocamos cada entero 7 en el bin nimero ¢ méd n, al final de la lista. Por ejemplo,
si tenemos n = 10 y el arreglo

A =136,9,0,25,1,49,64, 16,81, 4],

al finalizar el primer paso nos quedan 10 bins ordenados internamente en el mismo orden de aparicién
de la lista original. Luego, concatenamos los bins y nos queda

A=10,1,81,64,4,25,36,16,8,49].

Como segundo paso, lo que hacemos es volver a distribuir los nimeros de la nueva lista, pero usando
una estrategia de seleccién distinta. Ahora, en lugar de considerar el digito menos significativo, vamos
a mirar unicamente el digito mas significativo. Por lo tanto, vamos a colocar el i-ésimo elemento en el
bin | A[i]/n|, respetando el orden de los elementos en la lista (iteramos sobre ¢ = 1,...,n). Cuando
concatenamos esta segunda lista, terminamos con una lista ordenada. Para ver por qué este algoritmo
funciona, nos tenemos que dar cuenta que cuando colocamos varios enteros en un bin, estos deben estar
en orden creciente, ya que la lista resultante del primer paso los habia ordenado por el digito de mas a
la derecha (el menos significativo). Por lo tanto, en cualquier bin tenemos que los digitos de més a la
derecha forman una secuencia ordenada. De forma mas general, podemos pensar a los enteros entre 0
y n?2 — 1 como ntimeros de dos digitos en base n y usar el mismo argumento para ver que la estrategia
funciona. Este algoritmo se conoce como Radiz Sorting. El costo total de radix sorting, para claves en el
rango 0,...,n* — 1 es de O(n + kn) = O(n).

Un algoritmo de ordenamiento lineal evidentemente es deseable para muchas aplicaciones, pero hay
razones por las cuales radix sort no es tan bueno como parece ser. Primero, su eficiencia realmente depende
en que los digitos de las claves estén uniformemente distribuidos. Si esta condicién no se satisface, es
probable tener una severa degradacion en la eficiencia. En segundo lugar, se requiere de espacio adicional
para los punteros de las listas, lo cual no es necesario en otros algoritmos de ordenamiento in-place. En
tercer lugar, el ciclo interno del programa contiene varias instrucciones, por lo que si bien es lineal, no
serfa més rédpido que quicksort, salvo para arreglos muy grandes (en donde el espacio adicional requerido
por radix sort empieza a ser un factor importante a tener en cuenta). La eleccién entre quicksort y radix
sort es dificil, y es probable de que no solo dependa de las caracteristicas de la aplicacién, sino que
también de las caracteristicas del lenguaje y de la maquina en la que se ejecuta, ya que va a depender
de la eficiencia en la que se puede acceder a los digitos de las claves.
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Capitulo 5
Dividir y Conquistar

Recordemos que la técnica algoritmica de DC consiste en resolver un problema de forma recursiva,
aplicando tres pasos en cada nivel de la recursién. Primero, dividir el problema en un niimero de
subproblemas que son instancias mas chicas del mismo problema. Luego, conquistar los subproblemas
resolviéndolos de forma recursiva. Si los subproblemas son lo suficientemente chicos, resolverlos de forma
adhoc. Para finalmente combinar las soluciones de los subproblemas en la solucién del problema original
(si existe algin costo asociado a la divisién del problema en subproblemas, lo contamos como parte del
costo de la etapa de combinacién). Notemos que este método tiene sentido siempre y cuando la divisién
y la combinaciéon no sean operaciones excesivamente costosas.

Algoritmo DC

Entrada: Instancia genérica X
1 if X es lo suficientemente simple como para resolverlo ad hoc then
2 L adhoc(X)

3 else

4 Descomponer X en sub-instancias X1, Xo,..., Xk

5 fori=1...kdo

6 L Y; « DC(X;)

7 Combinar las soluciones de Y; para obtener una solucién Y para la instancia original X.

Las recurrencias van de la mano con el paradigma de DC, porque nos dan una forma natural de
caracterizar los tiempos de ejecucién de este tipo de algoritmos. Una recurrencia es una ecuacién o
inecuacion que describe la funcién en términos de su valor en entradas mas chicas. Por ejemplo, vimos
que podiamos describir el costo de merge sort por la recurrencia:

T(n) = 2T (n/2) + ©(n) sin>1
o) sin=1

cuya solucién dijimos (sin demostrar) que intuitivamente era T'(n) € G(nlogn).

Las recurrencias pueden tomar muchas formas. Por ejemplo, un algoritmo recursivo podria dividir un
problema en subproblemas de distintos tamanos (uno de tamano 2/3 y otro de tamafio 1/3). El tamano
de los subproblemas no necesariamente estd restringido a ser una fraccién constante del tamano del
problema original. Por ejemplo, una versién recursiva de la bisqueda secuencial crearia un subproblema
conteniendo solo un elemento menos que el problema original. Vamos a ver tres métodos para resolver
recurrencias:

e El método de sustitucion, en el que probamos una cota y usamos induccién para probar que es
correcta.

e El método del drbol de recurrencia, que convierte la recurrencia en un arbol cuyos nodos representan
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los costos asociados a los niveles de la recursién. Usamos técnicas para acotar sumas para resolver
la recurrencia.

e El método maestro que provee cotas para recurrencias de la forma

T(n) = {aT(n/b) + f(n) sin>1

1 sin=1

cona > 1,b> 1y f(n) una funcién dada. Este tltimo tipo de recurrencias aparecen frecuentemente,
ya que caracterizan a los algoritmos DC que crean a subproblemas, cada uno de tamartio n/b, y que
se pueden dividir y combinar en tiempo f(n). Para ver otros métodos de resolucién de ecuaciones
de recurrencia, ver 4.7 de [Bra95] y el método Akra-Bazzi.

5.1. Meétodo de sustitucion

El método de sustitucién para resolver recurrencias se compone de dos pasos:

1. Suponer que la funcién tiene cierta forma.
2. Usar induccién para encontrar las constantes y mostrar que la solucién es correcta.

Como ejemplo, determinemos una cota superior para la recurrencia
T(n) = 2T(n/2) + n.

Suponemos que la solucién es T'(n) = O(nlogn). Debemos probar que T'(n) < ¢ -nlogn para una
cierta constante ¢ > 0. Empezamos asumiendo que vale para todos los positivos n’ < n, por lo que
T(n/2) < c- §log(n/2). Si sustituimos en la recurrencia, nos queda que

T(n)=2T(n/2)+n

2(Fe(3)) 0

=cnlog(n/2)+n
= cnlog(n) — cnlog(2) +n
< cnlog(n) sic>1.

Para completar la demostracién, nos falta ver los casos bases. Por la definicién de costo asintético
debemos probar que T'(n) < cnlogn para n > ng, donde ng es una constante que podemos elegir, por
lo que no hace falta que la desigualdad valga para ng = 1. Luego, tomamos el caso ng = 2 y como toda
recursién de T'(n) con n > 2 debe derivar en T'(2) o T(3), basta con probar que existe un ¢ tal que
T(2) < 2clog(2) y T(3) < 3clog(3). Como ¢ = 2 cumple, queda demostrado que T'(n) € O(nlogn).

A veces podemos acertar en la cota asintética de la solucién de recurrencia, pero fallamos en de-
mostrarla por induccién. El problema suele ser que estamos tomando una hipétesis inductiva demasiado
débil como para probar la cota. Consideremos la recursion

T(n)=T(n/2)+T(n/2)+1

Claramente, T'(n) € O(n), por lo que intentamos probar que T'(n) < cn. Si sustituimos en la recurrencia
nos queda:
T(n)=cn/2+en/2+1=cn+1

que no implica que T'(n) < ¢n para cualquier eleccién de c¢. Lo que podemos hacer es sustraer un término
de menor grado de nuestra solucién. Es decir, vamos a probar que T'(n) < cn — d, con d > 0 constante.
Ahora nos queda que

T(n)<cn—2d+1

y tomando d > 1 quedarfa demostrado que T'(n) < ¢n — d. Notemos que no podiamos decir que

en+1€0(n) = T(n) € O(n),
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porque estarfamos usando como argumento lo que querfamos demostrar: habfamos supuesto que T'(n) <
cn 'y no lo habiamos demostrado.

A veces, nos puede servir hacer un cambio de variables para facilitarnos la resolucion de la recurren-
cia. Por ejemplo, si tenemos
T(n) =2T(v/n) + logn

no se nos ocurre qué forma tiene a simple vista. Sin embargo, podemos simplificar esta recurrencia
haciendo un cambio de variables, renombrando m = logn. Entonces

T(2™) = 2T(2™/%) + m,
y si llamamos S(m) = T(2™) nos queda la siguiente recurrencia
S(m) =25(m/2) +m,

que ya sabemos resolver (es la misma recurrencia que la de merge sort). Volviendo de S(m) a T'(n), nos
queda
T(n) = S(m) = O(mlogm) = O(logn - log(logn)).

5.2. Arbol de Recurrencia

Uno de los problemas que tiene el método de sustitucién es que no conocemos ningtin método general
para conocer la forma que tiene la funcién. Afortunadamente, podemos usar los arboles de recurrencia
para generar buenas aproximaciones. En un drbol de recurrencia, cada nodo representa el costo de algin
subproblema en el conjunto de llamados recursivos (o sea, el costo de la etapa de combine si es un nodo
interno o el costo de la etapa de adhoc si es un nodo hoja en el drbol de recursién). Podemos sumar los
costos de cada nivel para obtener un conjunto de costos por nivel, y luego sumar a estos costos por nivel
para obtener el costo total de la recursién. Si tenemos el suficiente cuidado con estas cuentas, podemos
usarlo como solucién de una funcién de recurrencia; sino, debemos formalizar mediante el método de
sustitucion. Veamos un ejemplo.

Queremos conocer una cota superior para T'(n) = 3T(n/4) + cn?. En la Fig. 5.1 podemos ver cémo
derivar el drbol de recurrencia. La parte (a) de la figura muestra T'(n), que se expande en la parte
(b) en un arbol equivalente representando la recurrencia. El término cn? en la rafz representa los costos
asociados a la cima de la recursion, y los tres subéarboles de la raiz representan el costo asociado a resolver
los subproblemas de tamano n/4. En la parte (c) vemos el siguiente paso de este proceso, expandiendo
cada nodo con costo T'(n/4) de la parte (b). El costo para cada uno de los tres hijos de la rafz es c¢(n/4)?.
Continuamos expandiendo cada nodo en el drbol siguiendo la recurrencia.
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Figura 5.1: Construyendo un &rbol de recurrencia para T'(n) = 3T (n/4)+cn?. Parte (a) muestra T'(n), que se va
expandiendo progresivamente a (b)-(d) para formar el drbol de recurrencia. El drbol completamente expandido
en la parte (d) tiene altura log, n.

Como el tamano de cada subproblema decrece por un factor de 4 en cada nivel, eventualmente
vamos a llegar a un caso base que sabemos resolver adhoc. Para simplificar, suponemos que el caso base
es cuando n = 1, por lo que llegamos a este caso luego de log, n niveles. Por lo tanto, nos queda un arbol
de altura log, n + 1.

Ahora debemos determinar el costo de cada nivel del arbol. Sabemos que cada nivel tiene 3 veces
més nodos que el nivel de arriba, por lo que la cantidad de nodos a profundidad i es 3%. Por otro lado,
como el tamano de los subproblemas se reduce por un factor de 4 en cada nivel, tenemos que cada nodo
a profundidad 4 tiene un costo asociado de c(n/4%)2. Multiplicando ambos resultados, podemos ver que
el costo total de todos los nodos a profundidad i es (3/16)%cn?, exceptuando a las hojas. El dltimo nivel,
como estd a profundidad log, n, tiene 31°81™ = nl°813 nodos, y como cada nodo cuesta T(1), nos queda
que el tiltimo nivel cuesta ©(n'°8:+3). Si sumamos todos los costos por nivel, nos queda

logan 3\ !
T _ log, 3 2 . 2
(n)=n + ; (16) cn

logan 3\¢
_ 08 2 i
=n"+cn ;(16)

N————

constante
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por lo que T(n) € O(n?).

5.3. Meétodo Maestro

El método maestro nos da una receta para resolver recurrencias del tipo
T(n) = aT(n/b) + f(n),

donde @ > 1y b > 1 son constantes positivas y f(n) es una funcién asintGticamente positiva. Este tipo de
recurrencias describen algoritmos que dividen a un problema de tamano n en a subproblemas de tamano
n/b que se resuelven en tiempo T'(n/b). La funcién f(n) engloba todos los costos asociados a la divisién
y combinacion de los resultados de los subproblemas.

El método maestro depende del siguiente teorema.

Teorema Maestro: Seaa > 1y b > 1 constantes, f(n) una funcién, y sea T'(n) definida en los enteros
no negativos por la recurrencia

T(n) =aT(n/b) + f(n).

Entonces, T'(n) tiene las siguientes cotas asintdticas:
1. Si f(n) € O(n'°8»(2)=¢) para alguna constante € > 0, entonces T'(n) € O(n'°8:(®),
2. Si f(n) € ©(n'°8 ), entonces T'(n) € O(n'°8+ @ . logn).

3. Si f(n) € Q(n'°#()+¢) para alguna constante € > 0, y si para todo n suficientemente grande vale
que af(n/b) < cf(n) para alguna constante ¢ < 1, entonces T'(n) € O(f(n)).

En los tres casos, estamos comparando la funcién f(n) con n'°8 @, Intuitivamente, el mayor de las
dos funciones determina la solucién a la recurrencia. Por ejemplo, en el caso 1 la funcién nl°g @ es la
mayor, y esto determina que T'(n) € ©(n'°8 ).

Notemos que en el primer caso, f(n) no solo debe ser menor a n'°8 %, sino que debe ser polinomial-
mente menor. Esto quiere decir que f(n) debe ser asintéticamente menor que n'°8® por un factor n¢
para alguna constante € > 0. Entonces, existe una brecha entre los casos 1 y 2 cuando f(n) es menor que
nl°8 @ pero no polinomialmente menor. En el tercer caso, ademés, no solo f(n) debe ser polinomialmente
mayor a n'°8 ? sino que debe satisfacerse la condicién de que af(n/b) < cf(n). Esta condicién suele
satisfacerse en las funciones polinomialmente acotadas. Si alguna de estas condiciones no se cumplen, no
podemos usar el método maestro para resolver la recurrencia.
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Capitulo 6

Memoria Secundaria

En este capitulo vamos a ver c6mo se resuelven los problemas de Sorting y de Searching en me-
moria secundaria. Hasta ahora, solo nos interesaba hablar de complejidad asintdtica y de TADs. Hay
situaciones en las que la abstraccion que hacemos para definir los problemas necesita un enfoque practico
que tenga en cuenta las propiedades fisicas de una computadora. Muchas aplicaciones de ordenamiento
involucran el procesamiento de archivos muy grandes, demasiado grandes como para poder entrar en la
memoria principal de cualquier computadora. Los métodos apropiados para este tipo de aplicaciones son
llamados métodos externos, ya que involucran una gran cantidad de procesamiento externo a la CPU.
Principalmente hay dos factores que hacen de los algoritmos externos diferentes de los algoritmos que
veniamos viendo. Primero, el costo de acceder a un objeto es mucho mayor que cualquier costo asociado
a los calculos en la CPU. Para tener algiin marco de referencia, podemos pensar que el acceso sobre una
memoria secundaria es 10 veces mas lento que el acceso sobre la memoria principal. En segundo lugar,
hay varias restricciones en el acceso, dependiendo del tipo de memoria externa usada, por ejemplo, los
registros en una cinta magnética solo pueden ser accedidos de forma secuencial.

Es por este motivo que se buscan algoritmos y estructuras de datos que minimicen la cantidad
de operaciones sobre las memorias secundarias, a pesar de que eso resulte en mas operaciones en la
memoria principal. La idea es que el analisis asintético sigue valiendo, pero cuando las constantes son
tan grandes, vale la pena pensar soluciones alternativas. En este contexto, lo que buscamos es minimizar
la cantidad de veces que un elemento es movido de la memoria secundaria a la memoria principal, y que
estas transferencias se realicen de la forma més eficiente que permita el hardware.

Vamos a centrarnos en los métodos externos basicos sobre cintas magnéticas y discos, porque es
probable que estos dispositivos sigan siendo de uso masivo y, ademds, ilustran dos modos fundamental-
mente distintos de acceso que caracterizan muchos sistemas de memoria externa. Para muchos de los
dispositivos de memoria secundaria, el tiempo de acceso estd dominado por el tiempo que se tarda en
posicionar para leer el dato, més atin considerando que los datos se pueden acceder de a bloques en
forma simultdnea. Por ejemplo, en un disco rigido se leen de a bloques (de tamafio fijo) de bytes, y no
de a bytes sueltos. Por este motivo, conviene pensar en algoritmos que accedan a datos contiguos en la
memoria secundaria.

6.1. Ordenamiento Externo

La mayoria de los métodos de ordenamiento externo usan la siguiente estrategia general, conocida
como Ordenacion-Fusion (Sort-Merge): primero hacer una pasada sobre el archivo a ser ordenado, divi-
dirlo en bloques de tamano similar al de la memoria interna, y ordenar estos bloques. Luego, combinar
los bloques ordenados, haciendo varias pasadas por el archivo, obteniendo bloques ordenados cada vez
maés largos, hasta que eventualmente tengamos todo el archivo ordenado. Los datos suelen ser accedidos
de forma secuencial, lo que hace a este método apropiado para la mayoria de los dispositivos externos.
Los algoritmos de ordenamiento se esfuerzan por reducir el niimero de pasadas sobre el archivo y reducir
el costo de una sola pasada para que sea lo mas cercano al costo de copia posible.
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Como la mayorfa de los costos en un método de ordenamiento externos se debe a la entrada /
salida, podemos dar una medida aproximada del costo de un algoritmo de sort-merge a partir de contar
el numero de veces en las que cada palabra en el archivo es leida o escrita. Dentro de esta familia de
algoritmos de ordenamiento externo, vamos a centrarnos en las siguientes tres implementaciones:

e Fusién Miiltiple Equilibrada (Balanced Multiway Merging).
e Seleccién por sustitucién (Replacement Selection).

e Fusién Polifésica (Polyphase Merging).

6.1.1. Fusion Miiltiple Equilibrada

La FME es el procedimiento mas sencillo basando en la estrategia sort-merge. Para entender su
funcionamiento, vamos a seguir los distintos pasos para un archivo de ejemplo. Supongamos que tenemos
que ordenar el siguiente archivo:

"EJEMPLODEORDENACIONFUSION”

Los registros estdn en una cinta y solo pueden ser accedidos secuencialmente (el segundo registro no
puede ser leido antes que el primero, etc). Ademds, en memoria solo hay espacio para un ntmero fijo de
registros (vamos a suponer 3 registros), pero disponemos de todas las cintas auxiliares que necesitemos.

El primer paso para el algoritmo de FME consiste en recorrer secuencialmente el archivo de entrada,
trayendo hasta 3 registros a la memoria principal de a uno, y ordendndolos utilizando algtin algoritmo
de ordenamiento interno, para finalmente escribirlos ordenados en una cinta auxiliar. Ahora, para poder
combinar estos bloques, estos deben estar en cintas diferentes (porque el acceso a una cinta es secuencial).
Si queremos hacer una fusién de 3 vias, entonces usarfamos tres cintas auxiliares distintas (escribiendo
el resultado del i-ésimo bloque lefdo en la cinta 7 médulo 3). Si el archivo no es miltiplo de 3 registros,
simplemente el ultimo bloque va a quedar con uno o dos elementos vacios.

FME - Ordenacién (Primera Pasada)

Entrada: Archivo a ordenar
1 while Haya elementos en la cinta de entrada do
2 for:=1,2,3 do
3 L L Leer de a bloque 3 registros, ordenarlos en RAM, y escribirlos en la cinta i.

cinta 1 [E|[E][J] m [D][O][R] m [F][N][U] m
Cinta 2 @@El w @@E w m@@ .
cinta3 [D][E][O] m [C][1][O] m [N] m

Cinta4d W
Cinta5 W
Cintac W

Figura 6.1: Fusién equilibrada de tres vias: resultado de la primera pasada.

Ahora estamos en condiciones de empezar a combinar los bloques ordenados de tamafno 3. Primero,
leemos el primer registro de cada cinta auxiliar y escribimos como salida aquella con la clave mas chica
entre los tres registros. Si hubiésemos usado més de 3 cintas para almacenar los registros, no podriamos
hacer este paso, al no alcanzarnos la capacidad de la memoria principal para hacer la fusion.

Luego, se lee el siguiente registro de la misma cinta del registro que acaba de salir, para volver a
escribir la clave més chica entre los tres registros. Cuando llegamos al final de un bloque de tres palabras,
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entonces esa cinta es ignorada hasta que los bloques de las otras dos cintas se terminen de procesar, es
decir, hasta que los nueve registros se hayan escrito en la salida. El proceso se repite para combinar los
segundos bloques de tres palabras de cada cinta en un segundo bloque de nueve palabras (que se escribe
sobre una cinta diferente, y asi estar lista para la siguiente combinacién). Continuando, tenemos tres
bloques largos de 9 elementos ordenados que pueden fusionarse para completar el ordenamiento.

Si tuviésemos un archivo mucho mas largo con muchos bloques de tamano 9 en cada cinta, entonces
terminariamos la segunda pasada con bloques ordenados de 27 elementos en las cintas 1,2 y 3. Luego,
una tercera pasada produciria bloques de tamano 81 en las cintas 4,5 y 6, y asi siguiendo. En conclusioén,
necesitamos seis cintas para ordenar un archivo de tamano arbitrario: tres para usarlas como entrada y
tres para usarlas como salida de cada una de las combinaciones de 3 vias. Si no tenemos tantas cintas
auxiliares, es posible utilizar tan solo 4 cintas: la salida se guardaria en una sola cinta, y los bloques de
esta cinta se distribuiria en las tres cintas de entrada en cada paso de fusion.

Este método se conoce como Fusion Multiple Equilibrada: es un algoritmo facil de implementar y un
buen punto de partida para la implementacién de algoritmos de ordenamiento externo. Los algoritmos
maés sofisticados que veremos mas adelante pueden ordenar el doble de rapido, pero no mucho més. Sin
bien no parece una gran mejora, cuando tenemos tiempos de ejecucién muy altos, incluso una pequena
mejora puede ser significativa.

FME - Fusién (Segunda Pasada)

Entrada: Archivo a ordenar
1 while haya segmentos de 3 palabras ordenados en las cintas 1,2,3 do
2 L for i =4,5,6 do

3 L Fusionar los 3 bloques de longitud 3, armando uno de 9 y almacenarlo en la cinta i.

Cintal B
Cinta2 W
Cinta3

Cina4 [D] [E][E] [E][J] [L][M] [O] [P] m
cinws [A][C][D][E][1][N][O] [O] [R] m
Cinta 6 E[E@@@@ .

Figura 6.2: Fusién equilibrada de tres vias: resultado de la segunda pasada.

Supongamos que tenemos N palabras a ordenar y una memoria interna de tamafio M. Entonces,
el primero paso de ordenamiento produce N/M bloques ordenados. Si hacemos una fusién de P vias en
cada paso siguiente, entonces el nimero de pasadas sobre el archivo es alrededor de logp(N/M), ya que
cada pasada reduce el nimero de bloques ordenados en un factor P.

6.1.2. Selecciéon por sustitucion

Resulta que los detalles de implementacién del método anterior pueden ser desarrollados de forma
elegante y eficiente usando colas de prioridad. Primero, vamos a ver que las colas de prioridad proveen una
forma natural de implementar una FME. La idea va a ser utilizar una cola de prioridad de tamano
M para implementar ambas partes de la FME. La ventaja que nos da la utilizacién de una cola de
prioridad es que vamos a poder generar secuencias ordenadas de mayor longitud en la primera pasada,
incluso superando el limite impuesto por la capacidad de la memoria principal (recordemos que en el caso
anterior, solo podiamos ordenar 3 registros a la vez, al contar con una memoria de tan solo 3 registros),
reduciendo la cantidad de fusiones necesarias para ordenar el archivo.

Lo tnico que se necesita para realizar la operaciéon de fusién a P vias es poder darle salida al
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elemento mas chico perteneciente a los bloques a fusionar. Una vez extraido ese elemento, se reemplaza
con el siguiente elemento del bloque al que pertenecia. Entonces, la idea va a ser utilizar una cola de
prioridad para armar esos bloques, y asi vamos encolando y desencolando a los elementos del archivo
a través de la cola de prioridad, sustituyendo al elemento més chico por el siguiente del bloque. Esta
manera de usar colas de prioridad a veces se llama seleccidon por sustitucion (replacement selection).
Para hacer una fusién de P vias, podemos usar el método de seleccién por sustitucién sobre una cola de
prioridad de tamano P para encontrar en la memoria principal el siguiente elemento a escribir.

Este método no nos resulta de interés por el hecho de que podemos obtener el minimo en tiempo
O(logn), a diferencia de una solucién de fuerza bruta en O(n), ya que estos cdlculos los realizamos en la
memoria principal, por lo que son despreciables. La importancia real de este método es la manera en la
que puede ser usado en la primera etapa del proceso de Ordenacion-Fusién, formando bloques ordenados
iniciales de mayor longitud en la primera pasada, reduciendo la cantidad de pasadas de fusién necesarias
para ordenar el archivo.

La idea es pasar el input (desordenado) a través de una larga cola de prioridad, siempre sacando el
elemento mas chico en la cola de prioridad, y reemplazarlo siempre con el siguiente elemento de la cinta
a la que pertenecia, con una salvedad adicional: si el nuevo elemento es mas chico que el que acaba de
salir, entonces, no es posible que agregarlo al bloque ordenado actual (de forma eficiente). Sin embargo,
lo que podemos hacer es marcarlo como miembro del siguiente bloque y tratarlo como si fuera mayor
que todos los otros elementos en el bloque actual. Un elemento marcado de la misma manera que el
elemento raiz se considera que estd en el bloque actual, y que el resto pertenece al siguiente bloque. De
esta manera, conseguimos generar salidas més largas. Cuando un elemento marcado llega a la cima de
la cola de prioridad, el viejo bloque ya terminé y un nuevo bloque acaba de empezar.

« EJEMPLODEORDENACIONFUSION
|

Cola de prioridad
E-E-J-L-M-O-P

Figura 6.3: Ejemplo de Seleccién por sustitucion.

Una vez terminamos la primera pasada, el algoritmo continia aplicando fusiones como en FME. Se
puede demostrar que, si las claves son aleatorias, las secuencias ordenadas creadas con este algoritmo
tienen el doble de longitud que las que podrian producirse usando un método interno (en promedio). El
efecto practico que ganamos con esto es que nos ahorramos una pasada sobre la secuencia: en lugar de
iniciar con secuencias ordenadas de tamano cercano al de la memoria principal, para luego hacer un paso
de fusién produciendo secuencias del doble del tamano, podemos empezar directamente con secuencias
del doble del tamano de la memoria, utilizando una cola de prioridad de tamano M. Si existe algin
orden entre las claves, las secuencias seran mucho mas largas. Por ejemplo, si ninguna clave tiene méas
de M claves mayores antes de ella en el archivo, el archivo serd completamente ordenado en una sola
pasada, y no se necesitard de aplicar fusiones. Esta es la razén practica mas importante por la cual usar
este método.

En resumen, el método de seleccién por sustitucion puede ser usado para ambos pasos de ordenar y
fusionar de una Fusién Multiple Balanceada. Para ordenar N registros usando una memoria interna de
tamano M y P+1 cintas auxiliares, primero usamos seleccién por sustitucién con una cola de prioridad M
para producir secuencias ordenadas iniciales de longitud 2M o més, y luego usar selecciéon por sustitucion
con una cola de prioridad P para hacer log,(N/2M) (o menos) pasadas de fusién.
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6.1.3. Fusion Polifasica

Uno de los problemas con la fusién multiple balanceada es que requiere de una cantidad excesiva
de cintas auxiliares (o hacer muchas més copias de las necesarias). Para una fusién de P vias debemos
usar 2P cintas (P como entrada y P como salida) o debemos copiar casi todo el archivo de una sola
cinta de salida, distribuyendo esta cinta de salida a las P cintas de entrada, entre cada pasada de fusién
(duplicando la cantidad de pasadas). Varios algoritmos de ordenamiento para cintas se han inventado
para eliminar virtualmente todas estas copias a través de cambiar la manera en la que los bloques mds
cortos son ordenados y fusionados. El método mas conocido es la Fusion Polifdsica.

La idea bésica detras de la fusion polifasica es distribuir los bloques ordenados producidos por el
método de seleccién por sustitucién de manera algo dispareja entre las cintas disponibles, dejando una
completamente vacia, y luego aplicar una estrategia de ”fusion hasta el vaciado”. Cuando alguna cinta de
entrada queda vacia, cambia de roles con la cinta de salida. Una de las ventajas que tiene este algoritmo
es que nos permite trabajar con el niimero arbitrario de cintas que dispongamos para el ordenamiento,
sin tener la necesidad de copiar registros.

Por ejemplo, supongamos que tenemos tan solo tres cintas, y empezamos con la siguiente configura-
cioén inicial de bloques ordenados en cintas. Primero aplicamos seleccién por sustitucion sobre el archivo
con una memoria interna que puede almacenar tan solo dos registros. Luego de tres fusiones a dos vias de
las cintas 1 y 2 a la cinta 3, la segunda cinta termina vacia y nos quedamos con la siguiente configuracion.
Después, continuamos con dos fusiones de 2 vias entre las cintas 1 y 3 con salida a la cinta 2, quedando
la primera cinta vacia.

Cinta 1 iE]J|.iElM[P|IIL|0|l'DiE[01H-IID!ElN‘l
Cinta 2 :AIC|||N|0|.|F|S|U|'r|!N[0|l
Cinta 3 ]

Cintal [D]E[O/R|m[D[E[N|m

Cinta 2 | ]
cinta3 [A[CIE[1]JIN[O|m[E[FIM[P[S[U/m[I[L[N[O]O]m
Cinta 1 |

Cina2 [A[C[D[E[E[T[J[N[O[O[R|m[D[E[E[F[M[N]P|S[U]m

Cinta 3 I/[LIN|/O|O|m

Figura 6.4: Etapas iniciales de una fusién polifdsica con tres cintas.

El ordenamiento es completado en dos pasos mas. Primero, una fusién a 2 vias entre las cintas 2 y
3 con salida a la cinta 1. Por dltimo, hacemos una fusién a 2 vias entre las cintas 1 y 2 con salida a la
cinta 3, terminando con todo el archivo ordenado en la cinta 3.

6.2. Busqueda Externa

Tener algoritmos de bisqueda externa eficientes es de una inmensa importancia préactica, ya que el
acceso a grandes archivos suele representar una fraccién bastante significativa del consumo de recursos en
una computadora. Vamos a centrarnos en los métodos de btisqueda en discos, porque en los dispositivos
secuenciales como las cintas, las bisquedas deben ser secuenciales y no podemos hacer algo mucho mejor
que el método trivial de montar la cinta y leerla hasta encontrar el objeto. En cambio, para las memorias
secundarias que ofrecen la posibilidad de realizar accesos arbitrarios de forma eficiente, como es el caso
de los discos, existen algoritmos y estructuras de datos que nos permiten encontrar un objeto particular
entre miles de millones de palabras en tan solo dos o tres accesos.

Vamos a considerar que el disco esta dividido en pdginas, es decir, bloques contiguos de informacién
que pueden ser accedidos de forma eficiente por el hardware del disco, y cada pagina va a contener
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muchos registros; nuestra tarea es organizar los registros dentro de las paginas y las paginas dentro de
los discos de manera tal que cualquier registro pueda ser accedido tan solo leyendo unas pocas paginas.
Vamos a asumir que el tiempo de E/S requerido para leer una pdgina completa domina al tiempo de
procesamiento requerido para hacer cualquier computo que involucre a esa péagina.

6.2.1. Acceso Secuencial Indexado

El método de Acceso Secuencial Indexado combina una organizacién secuencial de claves con la
utilizacién de indices, que nos permiten obtener en unos pocos accesos a disco el registro buscado. Es
un método apropiado para aplicaciones estdticas, donde los cambios sobre los datos son poco frecuentes.
La desventaja de este método es que modificar el indice (o directorio) es una operacién costosa. Por
ejemplo, agregar una sola clave puede requerir la reorganizacién completa del archivo, con muchas nuevas
posiciones para claves y nuevos valores para los indices. Para combatir estos defectos, los sistemas proveian
overflow pages en los discos y overflow space en las paginas, pero estas técnicas simplemente retrasaban
la necesidad de reorganizar el disco, que tipicamente ocurrian cuando el nimero de agujeros dejados por
los borrados y las overflow areas creadas por inserciones habian crecido lo suficiente como para degradar
la eficiencia del sistema severamente.

Los registros van a estar almacenados en orden creciente segtin sus claves, a lo largo de las distintas
péaginas y discos. Para evitar tener que revisar cada una de las paginas de cada disco, vamos a mantener
un indice que nos diga qué claves pertenecen a las paginas de qué disco, permitiendo saber si esta presente
una clave en una pagina mirando este indice. Una entrada del indice consiste de una clave de busqueda
y un puntero al registro asociado (formado por un identificador de la pagina y un offset dentro de la
misma apuntando al inicio del registro). Cada disco va a tener un indice propio, que se almacena en su
primer péagina.

En lugar de tener una entrada por cada clave, vamos a tener una entrada para algunos (pocos)
de los registros, reduciendo el tamano del indice. En particular, como una pégina suele contener varios
registros, vamos a tener una entrada por cada pagina, que nos indica cudl es la tltima clave de la pagina
anterior y la tltima clave la pdgina actual (en la primer entrada del indice tenemos la dltima clave de la
ultima pagina del disco anterior). Por ejemplo, podriamos tener la siguiente organizacién:

e Disco1: *1c 2 e AAAC EEEE
e Disco 2: e 112 n EGHI LLMN

e Disco 3:n 11 2x NPRR STXX

En la primer pagina de cada disco tenemos el indice: las letras en mintscula indica que son las claves y
no los registros; los niimeros son los indices de las paginas. Luego, podemos encontrar cualquier registro
de la siguiente manera. Primero buscamos la entrada con la menor clave que sea mayor o igual a la clave
de busqueda. Empezando desde el registro apuntado por esa entrada, seguimos los punteros en el archivo
hasta encontrar el registro buscado.

Si el indice es lo suficientemente chico como para entrar en memoria principal, el tiempo de bisqueda
para encontrar una entrada particular es bajo. Sin embargo, si el indice es tan grande que no puede ser
almacenado en memoria principal, debemos colocarlo en memoria secundaria. Notemos que si bien un
indice puede entrar en la memoria principal de la computadora, debe competir por el espacio con muchas
otras tareas y procesos, por lo que en realidad disponemos de una fraccién pequena de la memoria
principal para almacenar estos indices, por lo que casi siempre vamos a tener que recurrir al uso de
memoria secundaria. Podemos pensar en utilizar buisqueda binaria sobre el indice para encontrar la
entrada, pero esta seguiria siendo demasiado costosa. Si el indice ocupa b paginas, la busqueda binaria
requeriria de logb accesos a disco. Para un indice de 10000 paginas, la busqueda binaria realizaria 14
lecturas de péginas (demasiados accesos para una sola bisqueda).

Para resolver este problema, lo que vamos a hacer es tratar al propio indice como cualquier otro
archivo secuencial, y vamos a mantener un indice exterior para navegar sobre el indice original (interior).
Este indice exterior (o indice maestro) tiene una entrada por cada disco, indicando cudl es la tltima clave
que contiene. Por ejemplo, el indice maestro nos dirfa que el disco 1 contiene claves k£ < F, el disco 2
claves E < k < O, etc. Si el archivo es lo suficientemente grande como para que el indice exterior ocupe
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varias pdginas, podemos volver a repetir este proceso tantas veces como sea necesario (los indices con
dos o0 maés niveles se conocen como 7ndices multinivel). Este indice maestro suele ser lo suficientemente
chico como para que facilmente se guarde en la memoria principal, por lo que podemos garantizar que la
mayoria de los registros pueden ser encontrados en tan solo dos accesos a disco: uno para traerse el indice
de algin disco apropiado y otro para traerse la pagina que contiene al registro. De esta manera, reducimos
considerablemente la cantidad de accesos a disco con respecto a una biisqueda binaria (pasamos de 14
accesos a tan solo 2). Es posible que tengamos que hacer accesos adicionales cuando no podemos saber
si el registro estd en una pédgina o en la siguiente (en el ejemplo, si la clave es F, no tenemos manera de
saber de antemano si el registro estd en el disco 1 o en el disco 2).

Cuando insertamos o borramos un registro, se deben actualizar los indices adecuadamente (inclu-
yendo a los indices de niveles superiores). Para la insercién, primero realizamos una bisqueda utilizando
la clave del registro a insertar. Si el sistema crea una nueva pagina, se actualiza el indice agregando una
nueva entrada. Sino, se agrega el registro a alguna pédgina ya existente, y si su clave es la mayor de esa
pagina, se actualiza la entrada asociada a la siguiente pagina.

Cuando borramos un registro, el sistema busca el registro a borrar. Si el indice no contiene una
entrada que apunte a este registro, no es necesario actualizar el indice. Caso contrario, el sistema toma
las siguientes acciones:

e Si hay algin otro registro con la misma clave, el sistema actualiza la entrada del indice con un
puntero al siguiente registro con la misma clave.

e Sino, el sistema cambia el valor almacenado en la entrada del indice por la siguiente clave almace-
nada. Si esta ya tiene una entrada asociada, en lugar de pisar el valor, la entrada es borrada.

6.2.2. Arboles B

Un método que funciona bien en el escenario dindmico, en el que no solo accedemos a los registros,
sino que también los modificamos, se basa en la utilizacion de los arboles B para organizar el disco.
Consideremos un arbol binario de bisqueda grande, e imaginemos que estd almacenado en un disco. Si
buscamos sobre este arbol de la manera en la que veniamos viendo con algoritmos internos, tendriamos
que hacer cerca de logn accesos a disco antes de completar la bisqueda. Ahora, supongamos que en
lugar de utilizar arboles binarios, utilizamos arboles 6-arios; si accedemos una pagina a la vez, entonces
necesitariamos tan solo un tercio de los accesos que teniamos antes, por lo que la biisqueda seria tres
veces mas rapida. El cambio esencial entre un arbol binario y un drbol B es que en estos tltimos podemos
agrupar muchas mas claves en un solo nodo. Por ejemplo, si tenemos un arbol B con una ramificacién
de 128 vias en cada nodo, podriamos encontrar cualquier clave en una tabla de un millén de entradas en
tan solo tres accesos a disco.

El objetivo que tenemos es minimizar la altura del arbol. Para que el arbol no sea demasiado alto,
lo que vamos a hacer es tener mucha ramificacién, para lo cual necesitamos poder almacenar muchos
registros y punteros en cada nodo. Ademads, para evitar tener que acceder a mas de una pagina por nivel
del drbol, queremos limitar el espacio ocupado por cada nodo a unas pocas paginas (preferentemente
una sola). Por tltimo, para evitar un gran desperdicio de memoria, vamos a pedir que en todo momento,
todos los nodos estén a la mitad de su capacidad (si los nodos tienen a lo sumo M entradas ocupadas,
vamos a exigir que tengan como minimo M /2 ocupadas). Para ver cémo funcionan los drboles B, primero
vamos a ver una variante mas sencilla de los mismos, y luego vamos a ver cémo podemos generalizar este
caso particular para arboles de cualquier aridad.

En los Arboles 2-3-4, los nodos pueden contener 1,2 o 3 claves. Un i-nodo contiene ¢ — 1 claves y de
este se desprenden ¢ subédrboles. La idea es que si un nodo tiene dos claves ¢; < cg, el primer subarbol
contenga claves menores que cq, el segundo subarbol contenga claves entre c¢; y ¢a, y el tercer subarbol
contenga claves mayores que co. Para realizar una busqueda, comenzando desde la raiz, comparamos
nuestra clave de busqueda con todas las claves almacenadas en el nodo actual:

e Si son todas distintas a nuestra clave, bajamos por subdrbol que podria contener a nuestra clave,
y volvemos a iterar (si llegamos a un nodo externo, terminamos y la bisqueda no fue exitosa).

e Sino, encontramos la clave y la bisqueda resulté exitosa.
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Cuando hacemos una insercién, tenemos que preservar el invariante de los drboles 2-3-4. Para ello,
lo que se hace es buscar en el arbol la posicién que le corresponderia a la nueva clave. Si el nodo es
un 2-nodo (o un 3-nodo), simplemente agregamos la clave al nodo, queddndonos con un 3-nodo (o un
4-nodo). En caso de que se trate de un 4-nodo, no podemos agregar la clave al nodo (decimos que el
nodo estd saturado). Por lo tanto, lo que vamos a hacer es dividir el 4-nodo en dos 2-nodos, y vamos a
pasar una de sus claves hacia arriba en el arbol. En la Fig. 6.5 podemos ver cémo dividimos un 4-nodo,
y la idea es que podemos representar a un 4-nodo como un drbol binario de tres elementos (se cumple el
mismo invariante y tenemos la misma cantidad de nodos externos).

Supongamos que tenemos que insertar las claves ASEARCHINGEXAMPLE enun
arbol inicialmente vacio (en ese orden). Empezamos con un 2-nodo (A), luego un 3-nodo (A S), luego un
4-nodo (A E S). Cuando tenemos que poner una segunda A en el 4-nodo, el algoritmo divide el 4-nodo
formando un drbol binario antes de insertar la clave A, de manera tal que ahora si hay espacio para A.

Figura 6.5: Equivalencia entre 4-nodo y arbol binario

En definitiva, cuando tenemos un 4-nodo, este se divide en dos 2-nodos para hacer lugar a la nueva
clave, reubicando la clave del medio al nivel de arriba. El problema que nos falta resolver es qué hacemos
cuando tenemos que dividir un 4-nodo cuyo padre es también un 4-nodo. Una posibilidad seria balancear
desde abajo hacia arriba. Primero, realizamos una bisqueda en el arbol para encontrar la hoja en la que
debemos insertar el nuevo elemento. Si la hoja es un 2-nodo o un 3-nodo, simplemente le agregamos la
nueva clave. Si es un 4-nodo, lo dividimos como se muestra en la Fig. 6.5 (insertando el nuevo elemento
en alguna de las dos hojas), y subimos al elemento del medio al nodo padre. Si el padre es un 2-nodo o
un 3-nodo, lo podemos agregar directamente, terminando el procedimiento; sino, debemos volver a iterar
hacia arriba en el arbol, hasta que nos encontremos con un 2-nodo o un 3-nodo en el camino hacia arriba.
En el peor caso, vamos a llegar hasta la raiz, y vamos a tener que hacer crecer el drbol un nivel para
arriba (similar a la Fig. 6.5). Este tipo de arboles 2-3-4 se conocen como bottom-up 2-3-4 trees.

Otra posibilidad es asegurarse que el padre de cualquier nodo que veamos en el camino de bajada no
sea un 4-nodo. Si alguno de ellos fuera un 4-nodo, lo dividimos de forma preventiva. Especificamente, cada
vez que nos encontremos con un 2-nodo conectado a un 4-nodo, lo deberiamos transformar en un 3-nodo
conectado a dos 2-nodos; y cada vez que nos encontremos en el camino de bajada a un 3-nodo conectado
a un 4-nodo, deberiamos transformarlos en un 4-nodo conectado a dos 2-nodos. Esta alternativa funciona
mejor en la préactica, ya que evita recorrer dos veces los mismos nodos, genera una menor cantidad de
divisiones, y funciona mejor para accesos concurrentes a los datos.
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Figura 6.6: (a) 2-nodo conectado a 4-nodo. (b) 3-nodo conectado a 4-nodo.

Cada una de las transformaciones suben una de las claves de un 4-nodo a su padre en el arbol,
reestructurando los enlaces de forma acorde. Notemos que no tenemos que preocuparnos explicitamente
acerca de si el padre es un 4-nodo, ya que las transformaciones que fuimos aplicando en el camino de
bajada nos aseguran que vamos a terminar en una hoja que no es un 4-nodo. Cuando la raiz se vuelve un
4-nodo, vamos a dividirlo en tres 2-nodos, como hicimos en el primer caso A E S, haciendo que el drbol
crezca un nivel para arriba. Como los 4-nodos se dividen en el camino de bajada, estos arboles se llaman
top-down 2-3-4 trees. Una caracteristica fundamental de estas transformaciones es que son completamente
locales: ninguna parte del drbol debe ser examinada o modificada, més alld de las mencionadas en la Fig.
6.6.

Lo interesante de los arboles 2-3-4 es que, incluso sin habernos preocupado por el balanceo, el arbol
resultante queda perfectamente balanceado, es decir, la distancia de la raiz a cualquier nodo hoja es
siempre la misma. Esto es una propiedad muy importante, porque implica que el tiempo requerido para
una busqueda, inserciéon y borrado es siempre proporcional a logn. Para ver que el arbol siempre queda
perfectamente balanceado, simplemente tenemos que darnos cuenta que las operaciones que realizamos
no tienen ningun efecto sobre la distancia entre ninguna hoja a la raiz, exceptuando el caso en el que
dividimos la raiz (incrementando la distancia de todos los nodos a la raiz en uno).

Consideremos ahora la operacién de borrado (bottom-up) de una clave k en un arbol 2-3-4. Comen-
zamos buscando al nodo z que contiene a k en el arbol. Luego, vamos a reducir el problema al caso al
de tener que borrar un nodo hoja. Supongamos que k estd almacenada en la i-ésima entrada del nodo z,
que dijimos que no era una hoja. En este caso, intercambiamos a k con la iltima clave que se almacena
en un nodo v que si es una hoja, donde v es el nodo de mas a la derecha del subarbol enraizado en el
i-ésimo hijo de z. Luego, nos falta borrar a k de v.

e Si v no era un 2-nodo, simplemente borramos a k de v.

e Sino, revisamos si algin hermano (inmediato) de v es un 3-nodo o un 4-nodo. Si encontramos algin
hermano w que sea un 3-nodo o un 4-nodo, realizamos una operacién de transferencia:

o moviendo un subéarbol de w a v,
o una clave de w al padre de v (p(v) = u),
o y una clave de u a v.
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e Si v era un 2 nodo y no tiene ningtin hermano que sea un 3-nodo ni un 4-nodo, entonces realizamos
una operacién de fusion, en la que fusionamos a v con uno de sus hermanos, creando un nuevo
nodo v, y movemos una clave de v a v'.

La operacién de fusion sobre v podria generar un nuevo underflow en u, que dispararia una transfe-
rencia o una fusién sobre u. Si el underflow se propaga todo el camino hacia arriba hasta la raiz, entonces
la raiz es borrada. En las figuras 6.7 y 6.8 vemos distintas secuencias de borrados sobre arboles 2-3-4.

(g)

Figura 6.7: Una secuencia de borrados de un arbol 2-3-4: (a) borrado de 4, causando un underflow; (b) una
operacién de transferencia; (c) luego de la operacién de transferencia; (d) borrado de 12, causando un underflow;
(e) una operacién de fusién; (f) luego de la operacién de fusién; (g) borrado de 13; (h) luego de borrar 13.
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(c) (d)

Figura 6.8: Una secuencia de propagacién de fusiones en un drbol 2-3-4: (a) borrado de 14, que causa un
underflow; (b) fusién, que causa otro underflow; (c) segunda operacién de fusién, que causa el borrado de la raiz;
(d) 4rbol final.

Los algoritmos top-down (y los bottom-up) que vimos para los arboles 2-3-4 se extienden ficilmente
para manejar nodos con més claves, donde cada nodo puede tener hasta M — 1 claves y M subérboles.
La busqueda procede de una manera analoga a la de los arboles 2-3-4: para movernos de un nodo al
siguiente, primero encontramos el intervalo adecuado para la clave en el nodo actual y luego salimos por
el eje correspondiente. Continuamos de esta manera hasta que llegamos al nodo hoja correspondiente.

Si queremos insertar un elemento, realizamos una busqueda hasta llegar a una hoja, para luego
insertar la nueva clave. Al igual que en los drboles top-down 2-3-4, es necesario dividir los nodos que
estan saturados en el camino de bajada del drbol: en cualquier momento en el que veamos un k-nodo
unido a un M-nodo, lo reemplazamos por un k + 1-nodo unido a dos M /2-nodos (subiendo al elemento
del medio). Esto garantiza que cuando se llega al piso del drbol haya espacio para insertar un nuevo
nodo. Ademsds, todos los nodos internos (salvo la raiz) estdn, como minimo, a la mitad de su capacidad,
por lo que no se desperdicia (demasiada) memoria. La distincién entre una estrategia top-down y una
bottom-up es indiferente en muchas aplicaciones que utilizan arboles B, ya que estos suelen ser aplanados,
y el costo de cada operacién nos queda entre log,, N (mejor caso) y logy, o N (peor caso).

[Foxsr b [rox] [Tuv]

ITIT] 111 11T

R R R R PR R 1T, 5T 1 1y

Figura 6.9: Dividiendo un nodo con M = 8. El nodo y, i-ésimo hijo del nodo z, se divide en dos nodos, y y z, y
la clave mediana S de y sube a x, ubicdndose como i-ésima clave de .

El borrado en un arbol B es similar a la insercién, con la diferencia de que podemos borrar una clave
de cualquier nodo (y no solo de una hoja). Debemos asegurar que la cantidad de claves que almacena el
nodo no sea menor que M /2. Supongamos que queremos borrar la clave k del subdrbol enraizado en z.
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Entonces, vamos a seguir los siguientes pasos.
1. Si la clave k estd en el nodo z y = es una hoja, borramos k de z.
2. Si k es una clave de z y x es un nodo interno, hacemos lo siguiente:

a) Siel hijo y que precede a k en  tiene al menos M /2 claves, entonces buscamos el predecesor &’
de k en el subarbol enraizado en y. Reemplazamos k por k' en x y borramos k recursivamente
(ahora k estd en una hoja).

b) Si y tiene menos que M /2 claves entonces miramos el hijo z que le sigue a k en z. Si z tiene
al menos M /2 claves, entonces buscamos el sucesor k' de k en el subédrbol enraizado en z.
Reemplazamos k por k' en x y borramos k recursivamente (ahora k estd en una hoja).

¢) Sino, fusionamos k y todo z en y, de manera tal que x pierda tanto a k como su puntero a z,
e y ahora contiene M — 1 claves.

3. Si k no es una clave de z, determinamos la clave ¢; tal que el subarbol enraizado en ¢; pueda
contener a k. Luego, aplicamos el paso 3a o 3b segin corresponda para garantizar que al bajar
vamos a llegar a un nodo con al menos M /2 claves. Terminamos haciendo recursién sobre el hijo
apropiado de .

a) Si¢; tiene tan solo M /2 —1 claves pero tiene un hermano inmediato con al menos M/2 claves,
tomamos una clave de x para ¢;, y subimos una clave de este hermano inmediato (izquierdo
o derecho) de ¢; hacia x (junto con los punteros).

b) Si ambos hermanos tienen M/2 — 1 claves, fusionamos ¢; con uno de sus hermanos, que
involucra bajar una clave de z hacia el nuevo nodo, para que termine siendo la clave mediana.

Arboles B*: Recordemos que nuestro objetivo era maximizar la ramificacion en el arbol, permitiendo
realizar busquedas en un menor nimero de accesos a disco. La idea es que podemos aumentar la ramifi-
cacion del arbol si diferenciamos la estructura de los nodos internos de los nodos hojas. La idea es que los
nodos internos nos permitan recorrer el arbol, utilizando claves y punteros, hasta llegar a alguna hoja,
en donde se almacenan los registros.

Como los registros suelen ocupar més espacio que punteros y claves, podemos aumentar conside-
rablemente la ramificaciéon de los nodos internos. De esta manera, tendriamos dos valores de M: uno
para los nodos internos que determina el factor de ramificacién del drbol (M;) y otro para las hojas que
determina la posicién de cada registro en disco (Mp). La insercién y borrado de registros de un drbol
B+ funciona de la misma manera que los arboles B. Cuando un registro con una clave k es insertado,
el sistema localiza la pagina que deberia contener el registro a partir de buscar la mayor clave que sea
menor o igual a k. Si la pagina tiene suficiente espacio disponible para el registro, el sistema lo coloca
directamente. Sino, se divide la pagina en dos, y se redistribuyen los registros en ella para crear espacio
para el nuevo registro. Cuando borramos un registro, el sistema primero lo remueve de la pagina que lo
contiene. Si la pagina P termina con una ocupacién menor a la mitad de su capacidad, los registros en
P son distribuidos con los registros en alguna pagina adyacente P’. Asumiendo que los registros son de
algun tamano fijo, cada pagina va a mantener al menos la mitad de su capacidad.

Cuando se almacenan las paginas del archivo en las hojas, la utilizacién del espacio se vuelve parti-
cularmente importante, ya que el espacio ocupado por los registros suele ser mucho mayor que el espacio
ocupado por las claves y punteros. Podemos mejorar la utilizacion del espacio involucrando a los nodos
hermanos en la redistribucién durante los splits y merges. Esta técnica es aplicable tanto para nodos
hojas como nodos internos, y funciona de la siguiente manera. Durante la insercién, si un nodo esta lleno,
el sistema intenta redistribuir alguna de sus entradas a uno de los nodos adyacentes, para hacer espacio
a la nueva entrada. Si este intento fracasa porque los nodos adyacentes estdn llenos, el sistema divide
al nodo, y reparte de forma pareja las entradas entre el nodo adyacente y los dos nodos recién creados.
Como los tres nodos terminan conteniendo un registro més de lo que entraba en dos nodos, cada nodo
estara cerca del 66 % de su capacidad. Durante el borrado de un registro, si la ocupacién cae del 66 %,
el sistema intenta tomar prestado una entrada de alguno de sus nodos hermanos. Si ambos hermanos
tienen 2n/3 registros (donde n es la cantidad de entradas que el nodo puede almacenar), en lugar de
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pedir prestado una entrada, el sistema redistribuye las entradas del nodo y sus dos hermanos entre dos
de los nodos, borrando el tercero. Esta variante se conoce como arboles B*.

6.2.3. Hashing Extensible

La técnica de hashing extensible[Fag+79] garantiza el acceso a cualquier registro en tan solo dos
accesos a disco. A diferencia del hashing convencional, se tiene una estructura dindmica que crece y se
achica (eficientemente) a medida de que la base de datos crece y decrece. Al igual que en los drboles B,
los registros son almacenados en paginas que cuando se llenan, se dividen en dos partes; al igual que
en acceso secuencial indexado, vamos a mantener un indice en disco que nos va a permitir encontrar
la pagina que contiene al registro asociado a nuestra clave de busqueda. Esta estructura se obtiene al
combinar dos métodos conocidos: hashing y los radiz search trees (drbol de bisqueda digital o tries). Los
radix search trees son naturalmente extensibles, pero no son balanceados (desperdiciando memoria); las
tablas hash son naturalmente balanceadas, pero no son (ficilmente) extensibles.

Supongamos que contamos con una funcién de hash estdtica h : K — B, siendo K el conjunto de
claves posibles y B el conjunto de direcciones de buckets. Un bucket es la unidad de almacenamiento
de registros, y suele ser una pagina de disco. Para realizar una busqueda de un registro con clave k,
simplemente calculamos h(k), y nos traemos el bucket correspondiente.

El problema que estamos teniendo es que las tablas hash tradicionales no son extensibles: su ta-
mano estd fuertemente relacionado con la funcién de hash utilizada, la cual debe ser elegida sin tener
conocimiento previo sobre la cantidad de registros a almacenar. Una estimaciéon demasiado alta en la
cantidad de registros resultaria en un desperdicio de espacio; una estimacion demasiado baja resultaria
en un costoso rehashing, es decir, la eleccién de un nuevo tamano de tabla, una nueva funcién y la reubi-
cacion de todos los registros. Vamos a ver una técnica de hashing dindmico que nos permite modificar
dindmicamente la funciéon de hash para acomodarnos al crecimiento de la base de datos, conocida como
hashing extensible.

Para hacer frente a las inserciones y borrados sucesivos en una base de datos, la técnica de hashing
extensible va a ir dividiendo (o uniendo) a los buckets a medida de que la base de datos va creciendo (o
decreciendo). Como resultado, se mantiene una buena eficiencia en cuanto al uso del espacio. Ademaés,
como la reorganizacién del archivo se realiza solo sobre un bucket a la vez, el overhead involucrado en
cada operacion es razonablemente bajo.

La ocupacion, o factor de carga, A de una péagina esta acotada por constantes a;, 5 tales que 0 < a <
A < 8 < 1. El propésito de tener una cota inferior o es para prevenir la creaciéon de paginas que estén
poco llenas; el propdsito de tener una cota superior 5 es para reducir eventos indeseables provocados
por el amontonamiento de registros (como colisiones en las tablas hash), si organizamos internamente
las paginas como tablas hash. Ademds, estas cotas permiten evitar posibles secuencias de borrados e
inserciones que desencadenen divisiones y uniones sucesivas.

En primer lugar, vamos a necesitar una ”buena” funcién de hash h, que genere valores sobre un
rango relativamente grande, por ejemplo, los enteros representables en b bits (t{picamente b = 32). No
vamos a crear un bucket por cada hash value: 232 buckets serfa demasiado incluso para las bases de datos
mas grandes. Lo que vamos a hacer es crear buckets a pedido, a medida de que se vayan insertando
nuevos registros en el archivo. Vamos a considerar tan solo los ¢ bits mas significativos de la pseudoclave,
con 0 < i < b. Estos 7 bits van a ser usados como offset en una bucket address table. El valor de i crece
y decrece en funcién del tamano (actual) de la base de datos. Notemos que esta idea de ir extendiendo
el prefijo para diferenciar las distintas claves es similar a lo que teniamos en los tries, con la diferencia
fundamental de que en lugar de considerar la codificacion de las claves, se utiliza una funcién de hash
para mejorar el balanceo de la estructura (haciendo un mejor uso de la memoria) .

En la Fig. 6.10 podemos ver una estructura genérica de hashing extensible. El i que aparece arriba
de la bucket address table de la figura nos indica que los primeros ¢ bits del hash value h(k) son usados
para determinar el correcto bucket para k. Este niimero va a ir cambiando a medida de que el archivo
crezca. A pesar de que se requieran de ¢ bits para encontrar la entrada correcta en la bucket address
table, es posible que varias entradas apunten al mismo bucket. Todas ellas van a tener un prefijo en
comun, pero la longitud del prefijo puede ser menor que i. Por lo tanto, vamos a asociar cada bucket con
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un entero, el cual nos dice la longitud del prefijo en comin (en la figura, la longitud del prefijo asociado
al bucket j es i;). Notemos que la cantidad de entradas que apuntan a un mismo bucket j es 2'7%.

hash prefix
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bucket 1
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’ bucket 2
L]
—
bucket address table . bucket 3

Figure 11.26 General extendable hash structure.

Figura 6.10: Estructura general de hashing extensible

Para localizar el bucket que contiene a un registro con clave k, el sistema toma los 7 bits més significa-
tivos, indexa a la bucket address table con este nimero y llega al bucket a través del puntero almacenado.
Para insertar un registro con clave k, el sistema realiza el mismo procedimiento para encontrar un bucket
adecuado. Si hay lugar en ese bucket, el sistema inserta el registro en ese bucket. Sino, se debe dividir
la pagina en dos, redistribuyendo los registros actuales (incluyendo al que queremos agregar). Antes de
dividir el bucket, el sistema tiene que determinar si se necesita incrementar la cantidad de bits utilizados:

e Si ¢ =1 , solo una de las entradas en la bucket address table apunta al bucket j. Luego, el sistema
debe aumentar el tamano de la bucket address table para que pueda incluir punteros a los dos
buckets que resultan de la divisién. Esto lo hace incrementando en 1 el valor de ¢, duplicando el
tamanio de la tabla. Se reemplaza cada entrada en la tabla por dos entradas, que contienen un
puntero al mismo bucket que la entrada original. Ahora, tenemos dos entradas que apuntan al
bucket j, por lo que el sistema puede reservar la segunda entrada para un nuevo bucket (z), y
actualiza i; = i, = ¢ (recordar que para este punto, ¢ ya fue incrementado). Luego, rehashea cada
registro en el bucket j y, dependiendo de los primeros ¢ bits, se lo coloca en el nuevo bucket z o se
lo mantiene en su lugar. Finalmente, el sistema reintenta la insercién del nuevo registro. Es posible
que todas las claves sean rehasheadas al mismo bucket, en cuyo caso se puede volver a iterar. En
caso de que todos los registros tengan la misma clave, se utilizan overflow buckets para almacenar
los registros.

e Sii > i;, entonces mas de una entrada en la tabla apunta al bucket j. Por lo tanto, el sistema puede
dividir al bucket j sin tener que agrandar la tabla. Notemos que todas las entradas que apuntan
al bucket j se corresponden con hash values con un prefijo comtn de 7; bits. El sistema reserva un
nuevo bucket (2), e incrementa en uno tanto #; como .. Luego, el sistema debe ajustar las entradas
que previamente apuntaban al bucket j, ya que algunas de ellas se van a corresponder al bucket z
y otras al bucket j (no todas las entradas van a tener el valor en el i;-ésimo bit més significativo:
aquellas que coincidan con la nueva clave van a apuntar al bucket z, mientras que el resto va a
apuntar al bucket j). Finalmente, se rehashea cada registro en el bucket j, distribuyéndolos entre
el bucket j y el z, para luego reintentar la insercién del nuevo registro.

Para borrar un registro con clave k, el sistema hashea la clave, indexa la tabla y termina en algin
bucket j. Se remueven tanto la clave del bucket como el registro del archivo. Si la suma del nimero
de entradas en esta pagina y su pagina hermana estan debajo del umbral, entonces podemos unirlas de
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la siguiente manera. Primero, se copian los registros de una pagina en un archivo temporal, para luego
poder liberar el espacio de la misma. Luego, se ajustan todas las entradas que apuntaban a la pagina
borrada, para que apunten a su hermana, y se decrementa i; en uno. Finalmente, se insertan todos los
registros almacenados en el archivo temporal en el bucket j.
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Capitulo 7

Alternativas a los AVL

En este apartado, vamos a estudiar otras implementaciones eficientes de diccionarios, que no se
basan en mantener una estructura balanceada. La primera estructura que vamos a ver se conoce como
Skip List, y tienen la particularidad de que es una estructura randomizada, es decir, su operaciones
son algoritmos probabilisticos. Este tipo de algoritmos renuncian al determinismo: la propiedad de
que siempre que le demos la misma entrada, se obtiene el mismo resultado. Al incorporar el azar a los
algoritmos, perdemos en predecibilidad, pero ganamos en eficiencia y elegancia. Dentro de la familia de
los algoritmos probabilisticos, podemos diferenciar a los algoritmos del tipo Las Vegas: dan siempre el
resultado correcto, pero su tiempo de ejecucién T(n) es una variable aleatoria. Notemos que una de las
versiones que vimos de Quick Sort es un algoritmo Las Vegas, ya que el pivote se elige al azar y se
asegura que al finalizar la ejecucion, el arreglo termina ordenado. Otra tipo de algoritmos probabilisticos
son los del tipo Montecarlo: los resultados tienen cierta probabilidad de ser falsos, pero siempre tardan
lo mismo.

La segunda estructura que vamos a ver, conocida como Splay Tree, tiene la particularidad de que no
nos da una buena cota sobre el costo individual de una operacién en el peor caso, sino que nos da una
cota sobre el costo de una secuencia de operaciones (en el peor caso). A este tipo de andlisis se lo conoce
como analisis del costo amortizado. Ademas, ofrece una mayor eficiencia en el caso de que los accesos a
las claves no sea uniforme, es decir, que haya claves que sean maés frecuentemente accedidas que otras.

7.1. Skip Lists

Veamos ahora una estructura de datos randomizada llamada Skip Lists, desarrollada por [Pug90].
Utiliza listas enlazadas ordenadas para implementar diccionarios. El problema que teniamos con las
listas enlazadas era que, sin importar que la lista esté o no ordenada, no podiamos escapar la necesidad
de recorrer secuencialmente la lista, por lo que las operaciones de busqueda, inserciéon y borrado nos
quedaban en O(n) en el peor caso.

La idea de las Skip Lists es tener una forma de avanzar mas rapido sobre la lista, sin tener que recorrer
secuencialmente toda la lista. Para ello, lo que se hace es ir agregando nuevos niveles de punteros que
apuntan a elementos cada vez més espaciados (exponencialmente). Es decir, una skip list es una lista
ordenada donde cada nodo contiene un nimero variable de enlaces, donde el i-ésimo enlace en el nodo
implementa una lista enlazada que saltea los nodos con menos de i punteros. Uno nodo en una skip list
consiste en una clave, un arreglo de punteros y un nimero k£ que nos indique la cantidad de enlaces del
nodo.

) :41 1= }? E
_>[—>

Figura 7.1: Ejemplo de Skip List.
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Para realizar una biusqueda, vamos a recorrer la lista de mayor nivel, revisando en cada nodo si la
clave almacenada es igual a nuestra clave de bisqueda. Si son distintas, revisamos la clave almacenada en
el préximo nodo de la lista. Si es menor, avanzamos sobre la lista; sino, bajamos un nivel en la jerarquia
de listas. Este procedimiento lo repetimos hasta que encontremos la clave de bisqueda o que tengamos
un miss en el ultimo nivel.

Para insertar un nuevo nodo, asumimos que éste ya viene con una cierta cantidad de punteros.
Primero, buscamos sobre la lista su lugar correspondiente, y lo que hacemos es enlazar el nuevo nodo
cada vez que bajamos de un nivel k al nivel k — 1, si el nuevo nodo tiene al menos k punteros adicionales.
Para borrar un elemento, tenemos que quitar de cada lista los mismos punteros que habiamos agregado
durante la insercién del elemento.

Lo que nos falta ver es cémo hacemos para determinar cudanto debe valer k. Todos los nodos deben
tener al menos un puntero; y siguiendo la intuicién representada por la Fig. 7.1, podemos saltear ¢t nodos
a la vez en el segundo nivel si uno de cada u nodos tiene al menos dos enlaces; iterando este razonamiento,
llegamos a la conclusién de que queremos que uno de cada t/ nodos tengan al menos j + 1 enlaces.

Para generar nodos con esta propiedad, vamos a utilizar una funcién que devuelva j + 1 con pro-
babilidad 1//. Dado j, podemos crear un nodo con j enlaces e insertarlo en la skip list, utilizando el
esquema recursivo mencionado anteriormente. Una vez llegamos al nivel j, enlazamos el nuevo nodo cada
vez que bajamos al siguiente nivel. Para inicializar la skip list, construimos un nodo head con el maximo
ntimero de niveles que vamos a permitir en la lista, con punteros en todos los niveles a un nodo tail que
contiene una clave centinela. Es esperable, en el caso promedio, que las skip lists tengan altura cercana
a log, N, y que el tiempo de bisqueda e insercién sea tlog, N = (logn)t/logt.

Si bien no estamos aumentando la cantidad de nodos de la lista, si estamos aumentando la cantidad
de punteros, por lo que podriamos pensar que estamos desperdiciando mucho memoria. Sin embargo,
esto no es tan problematico, porque la cantidad total de punteros nos queda:

k k i
. n , 1
lim — Iim n - -
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t
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donde n es la cantidad de elementos y k es la cantidad de niveles de la lista (k = logn). Por lo tanto,
solo necesitamos ﬁ punteros mas que en una lista tradicional.

Eligiendo un valor apropiado para ¢ nos lleva a un trade-off tiempo-espacio. Cuando t = 2, las skip
lists necesitan cerca de log NV comparaciones y 2N enlaces, en el caso promedio. Para mayores valores de
t, el tiempo de biisqueda e inserciéon aumenta, pero se necesita menos espacio para los enlaces.

La ventaja con respecto a las estructuras de drboles AVL es que son mds simples de programar,
extender y modificar. Por este motivo, suelen venir con mejores optimizaciones de implementacién (por
ejemplo, implementar sus algoritmo de forma iterativa en lugar de forma recursiva). Ademas, las Skip
Lists suelen tener un menor factor constante que las versiones poco optimizadas de los arboles AVL.

7.2. Splay Trees

Otra forma en la que podemos implementar un diccionario es usar un drbol de bisqueda conocido
como Splay Tree, desarrollado en [D D85|. Un Splay Tree es un &rbol binario de bisqueda auto-ajustante
en el que todas las operaciones bésicas de diccionario se pueden implementar con un costo amortizado
de O(logn), donde por costo amortizado nos referimos a que el tiempo por operacién promedio sobre

66



una secuencia de operaciones para el peor caso. La eficiencia de los splay trees no viene dado por una
restriccién explicita estructural, como sucede en los arboles balanceados, sino que su eficiencia se debe a
la aplicacién de una simple heuristica de reestructuracién, llamada splaying, que se aplica cada vez que el
arbol es accedido. Ademds, se mantiene a los elementos més frecuentemente accedidos lo més alto posible
en el drbol. Extensiones de la operacién de splaying dan formas simplificadas de otras dos estructuras de
datos: los drboles de bisqueda lexicogrificos o multidimensionales y los link/cut trees.

La motivacién de esta estructura es la observacién de que los distintos tipos de arboles balanceados,
si bien tienen una cota en el peor caso de O(logn), se pueden mejorar en términos de tiempo de acceso,
para el caso en el que el patrén de acceso no es uniforme, y que pueden mejorar en términos de espacio
(los Splay Trees no requieren de informacién de balanceo, altura o etiquetas de color). Cuando algunas
claves son accedidas de forma mucho més frecuente que otras, nos gustaria que las importantes estén
relativamente cerca de la raiz (especialmente si el 4rbol es muy grande). Una estructura que nos garantiza
esta propiedad son los arboles binario éptimos (ver seccién 6.2.2 de [Knu98)).

ABB 6ptimos: Recordemos que los darboles ABB cumplen con el invariante de que todo elemento en
el subarbol derecho de un nodo es mayor este, y todo elemento en el subdrbol izquierdo es menor. Si
supiéramos las frecuencia de acceso a cada elemento, podriamos armar un arbol en el que los elementos
m4s accedidos estén més cerca de la rafz. Esto se puede hacer en tiempo O(n?) a partir de un algoritmo
basado en la técnica de Programacién Dindmica [Knu71]. Sin embargo, estar en una situacién en la que
sabemos la frecuencia de acceso de cada elemento y que esta no varie a lo largo del tiempo lo vuelve un
planteo poco realista.

Frente al problema de falta de dinamismo en los ABB éptimos, los Splay Trees tratan de tender todo
el tiempo al ABB éptimo en todo momento. Estos son mas simples de implementar que los arboles AVL,
al no tener la necesidad de verificar condiciones de balanceo y no requieren de memoria adicional (por
ejemplo, para almacenar factores de balanceo). Decimos que son estructuras auto-ajustantes, porque se
modifican asi mismas cuando operamos sobre ellas. El ajuste que vamos a realizar es que cada vez que
accedemos a un elemento, lo movemos hasta la raiz, mediante la aplicacion rotaciones. Esta operacién
es conocida como splaying.

Dado un nodo interno x de un arbol binario de busqueda T, al aplicar una operaciéon de splay
sobre x, lo que hacemos es mover a = hasta la raiz mediante una secuencia de reestructuraciones. Las
operaciones especificas que tenemos que realizar para mover a x hasta la raiz dependen de la posicién
relativa de x, su padre p(x) y su abuelo p?(z) (en caso de que exista). Tenemos tres casos a considerar.

a) Zig: si x no tiene un abuelo, rotamos en p(x),.

b) Zig-Zig: si x tiene un abuelo y = y p(z) son ambos hijos izquierdos o hijos derechos, rotamos en
p?(z) y luego en p(z).

c) Zig-Zag: si x tiene un abuelo y z es un hijo izquierdo y p(z) un hijo derecho, o viceversa, rotamos
en p(x) y luego en el nuevo padre de z (su antiguo abuelo).

Un splaying step consiste en repetir estas reestructuraciones hasta que x se vuelva la raiz de T, y nos
va a permitir mantener a los elementos més accedidos lo més alto posible en el drbol (acortando la
profundidad de los nodos en el camino a la mitad).
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F1G. 4.9. Cases of splay step. Each case has a symmetric variant (not shown). (a) Terminating single
rotation. (b) Two single rotations. (c) Double rotaiion.

Notemos que en cualquiera de los tres casos, si aplicamos una operacién de splaying sobre un ABB,
el arbol resultante sigue siendo un ABB.

Las reglas que dictan cudndo debemos aplicar una operacién de splaying son las siguientes:

e Cuando buscamos por una clave k, si k es encontrada en un nodo x, aplicamos un splay en x; sino
aplicamos un splay sobre el padre del nodo externo en el que terminé la busqueda no exitosa.

e Cuando insertamos una clave k, aplicamos una operacion de splay sobre el nodo interno recién
creado en el que almacenamos a k.

e Cuando borramos una clave k, aplicamos una operaciéon de splay sobre el padre del nodo w que
es removido, es decir, w es el nodo que almacena a k o alguno de sus descendientes (recordar el
algoritmo de borrado de los ABB).

En los tres casos, el tiempo de la operacién es proporcional a la longitud del camino sobre el que se
realiza el splay. Luego de aplicar un zig-zag o un zig-zig, la profundidad de x se decrementa en dos, y
luego de aplicar un zig su profundidad decrementa en uno. Luego, si = tiene profundidad d, un splaying
step consiste en una secuencia de d/2 zig-zigs o zig-zags, mds un zig final si d es impar. Como las
tres rotaciones tienen un costo constante, la operacién de splaying nos queda en O(d), donde d es la
profundidad de x. Este es el mismo costo que tenfamos en la busqueda de un ABB. Por lo tanto, en el
peor caso, el costo de una busqueda, insercién y borrado nos queda en O(n).

A pesar de su baja eficiencia para el peor caso, los splay trees funcionan bien bajo un anélisis
amortizado. Es decir, analizando una secuencia de m operaciones (busquedas, inserciones o borrados),
obtenemos que el costo total de la secuencia en el peor caso es de O(m + Z;nzl logn;), donde n; es la
cantidad de elemento en la operacién j. Luego, decimos que las operaciones de un splay tree tienen costo
amortizado de O(logn).

En general, las ventajas que presenta los splay trees sobre los arboles balanceados es que resultan
mucho més eficientes si el patrén de uso es sesgado (algunas claves se acceden mucho més que otras),
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utilizan menos espacio y los algoritmos son mds sencillos. Sin embargo, esta estructura presenta dos
posibles desventajas. En primer lugar, requieren de més ajustes locales, incluso durante los accesos,
por lo que son poco eficientes para aplicaciones multi-threading. Ademas, las operaciones individuales
podrian ser demasiado costosas, lo que serfa un problema en aplicaciones real-time.

Listas auto-ajustantes: Lo que queremos es tener una lista que mantenga més a mano a los elementos
mas recientemente accedidos. Esto se puede hacer aplicando una politica Move-to-front (MTF), en la
que se mueve el elemento accedido a la cabeza de la lista. Se puede demostrar que el costo total para una
secuencia de m operaciones en una lista MTF es de a lo sumo el doble que el de cualquier implementacién
de diccionario usando listas.
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