1) SeaF, la sucesion de Fibonacci:
F,=0,F =1, F,=F +F_(n>1)

a) Seana,bJZ no ambos nulos. Probar que para0se tiene

(Fa+F,b:F,a+F_b)=(a:b)
n=1
(a+b:a+2b)=(a:b)
dla+b
d|a+2b
d|b
d|a
Suponemos quéF.a+F b:F  a+F _b)=(a:b)
QVQ (F,.,a+F b:F ,a+F_ b)=(a:h)
((F, +Fo)a+ (R +F)o: (R +FJa+ (Fo, + Frg)o) = (@:b)
(Fra+F. bR a+Fa+F, b+F,b)=
alF,a+F..Db

al I:n+1a' + I:na' + I:n+2b + I:n+lb
al (Fn+la +Fa+ Fn+2b + Fn+1b) - (Fn+1a + I:n+2b)
(F.,a+F b:Fa+F )=

n+1
(a:b)
Encontrar otra sucesidg, ] Z tal que:

(Ga+G,.b:G . a+G,,b)=(a:b)(n=0)

n+2

GO :1’ Gl :2’ Gn+1 :Gn +Gn—l(n 2:I')
Solo hay que probar=1, ya que el paso inductivo es exactamente el mism
(a+2b:2a+30)=(a:b)

dja+b
d|b
dla

2)a) Seaf DQ[X], gr(f)=5 tal que1+\/§ y 3++/3 son raices de Probar qué tiene
una raiz racional.
Si f OQ[X],y a++/b es raiza-+/b también es raiz. Luegb-+2 y 3-+/3
también son raices. Todas son raices simples,eyaidueran dobles, el conjugado también

deberia serlo y la suma de las multiplicidadesadedices seria mayor a 5. Luego, falta una
raiz, que debe ser racional, ya que si no lo fiserapnjugado deberia ser raiz, y habria 6



raices.
b) Encontrar un polinomiq@ DQ[X] de grado 5 con raik+~/2 pero sin raices racionales.

(x2 -2x- 1)(x3 + 2)

(x5 —2x* = X3+ 2x° —4x—2)
(recordar que el conjugado irracional de una raioa no es el negativo sino los 2
complejos)

3) Probar que 9 y g son primos distintos y sies coprimo copq
Entoncesal’ 2 es congruente a 1 (med)

—"
a™ =1(q)

(a:b)la:b]=|ab]
[a:b]= (lf:db
for )k =1(p)

alpto-l = 1( p)

S—r

S~—|

4)DadokON, G, :{ZDC/Zk :1}. Probar que st y m son coprimos,
f:G,xG, - G,,

f(t,s)=ts es biyectiva.

f(9nr ) = 9uGn

90 # O

19,0/ =1

2 b2 b
Arg(gngm) = Arg(gn)+ Arg(gm) - an”+ m” - 2/{ anr:-m m)

(h:m)=1=D0a,b/an+bm=1
an+bm=1-

k(an +bm)=k
Queda una funcion lineal, biyectiva.

5) Encontrar todos los enter6x a < 2400 que son divisibles por 8, tales que su desarrollo
en base 7 tiene al menos 3 digitos iguales.

Desarrollo en base 7:

Xx=343+4%+7c+d

a,b,c,d<6

Supongamosa=b=c



X=34A+4%+7a+d=39%+d
r8(399a)= _rs(a)

r,(d)-r(a)=0

d=a

X=400a

Supongamos=b=d
x=34a+4%+7c+a=39a+7cC

r,(393)=r,(a)
s (70) ="l (C)
s (a) =g (C)

x=40Ca
Supongamos=c=d
x=343+4%+7a+a=35la+4%

r,(351a) = -r,(a)
s (49C) =g (b)
r,(a) = 1, (b)
a=b

x =400
Supongamob=c=d
x=34a+4%b+7b+b=342a+57b

g (34:9) =Ty (a)
r,(57¢) =1, (b)

g (a) = rs(b)
a=b

x =40

x ={400800120Q16002000240¢
Y si son todas iguales queaa40



