Solucion Tema 1

1.

Sean f: R? — R? definida por f(z,y) = (2> —y,y +¢€%), g : R - R
diferenciable y h = go f. El polinomio de Taylor de orden 2 de h en (0,0) es:
p(z,y) = 20 — y + 2° + 3y + 29°.

(a) Calcular ¢(0,1) y Vg(0,1)

(b) Calcular, si existe,
i @)
@)= 00) [[(2, y)|
a) Notemos primero que f(0,0) = (0,1), luego h(0,0) = ¢(f(0,0)) =

9(0,1). Como el polinomio de Taylor coincide con con h en (0,0), te-
nemos:

9(0,1) = h(0,0) = p(0,0) =0

Para calcular Vg(0,1) derivamos la expresiéon h = g o f respecto de x
y de y usando regla de la cadena:

Vh(0,0) = Vg(f(0,0)) - Df(0,0) = Vg(0,1) - Df(0,0) (1)

Necesitamos calcular Vh(0,0) y Df(0,0). Para el primero, sabemos
que las derivadas primeras de h coinciden con las de p en (0,0):

Vp(z,y) = (24 2z + 3y, —1 + 3z + 4y),
Por otro lado,

pren=( % ). proo=(7 1)

e
Juntando todo, si llamamos (a,b) = Vg(0, 1) la igualdad [I| nos queda:
2-n=@h-(§ ) =tarn—@n=62)

b) Si llamamos p; al polinomio de Taylor de orden 1 de h en (0,0), pode-
mos escribir h(z,y) = p1(z,y) + Ri(z,y) donde Ry(z,y) es el resto. El
limite que queremos calcular queda:

h
h’m ((L’, y) — h’m D1 (ZE, y) + Rl (‘I7 y)
@y)—00) [(z, )| @y—-00 [,y  [[(z,y)]
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Por propiedad del resto, sabemos que el término con R; tiende a cero.
Basta ver si existe el limite del término con p;. Calculemos primero

p1($,y):

pi(@,y) = h(0,0) + VA(0,0) - (z,y)
=0+4+(2,—-1) (z,y) =2x—vy

El limite nos queda:

= lim —
@)—00) [[(z,y)[|  @n—00) /22 + 42

Mirando por la recta y = z:

i T i T \% six—0F
lim —— = lim = i . _
=0 /242 @0 \/§|x| —5 ST — 0

Por lo tanto este limite no existe y tampoco existe el limite original.

Sea f: R? — R definida por f(z,y) =e™ ™' — 127 — 2y°.

(a) Analizar la existencia de maximos y minimos locales y puntos silla de
f en R2,

(b) Analizar la existencia de extremos absolutos de f en la regién
D = {(x,y) € R?/2* +y* < 2}.

a) Como f es diferenciable en todo R?, buscamos puntos criticos mirando
dénde se anula V f:

Vi(z,y) = (ye " —z,ze™ " —y)

yeri=l — g = () yerv—l = o Si x = 0 resulta y = 0 y viceversa.
re—1 — gy = 0 — el — g — (0,0) es solucion.
Supongamos desde ahora que x,y # 0.

x

Dividiendo las ecuaciones resulta: 2 = £ — =2’ = y=dx
r Yy

eSiy=—1= —ze ¥ == —¢*1 =1y eso es absurdo.

eSiy=r=—=z2e" =z =—=¢""1=1=22-1=0= 2 =+1

= (1,1),(—1,—1) son solucién.



Los puntos criticos son: (0,0), (1,1),(—1,—1). Usamos el Criterio del
Hessiano para determinar si son o no extremos:

2, xy—1 zy—1
| yre 1 e (1 +yx)
Hf(wa y) - < exyfl(]_ + y[L‘) ‘,L‘Zexyfl -1

a0~ () ) datso.0) =1- >0

Hf(+1,41) = ( 8 (2) ) Jdet(H f(1,+1)) = —4 < 0

Por el Criterio, resulta (0,0) maximo local y (£1,+1) puntos silla.
La regién D es un disco de radio v/2. Como es compacto y f es continua,
por Weierstrass existen maximo y minimo absolutos de f sobre D.

Si miramos en el interior de D, los candidatos son aquellos puntos
donde se anule Vf y ya los calculamos antes; el inico de esos tres en
el interior de D es el (0,0).

Miramos ahora en el borde de D, D = {x? + y* = 2}. Definiendo
g(z,y) = 22 +42, el borde se escribe como D = {(x,y) : g(z,y) = 2}.
Usamos Multiplicadores de Lagrange para buscar candidatos sobre 0D:

Vg = (2x,2y) solo se anula en (0,0), pero (0,0) ¢ dD.

Miramos entonces soluciones al sistemas:

{ v<f(%’>z"/_>§ AVIEY) ) et —y — oy L et = g2+ 1)
g\r,y) = 1’2+y2:2 I2+y2:2

Six =0, en (I) resulta y = 0 (y viceversa mirando (II)). Del mismo
modo, si A = —3, de (I) y (II) resulta 2,y = 0. Como (0,0) no satisface
(III), lo descartamos.
Supongamos desde ahora que z,y # 0,\ # —% (para poder hacer lo
siguiente): dividiendo las ecuaciones (I) y (II) queda
y:E:y2:x2:>y:j:x
r Yy
e Si y = £z, mirando en (III) queda 22 =2 = 2 = 1 = x = +1.
Luego, los candidatos del borde son (1,1), (—1,—1), (1,—1), (—1,1).

Evaluamos en f todos los candidatos y comparamos:
f(070)26_17 f(171):f(_17_1):07 f(17_1):f(_171):6_2_1

Por lo tanto, (0,0) es maximo absoluto y (1, —1) y (—1, 1) son minimos
absolutos de f sobre D.



Calcular las siguientes integrales

(a) /£1/£:y256n(x2)d$dy.

(b) /// xz dV donde E es el solido delimitado por el plano 4x+y+2z = 2
B

en el primer octante.

a) Como no podemos calcular una primitiva de sen(z?*) respecto de z,
cambiemos el orden de integracion. Para eso, hay que describir la region
como de tipo I:

1y x=y? 1y K=y
Tipo II — Tipo 1
O<y<l 0<z<1
y? <z <1 0<y< ¥z

Usando Fubini para cambiar el orden de integracion, resulta:

1, 1 pz
//yzsen(xQ)dxdy:// y?sen(x?)dydx
0 Jy3 o Jo

3 y=Vz 1

:K(%mwoyOM:AgmMMx

2 =1

— — 1 1

(sustituyendo v = 2?) = (%@)) %
z=0

b) En el primer octante tenemos z,y, z > 0. Despejando y en la ecuacion
del plano, nos queda 0 < y < 2 — 4x — 2z. Veamos entonces como se



relacionan z, z: en el plano (z,z) (es decir, tomando y = 0) la regién
estd delimitada por la recta 4x + 2z = 2 en el primer cuadrante

N

z

"N 4x+2z=2

Qe +22=2—2=1-2zx

0
0

I/\ I/\
I/\ I/\
=N

X,

0 0.5 1

Luego, podemos expresar la integral como:

1 120 p2-da-2:
/// xz dV :/ / / rzdydzdx
E
y=2—4x—2z
dzdr = / / x2(2 — dx — 22)dzdx
=0
2 2 3
2z0(1 — 22) — 212% dzdx = / < x(l—2z) — 34 >
2 %i
= / (1 —2z)* — Z2(1 —22)% do = / —x(1 —2z)%dx
0 3 o 3

1 1 2 8
25/0 x—6x2+12x3—8x4d:v:§(%—2x + 32t — ;)

(wzy)

z=1-2x

dx

0 z=0
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o 240

Sea I': R® — R3,

Z(Eg

F(x,y,z) = (? + 2tz 21ye” ,—2xyze‘”2) .

u//)gcﬁv(F v

donde D es la regién encerrada por las superficies z = 22 +y?> y 2 = 6 —
222 — 292

Calcular

= Calculemos primero la funcién

div(F) = F, + F, + F, = za* + 23 +M—M: z(2? + %)
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Para calcular la sombra de la regién sobre el plano (x,y), veamos dénde
se intersecan las superficies:

{z:6—2(x2+y2) 3ty =6
— 2+ y? =2
Es decir, el sélido D se escribe como:

D={(z,y,2) eR® : 2 +y* <2, 2°+y* <2<6-2("+¢°)}

Haciendo un cambio a coordenadas cilindricas

x = rcos(0) 0<r<v2
y =rsen(f) la regién se describe como ¢ 0 <60 <27
z =7z T2§2§6—27‘2

Aplicando el Teorema de Cambio de Variables, la integral queda:

2w 6—2r2
/// z(2® +y*)dV (z,y, 2) / / / 2r?.r dzdrdd
2 2=6—2r2
= 27r/ (r3z—)
0 2

dr — ﬂ/ (6 — 22)2 — (r2)2)dr
z=r2 0
v2 3r®
= 7r/ 36r — 24r° +3rT dr =7 (97"4 — 4% 4+ ?>
0

r=v2
= 107

r=0




