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Introduccion

En este documento te ofrezco algunos finales tomados en cuatrimestres anteriores en la materia de: Algebra I, para
las carreras de: Matematica y Computacidn. Esta materia se dicta en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad de Buenos Aires.

También te muestro los temas que entran para el final y la bibliografia recomendada por los docentes. Si buscas mas
info de la materia como fechas de examenes, cursos y turnos disponibles, guias de ejercicios, etc. visita la pagina oficial
desde: cms.dm.uba.ar/academico/materias/

Podés encontrar mas parciales en la fotocopiadora del Pabelléon | (de ahi los saqué).
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Programa de la materia

cms.dm.uba.ar/academico/lic/programas/algebral

1) Operadores conjuntistas, unidn, interseccidn, diferencia simétrica, complemento. Propiedades, ley de De
Morgan. Producto cartesiano, n-uplas. Funciones, graficos, biyecciones. Composicidn. Relaciones. Relaciones
de equivalencia. Particiones. Conjuntos cociente.

2) Induccion completa. Definiciones inductivas.

3) Elementos de analisis combinatorio. Combinaciones, permutaciones. Combinaciones con repeticion.
Particiones.

4) Enteros, divisibilidad. Algoritmo de divisién. Maximo comun divisor y minimo comun multiplo. Primos.
Teorema fundamental de la aritmética. Factorizacion. Congruencias. Sistemas de numeracion. Racionales e
irracionales.

5) Numeros complejos. Forma trigonométrica. Teorema de De Moivre. Raices n-ésimas.

6) Polinomios. Teorema del resto. Divisibilidad. Raices, multiplicidad. Teorema de Gauss.

Régimen de Aprobacion
Se deben aprobar los dos exdmenes parciales. Para los alumnos que desaprueben alguno o ambos examenes, habra

dos fechas de recuperacidn al finalizar el cuatrimestre. Se podra rendir un solo parcial por fecha de recuperatorio,
pudiendo los alumnos elegir cudl examen recuperar en cada fecha.

Bibliografia

La bibliografia oficial recomendada para la materia es:

AN

Notas de las clases tedricas de Teresa Krick: Capitulo 1, Capitulo 2, Capitulo 3, Capitulo 4, Capitulo 5

Notas de Ariel Pacetti y Matias Grafia- PDF

Conjuntos, relaciones y funciones, por Susana Puddu- PDF
Numeros naturales, principio de induccién, por Susana Puddu- PDF
Combinatoria, por Susana Puddu- PDF

Numeros enteros, por Susana Puddu- PDF

Numeros enteros, por Teresa Krick- PDF

Numeros complejos, por Susana Puddu- PDF

Polinomios, por Susana Puddu- PDF

E. Gentile. Notas de Algebra (EUDEBA)

E. Gentile. Estructuras algebraicas I. (Public. OEA)
Birkhoff-Mc Lane. Algebra moderna.
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Links de interés
Susana Puddu: mate.dm.uba.ar/~spuddu/Ppal.html

Teresa Krick: www.dm.uba.ar/materias/algebra_1/2004/1/
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EXAMEN FINAL DE ALGEBRA 1

1. Sea A={a€Z:5fa} ysea R la relacidn en A definida por
aRb&5|2a+3b y 5fa+b

Determine si R es refleziva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

2. Pruebe que para todo n € N wvale

211.

il
Z'{>g

3. Seaa€Z tal que (a:14) =1 y sead = (3a* — a®: a + 7). Pruebe que:
a) a y d son coprimos,
b) d =2 od = 22 y encuenire los enteros para los que da 2 y los enteros para
los que da 22.

4. Halle todos los z € C gue satisfacen simultaneamente las rondiciones

37

ilz[* + 12> + (1 = 120) |22 + (—10+ 4i)|2| = 6 — 6i y arg(z?) = 5

5. Sea P = X*Q con Q € C[X]. Determine para que valores de Q(0) se tiene que
0 es raiz de multiplicidad ezactamente 8 del polinomio X3P’ + P2.

Justifique todas sus respuestas
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‘Algebra I - Examen final - 17/10/01

Ejercicio 1. Se define la siguiente sucesion de polinomios:

{ 1=X +2
fapr=X24+4X+4+X.fn VYn e N

Para cada n € IN, m,, denota la multiplicidad del —2 como raiz de fn. Dar una férmula
general para m, y probarla por induccion.

Ejercicio 2. Sea A el conjunto
A={neIN/n<100}.

‘Se considera la relacién R de P(A) en P(A) definida por
XRY < la cantidad de elementos de X divide a la cantidad de elementos de ¥
i) Decidir st R es reflexiva, simétrica, transitiva y/o antisimétrica.
ii) Calcular la cantidad de elementos X € P(A) tales que XR{1,2,3,4,5,6}.

Ejercicio 3. Sea w una raiz primitiva sexta de la unidad. Calcular los posibles valores de

171
w?® T+ 1.

Ejercicio 4. Dado el polinomio f € Q[X]
f=(z® -3z +2)H"

calcular la cantidad de divisores ménicos de f en Q[X].

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS.
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1 2 3 4 5

APELLIDO ¥ NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA

ALGEBRA — FINAL (13/12/02)

1.— Sea f:G45 — U la funcién definida por f(z) = z”. Determinar si f es inyectiva y
calcular su imagen.

2.— Hallar todos los a,b € Z coprimos tales que el polinomio
/¥T + 3_{‘&:5 - ZJYE - /¥4 + ?‘JY'I + be + s

tenga (al menos) una raiz racional miltiple.

3.— ;De cuintas maneras pueden ubicarse 20 bolitas indistinguibles en 5 cajas con la

condicion de que en cada eaja haya a lo sumo 9 bolitas?

4.— Hallar todos los n € IN tales que

mqﬂ—i—'&znﬁ " cn:r:-;?r—|—'*-snc-nTr e
(‘15 ! 15) _( 12 ’“'12)

Sea (a,),ecm, la sucesion de mimeros reales definida por

on
I

ap=1,  anp1=15a>2-2. 7" (nelN)

Probar que, para todo n € Ny, a, € Z vy a, =1 (13)

Se consideraran solo las respuestas bien justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (23/12/02)

1.— Determinar cuantas funciones biyectivas [ : {1,2,3,....16} — {1,2,3,...,16}
satisfacen que f(a) =a (8) para todo a € {1,2,3,...,16}

2.— Sea ~ la relacion de equivalencia en Gg defimda por
zrow & P =uf
Hallar la clase de equivalencia de 7 + 75
3.— Hallar todos los a € IR tales que (al menos) una raiz ciubica de la unidad es raiz del

polinomio

f=X"-X'+aX® -2

Para cada valor de a hallado, encontrar todas las raices de f en C.

4.— Hallar todos los a € Z tales que 6a'® 4 Ta® + 4132 = 28 (105)

5~ Sea (fn)nen la sucesion de polinomios definida por
le(X2_1)21 fn—i—l:(Xz_l}f:z_Xfﬂ (HE]N)

Probar que, para todo n € IN, 1 es raiz doble de f,

Se consideraran solo las respuestas bien justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA :

CARRERA :

ALGEBRA - FINAL (27/12/02)

Sea (an)new la sucesion de numeros reales definida por

a; =6 api1 = (4n+6)a,

(2n+1)!

; , para todo n € IN
n!

Probar que a,, =

(n e

N)

Sea T : Q[X] — Q[X] la funcién definida por T(f) = X2f — (X +1)f.

Probar que T es inyectiva pero no suryectiva.

Sea a un entero impar. Probar que (2" + Ta :

Sean f,g € IR[X] tales que 5 es raiz doble de f + ¢ y simple de f — g. Probar que

5 es raiz simple de f v de g.

Hallar todos los n € IN tales que

(COS§ + iseng) =—1 vy (

211+1 .

21

)

Hha

)=1 6 19.

27

COS— =+ sen—

3]

2n—1
) 1

Se consideraran solo las respuestas bien justificadas.



http://fdxmaths.com/
http://www.facebook.com/FDXMATHS

DESCARGA mas exdmenes y COLABORA (enviando los tuyos) en FDXMATHS.COM y FACEBOOK.COM/FDXMATHS

1 2 3 1 5

APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

1.—

ALGEBRA — FINAL (14/2/03)

Sea (an)new la sucesion de niimeros reales definida por

7431 &
a1 =05 ﬂn+1:T+Zag ('RE]I\I)
' i=1

Probar que a, = 2" + 3", para todo n € IN

Resolver la ecuacién de congruencia

1122 = 4 (10404)

Sea R la relacion en € definida por
zRw < Re((z—w)i) <0

Determinar si ‘R es reflexiva, simétrica, antisimétrica o transitiva.

Factorizar sobre Q[X], R[X] y €[X] el polinomio
X7 —4X" +4X7 4 4X% — 12X + 8

sabiendo que 1+ 1 es raiz.

_ i
Sea z = cos — + isen — . Calcular el argumento de z*

-
19 19

55

Soélo se consideraran las respuestas bien justificadas
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (28/2/03)

1.— Sea R la relacién en € definida por

zRw & zw=|zw

Probar que R es reflexiva y simétrica pero no transitiva.

2.— Sea (a,)nen la sucesion de niimeros enteros definida por
-9 =3 2921 N
ay An+1 ap + 2 (?1 € )

Probar que a,, = 2 (20), para todo n € IN

3.— ;De cuantas maneras se pueden ubicar 5 bolitas numeradas rojas y 10 bolitas nume-
radas verdes en 3 cajas distintas con la condicion de que en alguna caja haya al menos
3 bolitas rojas?

4.— Hallar todas las raices en € del polinomio

X7+ X% _2X% —4X* —4X? —5X? —5X -2

5.— Hallar todos los a,b € Z tales que 3a +7b=26 y 5a =1 (13).

Sélo se consideraran las respuestas bien justificadas
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA :

CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (7/3/03)

Hallar todos los n € IN tales que 2°" = 3n (16.17)

Probar que
n—1

Z3i2—|—3i+2:ﬂ3—l—n

1=0

para todo n € IN

Sea

S={f:11,2,3,...,1531} — {1,2,3,.

.., 1531} / f es biyectiva}

v sea ~ la relaciéon de equivalencia en S definida por

f~g < [f(3)=4(3)

Para cada h € S tal que h(3) = 2, determinar cuantos elementos tiene la clase de

equivalencia de h.

Graficar en el plano complejo

{ze €C/Re(iz) > Im(2i —iz) y |z +1| < 2}

Sea f e C[X] ysea g =X%f+ (X —2)f . Probar que si 2 es raiz doble de g

entonces 2 es raiz doble de f.

Sélo se consideraran las respuestas bien justificadas
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (3/4/03)

Sean A, B. C' v D conjuntos. Probar que

(A—B)x(C—D)=(AxC)—(AxD)—(BxC)

Probar que, para todo n € IN, Z(3k2 —5) =
k=1

n(n+ 3)(2n — 3)
2

Hallar todos los a € Z tales que a?'"" = a° (311)

Sea f € Q[X] el polinomio f = X" +4X°%+4X% — X? — 4X — 4. Hallar todas las

raices de f en € y para cada una de ellas indicar su multiplicidad.

Sea ~ la relacion de equivalencia en (o, definida por

Z o~ — ZG et u_rs

Hallar la clase de equivalencia de % + %i

Se consideraran sélo las respuestas bien justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (15/5/03)

Sea (an)new la sucesion de mimeros reales definida por
a; = —1, apy1 =3a, — (6n+3)3" —2"  (n e IN)

Probar que a,, = 2" —n?3".

Determinar cuantas funciones inyectivas f : {1,2,3,...,50} — {1,2,3,...

satisfacen simultianeamente las dos condiciones siguientes:

1) f(i) = 30 para todo 7 < 25
ii) f(7) < 30 para todo i > 25

Sea a € Z tal que (a'® — 26 : 130) = 13. Calcular (a?® — 39 : 2.5%.132).

60

Hallar todos los z € GGg tales que Z 22k = 12
k=0

160}

Sea feC[X] ysea g= (X —2)°f — (X —2)% f’. Probar que si 2 es raiz de f con

multiplicidad 3 entonces 2 es raiz de g con multiphcidad 8.

Se consideraran solo las respuestas bien justificadas.
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Algebra I - Primer Cuatrimestre 2003

Final- 18/07/03

Apellido ¥ nombre:

Numero Libreta:

1 2 3 4 5 Calif.

(1) Hallar todos los n € M tales que

arg((1+1)") = %ﬂ' vy oarg((1—v3i)™) = %ﬂ'

(2) Hallar un polinomio f € Q[X] mdnico v de grado 3 tal que el producto de todas sus raices
en C sea 2, la sumas de las raices de f' sea —% v f(—1) = 1. Factorizar f sobre (J, R y C.

(3) Probar que 256" —30n — 1, Yne N

(4) Determinar todos los z € C tales que

1+ +8+:2=0

2% Ba 11
5) Hallar todos los Ztalesque — 4+ —+—¢c 7.
(5) Hallar todos los a € ales que 13+3+39’E

Justificar todas las respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

1.—

ALGEBRA — FINAL (12/12/03)

Sea U =11,2,3,...,998,999,1000} y sea R la relacién en P(U) — () definida por
ARB <= mn(A)=min(B) y max(A)= max(B),

(donde si X es un subconjunto de U, min(X) denota el menor elemento de X vy
max(X ) el mayor).

Probar que R es una relacion de equivalencia y calcular el cardinal de la clase de
A = {100,201} .

Pregunta Bonus: ; Cuantas clases de equivalencia tiene la relacion R 7

Hallar el menor niimero natural a que satisface

%2 = —5 (mod 12)
(a:425) = 5.

Determinar y representar graficamente todos los z € € que verifican simultaneamente:

3
arg(2*(1+4)7) < gm y 1<[z-i|<2.

Sean f € C[z| v a € € raiz de f con multiplicidad 5. Se define la sucesién de
polinomios (f,),emw como

=1y fapn=X—-a)Pfat+ ", V=1

Encontrar v probar una férmula para la multiplicidad de « como raiz de f,, .

Calcular el niimero de factores irreducibles de X® — X* —1 en R[X] v C[X].

Se consideraran solo las respuestas debidamente justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:
NO. DE LIBRETA : CARRERA :
ALGEBRA — FINAL (19/12/03)
1.— Sea A:=10,1,2,3,4,5,6,7} v sea F el conjunto de funciones f de A en A. Se

define la siguiente relacion R en F:
fRg = f(2)<g(2).

Estudiar si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica, y transitiva.
Sea f: A — A la funcién definida por f(x) = rg(7x) para =z € A. Calcular la
cantidad de funciones ¢g: A — A que verifican que f R g.

Determinar todos los pares a,b € IN que verifican simultaneamente que

(a:b)=—-2a+b y [a:b=83a.

Sea w una raiz sexta primitiva de 1. Determinar todos los n € IN que verifican que
el producto

Sea f=X?4+aX +b,con a,beZ,ysean a, 3 € € las raices de f. Probar que
para todo n € IN se tiene que o™ + 3" € Z.

Determinar para qué valores de a € € el polinomio
X4 XP 47X —*XP 47X L a*X 4+ 1

admite al —1 como raiz multiple. Para cada valor de a hallado, factorizar el pol-
nomio correspondiente en IR[X]| v C[X].

Se consideraran solo las respuestas debidamente justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:
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ALGEBRA — FINAL (30/12/03)
1.— Sea A:=1{0,1,2,3,4,5} y sea F el conjunto de funciones f de A en A. Se define
la siguiente relacion R en F:
fRg < f(z) < g(z), Yz € A.
(i) Probar que R es una relacion de orden, es decir: es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Sea f : A — A la funcién definida por f(z) = rg(bx) para x € A. Calcular la
cantidad de funciones g: A — A que verifican que f R ¢g.

Determinar la cantidad de miltiplos de 18 que hay en la progresién aritmética

2,16, 30, 44, ..., 6ISR.

Sea (z,)nenw una sucesion dada de nimeros complejos que verifica las siguientes
relaciones:
T
z1 =1, Zypy1 = Zn.

Probar por induccién que z, € G(,—1) (es decir z, esuna rafz de la unidad de orden
(n —1)!) para todo n € IN.

f=X0—6X°+14X* - 8X® - 14X2+10X +7

sabliendo que tiene dos raices cuya suma es 1 y cuyo producto es —1., que ademas
son multiples.

Factorizar en Q[X], R[X] y €[X] el polinomio

Determinar para qué valores de n € IN, n > 6, el polinomio
X"+2X° +3X'+3X3+3X?+2X +1

admite simultaneamente una raiz que es raiz cubica de 1 y una raiz que es raiz quinta

de 1.

Se consideraran solo las respuestas debidamente justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (20/02/04)

1.— Sea R la relacién en Z definida por:

8|a® + b? si a v b son pares
8|a? + 7h* en los otros casos.

aRb <— {

(i) Probar que si a y b son de distinta paridad, entonces no pueden estar relacionados.

(i1) Probar que R es una relacion de equivalencia.
(i11) Describir las clases de 0, de 1 y de 2.

2.— Sean a,b € Z que verifican que el resto de dividir a a por b es 24 y el resto de
dividir a 3b por 72 es 48. Determinar (a :b).

3.— Sea w € € una raiz primitiva de 1 de orden 30 y sea z € € una raiz primitiva de 1
de orden 24 . Determinar todos los n € IN para los cuales vale simultaneamente:

w'?n—S =1 y Zl[}n—ﬁ = 1.
4.— Hallar la forma binomial de todos los z € € que verifican simultaneamente las condi-
ciones:
4 INE 2 : 3 3
z|* — 24 |z]° —3|z|* +10i|z| —10=0 y Arg(z):?.
5.— Sea la sucesion (f,)nen de polinomios definida por:

A=X4+X?-X-1 ., for1:=f" ¥Ynel\.

Determinar v probar una formula para la escritura de f,, como producto de polinomios
irreducibles en €[X], para todo n € IN.

Se consideraran sélo las respuestas debidamente justificadas.
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA — FINAL (05/03/04)

1.—
(i) Sea f:IN — IN una funcién inyectiva. Se define la siguiente relacion ® en IN:

nRm <= f(n)|f(m).

Probar que | es reflexiva, antisimétrica y transitiva (es decir es una relacion de
orden).

(ii) Para la funcion f:IN — IN definida por f(n):=6n + 10, determinar todos los
m e N tales que 1 R m.

2.— Determinar todos los n € IN que verifican que 4" =n (mod 5).

3.— Sea w una raiz cibica primitiva de 1. Determinar, segiin los valores de n € IN . los
valores de . _—
w— W —
1+ — o™+ —T".

3 3

4.— Probar que para todo n € INU {0} vale que:
_X'a‘! . ;YE 41 | ‘X'Ea‘l'n+-1 + ‘X'l?n+ﬁ_|_ﬁ:']2ﬂ+ll:l 4.

Sﬂﬂ f = sz +2JY3 — JYE +2JY + 1 .
(i) Probar que si « € C es raiz de f, entonces 1/« también.
(ii) Factorizar f en QX], R[X] v €[X].

[y |
|

Se consideraran solo las respuestas debidamente justificadas.
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1.—

ALGEBRA — FINAL (19/03/04)

Sea R la relacion en A := {2,3,4,5,...,999,1000 } definida por
nRm <= (n:m)#1.

(1) Estudiar si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica y/o transitiva.
(i1) Determinar la cantidad de m € A que verifican que 12 R m.

Determinar todos los a € Z tales que 7Ta® =1 (mod 10).

Probar que

2+2 22
w = + 1

2 2

es una raiz de orden 16 de la unidad, que ademaés es primitiva.

Sea g un polinomio que verifica que g(0) # 0 y sea (f,)n,en la sucesién de polinomios
defimida por:

fili=X2g9(X) ., far1=(XfLX))?* ¥Ynell
Determinar v probar una férmula para la multiplicidad exacta de 0 como raiz de f,, .
para todo n € IN.

Factorizar en Q[X], R[X] v €[X] el polinomio X*+3 X +5X2+4 X 42 sabiendo
que tiene una raiz en comin con el polinomio X®+4+3 X°+6 X 4+ TX3+8 X246 X +4.

Se consideraran soélo las respuestas debidamente justificadas.
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on
|

ALGEBRA — FINAL (15/04,/04)

Sea R la relacidn en (335 definida por
z Rw = zwe Gay.

(i) Probar que R es una relacion de equivalencia.
(ii) Determinar la cantidad de elementos de (G35 relacionados con i.

Determinar todos los a € % tales que ai =3 (mod 10) .

Sea (an)nem, la sucesion de enteros definida por:

ap=>5a1=3 vy Yn>2 a,=a, 1 +a_,.

Probar que para todo n € Ny, (a, tan1)=1.

Probar que si w € € es una raiz quinta de la unidad, w £ 1. entonces w +7w es raiz
del polinomio X* —2X + 1.

Hallar todos los enteros a para los cuales el polinomio
X+aX*+2X% —d4aX +1

tiene al menos una raiz racional, v para cada valor de a hallado factorizar el polinomio
en Q[X], R[X] v C[X].

Se consideraran solo las respuestas debidamente justificadas.
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ALGEBRA — FINAL (20/05/04)

1.— Sea R larelacion en A := {1,2,3,...,23,24,25} definida por
n ' m <= nm es un cuadrado en IN.

(1) Probar que R es una relacién de equivalencia.
(ii) Determinar la particién del conjunto A definida por la relacién R.

2.— Para qué valores de p primo se tiene que
2p | (15)P~1 4205 ?

3.— Sea acIN dado y sea (r,)nemw la sucesién de enteros definida por:
x1=a’ zo=3a> v Yn>3, z,=azx,_1+ 5;1:31_2.
Probar que para todo n € IN, se tiene a™*!|x, .
4.— Calcular el valor de
33
Z COS( 2 k 'ﬂ—)
34
=0
5.— Determinar para cada valor de n € IN la multiplicidad de —1 como raiz del polinomio

nX"Tl L (n41) X" +1.

Se consideraran sélo las respuestas debidamente justificadas.
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ALGEBRA 1 - FINAL (16/7/04)

(1) Sean A, B, C' suconjuntos finitos de un conjunto referencial V. Dar y demostrar una férmula para
el cardinal de A M B M C en funcion de los cardinales de A, B y C' y de sus uniones (es decir,

AUB, AUC, BUCy AuBUC).

(2) Determinar todos los x,y € Z que satisfacen simultaneamente que

(r:y)=8y 33z+9y=120.

(3) (a) Probar que 15n7+6 € Z para todo n € N.

(b) Probar que 528 =1 (44) & 15" +6=Tr (44) v 155 =1 (14) & 15" +6 = Tr ().

(c) Calcular el resto de dividir por 44 a L;"'G

(4) Sean n > 3 y z € Ggn una raiz de orden 2" de 1. Calcular los posibles valores de
2m—2_1

(z2 -1) Z 22
i=0

segun sl z es primitiva o no.

(5) Sean a # b en C. Probar que el 1inico polinomio f € C[r] de grado menor o ignal que 2 que
satisface que f(a) =1, f'(a) =0y f(b) =0 es el polinomio
f= (r —b)(2a —b—x)
a (a —b)?

y determinar todos los polinomios g € C[z] de grado menor o igual que 3 que satisfacen que
9(0)=1,4'(0) = 0,4(1) = 0.

Justifique todas sus respuestas.
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ALGEBRA 1 - FiNaL (03/08/04)

(1) Se define en MU {0} la siguiente relacion:
a<bhb <+ dneNU{0}talque b=a+4n.

Probar que < es reflexiva, antisimétrica y transitiva (es decir es una relacién de orden) y
determinar todos los b € MU {0} tales que 1 < b.

(2) Sea (frn)new una sucesion de polinomios definida por:
fi=2®—3"+3x—1, fp=2a""—3z"+32 -1 vy fo=lz—=1)fa1—xfh e, Yn=3

Determinar la multiplicidad exacta de 1 como raiz de f, para todo n € F.

(3) Probar que si n = m (mod 20) entonces n™ = m™ (mod 5) y calecular el resto de dividir
por 5 a E:El n".

(4) Sean z una raiz primitiva de orden 16 de 1 v w una raiz primitiva de orden 42 de 1.
Determinar todos los n € M que satisfacen simultdneamente que z™ = z%" y w' = w5,

(5) Para g = >0 jaix* € Cla], se define g = 37 @’ Se puede probar que si f € Rlz] ¥
g € C[z], entonces g| f <= 7| f.
Sabiendo eso, probar que si f € R[z] es divisible por * — 2z + i en C[z], entonces es
divisible por (z* — 2z + i) (2* — 20 — i) en R[z], pero que si f € R[] es divisible por
w® +ix® +x + 1, eso no implica que sea divisible por (2* +i2? +x +0)(2® — i 2 + 2 — ).

Justifique todas sus respuestas.
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ALGEBRA 1 - Final (13/08/04)

(1) Sea X = N x N y R la relacién en X definida por:
(n1,mq1) R (ne,me) <= niy|ne v mo|my.

e Probar que R es una relacion de orden (es decir es reflexiva, antisimétrica y transitiva).
e Calcular la cantidad de elementos (n,m) € X que satisfacen simultaneamente que

(2,238 )R (n,m) v (n,m) R (29,6).

(2) Determinar todos los n € N tales que (42! + 7n : 490) = 35.

(3) Sea z una raiz primitiva de orden 16 de 1. Probar que z™ = i implica que 4 | n, v mostrar
(con un contraejemplo) que la reciproca no es cierta: es decir mostrar que existe una raiz
primitiva w de orden 16 de 1 y un n divisible por 4 tales que w™ # 1.

(4) Sea (f,)nen la sucesion de polinomios definida recursivamente como
fi=2®=3z+2, fo=2"—bx+4y foo=3fu1—2f, VneN

Encontrar para cada n € N quiénes son las raices de v probarlo.
mn

(5) Hallar todos los polinomios de la forma
i 1222 v aiz + b,

con a,b € Z coprimos v no nulos, que admiten al menos una raiz racional. Para todos los
valores hallados, factorizar el polinomio obtemdo.

Justifique todas sus respuestas.
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ALGEBRA 1 - Final (06/09/04)

(1) Para cada n € NU {0}, sea la relacion R, en Z definida inductivamente por:
aRob e a=b b6 a=b+1
aRp1 b = dceZ talqueaR,c y ¢ R, b
Probar que para todon e NU{0},a R, b == Tk 0<k<2" talquea=>b+ k.

(2) Sea a € Z tal que (7a'"® 4+ 18 : 132) = 33. Determinar el resto de dividir a a por 66.

102 4 wS‘J

(3) Sea w € C, w # —1, una raiz quinta de —1. Probar que z = w*! + w es una raiz

quinta primitiva de 1.

(4) e Sean & N un nitmero impar. Probar que (2" —1)(z—1) es divisible por (z"—1)(z*—1).
e Determinar el polinomio ménico en Z[z| cuyas raices son las raices primitivas de orden
10 de la umidad, todas con multiphicidad 1.

(5) Determinar todos los n € N para los cuales el polinomio z" — 112 4+ 10 admite al menos
una raiz multiple. Para cada wvalor hallado, determinar la cantidad de raices distintas del
polinomio y su multiplicidad.

Justifique todas sus respuestas.
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ALGEBRA 1 - FINAL (14/10/04)

(1) Se tiene un tablero de 4 x 4 casillas. Una coloracion del tablero es una asignacion de un color,
blanco o negro, para cada casilla, como en el dibujo (los nimeros indican las coordenadas de las
casillas). Cada segundo, una computadora elige al azar las coordenadas (i, y) de una casilla, mira

u]
|
=D W
s}
Il
S RS

1 2 3 4 1 2 3 4

el color de ésta, y colorea de ese color a todas las casillas que estan arriba y a la derecha de (x, y);
es decir, a las casillas de coordenadas (a,b) tales que a > = y b > y. Sea C el conjunto de las
coloraciones del tablero (C tiene 2'6 elementos). Se define en C x C la relacién R por aR/3 si de
«r se puede llegar a 3 en alguna cantidad de pasos. En el dibujo, aR 3, ya que eligiendo (1,3) y
luego (3,2), se pasa de o a 3.

Probar que R no es una relacion de orden ni de equivalencia.

(2) Se define la sucesion (an )nen, por ap =0, a1 = 1, ¥ any2 = ap +4,/anr1 sin = 0. Encontrar una
formula cerrada para a, v probarla.

3) Encontrar todos los pares (z,y) € N x N tales que (2419)7 . (1607)¥ es divisible por 20 v no por
( p y 1 p y no p
2361.

(4) Sea z = V341 y sea w una raiz primitiva de orden 35 de la unidad. Encontrar todos los t € Z

tales que
2 2
22" =2V 2
wt’ = g2t—2

(5) (a) Encontrar un polinomio f € R[x] de grado < 3 tal que
T(e—1)(@—2)(f) = 5z — 9,
Tat1)(f) = —8.

(b) Se tienen numeros distintos aq, ..., an V b1,.... b, v dos polinomios ri,rs € R[x] tales que

gr(ry) < n, gr(rg) < m. Se definen

pr=(z—-a) - (r—ag)---(x—an) y pr=(x—b) (xr—by) - (x—bn)

Probar que existe un vinico polinomio f € R[z] de grado < (n + m) tal que
Tpl(f) =T,
Tpa (f) =ra.

Justifique todas sus respuestas.
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Algebra I
Examen Final (10-12-04)

Nombre y apellido:
Turno: Carrera:

2 3 1

[y |

[y |

. Sean € N ysea A un conjunto de n elementos. Determinar el niimero

de relaciones de equivalencia en A que admiten a lo sumo 2 clases de
equivalencia.

. Probar que

in n
2773

para todo n € N.

. Sea n = 22°3100551765112  Calcular el nimero de divisores positivos d

de n que verifican simultaneamente las siguientes condiciones:
(a) d es un cuadrado perfecto.
(b) 40 | d.
(¢) (d:3307511) = 3997°,

. Sea g € C[X] y sea f = X*%g. Hallar los posibles valores del término

constante de g, sabiendo que 0 es raiz de multiplicidad 8 del polinomio

Xﬂf: + fﬂ_

. Sea z una raiz 18-ésima primitiva de 1. Caracterizar los n € N tales

que z1" € Gyo.

Nota. Justiique debidamente todas sus respuestas.
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Algebra I
Examen Final (17-12-04)

Nombre y apellido:

Turno: Carrera:
2 3 4 5!
1. Sin € N, probar que en el conjunto {n,n + 1, - ,2n} hay un cuadrado
perfecto.
2. Sean A =1{1,2,---,15} vy B={1,2,---,27}. Calcular el nimero de

[y |

funciones estrictamente crecientes f : A — B tales que f(2) > 5.

Aclaracién: f se dice estrictamente creciente si 1 < j = f(i) < f(j).

. Demostrar que existen infinitos pares (x,y) € Z? tales que x +y = 196

v(z:y) =T

. Sea w una raiz octava primitiva de 1. Caracterizar los n € N tales que

mn

me = 1.

i=0

Si g € R[X], determinar los posibles valores de (g+ X : Xg+ 2). Para
cada uno de los casos hallados, exhibir un polinomio g que lo satisfaga.

Nota. Justiique debidamente todas sus respuestas.
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Algebra 1
Examen Final (28-12-04)

Nombre y apellido:

Turno: Carrera:

2 3 1

(aha §

o

. Hallar (y probar) una férmula para el término general de la sucesion

(@, )p>1 definida por las siguientes relaciones:

iy = 22

Upil = Gp +nay sin = 1.

. Probar que 9" > 5" + n4" para todo n € N.

. Demostrar que todo nimero natural n se expresa univocamente en la

forma
n = agbj

donde a.b € N vy b es libre de cuadrados.

Aclaracion: Un entero se dice libre de cuadrados s1 1 es el unico

cuadrado perfecto que lo divide.

Sea w una raiz ciibica de —1, y sea f = X121 — X108 _ x™ 4 X5 _ 1
St w # —1, probar que f(w) es una raiz cibica primitiva de 1.

. Sea f € Z[X] un polinomio de grado 3 con exactamente un coeficiente

par. Probar que f admite alguna raiz u € C — Z.

Nota. Justifique debidamente todas sus respuestas.
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Algebra I - 2005
Examen final - 26/7/05

(1) Sea f € C[z] un polinomio de grado n > 2. Probar que si f’
divide a f entonces existen «, 3 € C tales que f(z) = a(z—3)".

(2) Sea n € N un nimero impar.

(a) Probar que si w € G, es una raiz primitiva de orden n
entonces —w es una raiz primitiva de la unmidad de orden
2n.

(b) Probar que todas las raices primitivas de la unidad de orden
2n son de esta forma.

(3) SeaA={aecZ/(a:11) =1}y sea ~ larelacién en A definida
por
a~b +— a®=1(11)
(a) Probar que ~ es una relacién de equivalencia.
(b) Hallar todos los a € A tales que a ~ 6%3.

(4) Sea {cn}n>0 la sucesién definida recursivamente como sigue:

n—1
n+1
cop=1 Cn=1—zﬂz(z—|__£)

[=0
Probar que Vn > 0, ¢, = (—1)".

(5) ;De cuantas maneras pueden colocarse 65 discos numerados en
tres pilas s1 la ultima pila no puede quedar vacia, la segunda
debe tener al menos 44 discos v la primera debe tener exacta-
mente 15 discos?

POR FAVOR, JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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ALGEBRA I — FINAL (2/8/05)

1. Sea z € G171, z# 1. Hallar todos los n € IN tales que 2" =70,

2. Un senor tiene a palomas y ¢ jaulas. Determinar a y ¢ sabiendo que a > 100,
g < 50 v que s1 colocara 17a palomas en 8¢ jaulas poniendo 7 palomas por jaula, le
sobrarian dos palomas.

3. ;De cuantas maneras se pueden ubicar 16 bolitas iguales en 3 cajas distintas si en
cada caja debe haber por lo menos dos bolitas v a lo sumo seis?

4. Sea (f,)nemw la sucesién de polinomios en Q[X]| definida por

1 2 2 =4 _ 1 2 /
fU—X—§, fi=X —§X‘|‘O: fn-i—l—ﬁX fn' +3 fazt

Probar que, para todo n > 0, f, es un polinomio ménico de grado n + 1.

5. Sean a,b,c e € talesque a+b+c=—-1, a? 4+ +c2 =3y %-l—%-i—%:%-

1) Hallar f € @Q[X] moénico de grado 3 cuyas raices sean a, b y c.

11) Factorizar el polinomio f hallado en 1) en Q[X]|, R[X] vy C[X].

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA T — FINAL (12/8/05)

1. Sea neIN tal que 7|2" +5 yv 11| 2" + 1. Hallar el resto de dividir a n por 30.

2. Sea X = {n e Nn < 100} ysea U =1{n e IN/n < 20}. Sea ~ la relacién de
equivalencia en P(A) definida por

A~B — A-U=B-U
Determinar cudantos elementos tiene la clase de equivalencia de B = {nc X /3 | n}

3. Probar que Gyi3:s NG5 = Gig.

4. Hallar todas las raices complejas del polinomio f = X0 -5 X° — 4 ¢ O[X].
5. Sea la sucesion (fy)nenw de polinomios definida por :
=X+ X" -X -1, fan=X+Di+X+X)"7  (nel)

Probar que, ¥n € IN, —1 es raiz de f,, con multiplicidad igual a n+ 1.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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APELLIDO Y NOMBRE:

NoO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA I — FINAL (9/12/05)

1. Sea A el conjunto de todas las permutaciones de 11112223368 y sea ~ la relacién de
equivalencia en A definida por

o~ 71 <= los Iugares donde estan ubicados los unos en ¢ vy en 7 son los mismos

(Por ejemplo, 12336118221 ~ 13862113281 pero 12336118221 £ 31862113281 )

1) Determinar cuantos o € A satisfacen o ~ 28162113321
11) Determinar cuantas clases de equivalencia hay

T .

n—1i n

2. Probar que > para todo n > 3
E 5 = =
‘—it+2 7 n+ 2

3. Hallar todos los a,b e Z tales que 20 +3b=T75y (a:b)=5

4. Hallar todos los z € € tales que |z|=v5 y 2° —22+16 =3z

5. Sean a,b € Z no nulos tales que (a :b) =1. Probar que
F=X"4+5X°-2X"—10X?+10bX +a

no tiene ninguna raiz multiple en @Q.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA I — FINAL (16/12/05)

1. Sea (f,)nemw la sucesion de polinomios definida por
fi=2X —13, fo,=2X%2+5X —11, frio = X2 :1+1 — 18X f,

Probar que, para todo n € IN, f, es un polinomio de grado n vy su coeficiente
principal es igual a 2(n-1)!

2. Sea A={neIN/2<n<101}.
Determinar cudntas funciones biyectivas f : A — A satisfacen que f(i) =i+ 1
para todo i pary f(i) >4 para todo i < 20

3. Hallar todos los n € IN tales que 286 | 11" + 13n + 8

4. Hallar el médulo y el argumento de cada uno de los z € € que satisfacen (z4—1)2 =1.

5. Probar que f = X183 4 X531 _ X171 L o137 4 9X1 _ X2 £ 1 es divisible por
g=X'+X*+ X? L X +1

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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APELLIDO Y NOMBRE:

NO. DE LIBRETA : CARRERA :

ALGEBRA I — FINAL (27/12/05)

1. Sea (a,)nem, la sucesién de nimeros enteros definida por
ap = —1, a, =2a,_1+2" (nelN)
Hallar una férmula para el término general a, y probarla por induccién.

2. ;De cuantas maneras se pueden ubicar 10 bolitas rojas, 6 bolitas negras y 16 bolitas
blancas en tres cajas distintas de manera que en cada caja el numero de bolitas de
cada color sea par?

3. Hallar todos los a € Z tales que 3a =7(23) v (2a+5:13a—2) # 1.

4. Sea w € Gy1, w# 1. Calcular

3

0 31 32 33 239
w2 L L o w?® w2

5. Sea f € Q[X] un polinomio de grado 8. Factorizar f en Q[X], R[X] v C[X]

sabiendo que satisface:

e f tiene exactamente b raices distintas en €
e 1+i v 2— /3 son raices simples de f

e f(2)=0y f(0)=4

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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Ejercicio 1. Sea (an)},EN la sucesidn de nimeros enteros definide por
01:=14, a;:=36 y a,=—4a,_,+ 4a,_1, para todo n > 3.

Pruebe que o, = (2n + 5)2", para todo n € N.

Eerrc1C1o 2. De cuantas maneras se pueden ubicar 15 bolillas indistinguibles en 7
cajas numeradas con la condicidn de que a lo sumo una caja quede vacia?

Ejercicio 3. Sea w € C tal que w'® = 1. Pruebe que (w26 + w?®Y(w32 — 1) es
imaginario puro.

Ejercicio 4. Encuentre el resto de la divisidn de P por X3 — X2 _ X +1, sabiendo
que P € C[X] es un polinomio que satisface P(1) = 2, P(-1)=0y P(Q)=1.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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Ejercicio 1. Se define la relacidn R C P(R) x P(R) por
ARB« A(\BCN.

Clasificarla en refleriva, simétrica, antisimétirica y transitiva.

Ejercicio 2. Determinar cuantos enteros a tales que 0 < a < T*®® satisfacen que
49|a y que el desarrollo en base 7 de a tiene por lo menos tres digitos iguales a 4.

Ejercicio 3. Hallar todos los z € C tales que liz—1=2y (z+i)8 = (z—19)°

Ejercicio 4. Factorizar en Q[X], R[X] y C[X] el polinomio
X5 - X*44X®-7X?-5X - 10,

sabiendo que tiene una raiz en € cuya parte real es cerv.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS


http://fdxmaths.com/
http://www.facebook.com/FDXMATHS

DESCARGA mas exdmenes y COLABORA (enviando los tuyos) en FDXMATHS.COM y FACEBOOK.COM/FDXMATHS

1 . 2 3 4 5 ¢ Cealificacién

APELLIDO Y NOMBRE:
No DE LIBRETA:

ALGEBRA I - EXAMEN FINAL
(25,07 /2008)

1. Decidir si las siguientes afirmaciones en Z son verdaderas-o falsas..
Probarlas o dar contragjemplos segiin corresponda.
a) Sialbcy (b:c) =1 entonces alb 6 alc.
b) Siajp+cy (a:c) #1 entonces (a:b) # 1.
c) Si(a:b)={a:2b+ 3a) entonces 2{a.
d) Si 2t a entonces (a : b) = (a: 2b+ 3a).
2. Sean p € N un niimero primo y a,b € Z tales que a =b (méd p).
Probar que.para todo n € Ng vale que o?” =5 (méd p~+1).

3. Sean a,b, ¢,d € Np. Probar que el polinomio 24 z%+2 474017 4 54449
es divisible por =2 + 22+ z + 1 en Q[z].

4. Hallar todos los 7 € N tales que 11-17 | 3" +2.
5. Sea § € Q|z] el polinomic f =z*+z* 4+ 22+ + 1.

a) Probar que f es irreducible en Q[z].
b) Para cada niimero natural n calcular (f : ™ — 1).

¢) Probar que si p € Q[z] tiene como raiz a alguna rafz guinta pri-
mitiva de la unidad, entonces todas las raices-quintas primitivas
de la unidad son raices de p.

Justifique debidamente todas sus respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
No DE LIBRETA:

ALGEBRA I - EXAMEN FINAL
(12/08/2008)

1. Probar que ¥n >4, Y% il > 3+ 103773,

2. Se tienen m rectas paralelas en el plano y en cada una de ellas se eligen

n puntos.

()

(b)

5. jPara qué valor de n € N los niimeros complejos z1 =

;. Cuantos subconjuntos de 4 elementos se pueden formar con estos
puntos?

;. Cuantos de esos subconjuntos contienen como maximo dos pun-
tos en cada recta?

Encontrar todos los m € Z tales que m? = 1 (mod 97).

8

Probar que para todo m € Z, m*® es congruente a 0, 1 6 96

modulo 97.

Sean f,g € C[x] no nulos, h = (f : g) su maximo comtin divisor
y a € C. Probar que f(«) = g(a) =0 siy solo si h(a) = 0.
Dado f € C|z], probar que (f : f') = 1 si y solo si f no tiene
raices multiples

Probar que para cualquier f € Clz] no nulo, el grado de (f : (f")?)
nunca es igual a 1.

44v2 | V2-2;
3 T gt

v z9 = 2 son los vértices de un n-agono regular centrado en 2 — 7
Calcular los otros n — 2 vértices.

Justifique debidamente todas sus respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
No DE LIBRETA:

ALGEBRA I - EXAMEN FINAL
(8/09/2008)

1. Sea A un conjunto y R una relacién en A x A.

(a) Decidir si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa (en caso de
ser verdadera demostrarla y si no, dar un contraejemplc):

“Si R es simétrica, transitiva y ademads satisface que para todo
elemento a € A existe un elemento b € A tal que aRb, entonces
R es de equivalencia”.
(b) En cada uno de los siguientes dos casos, dar un ejempio de un
conjunto A y una relacién R que sea:
e Reflexiva, antisimétrica y transitiva.
e Reflexiva, antisimétrica y no transitiva.

Sean &Ny T = {tiras de 0 y ! de longitud n}. Siscelizen A, R c T
al azar, Lcua.l es la probabllldad deque Ay B commdan en exactamente
k lugares, para cada k entre 0 y n?

l\)
f

3. Sea f € Z[z] un polinomio.

(a) Sea p € N primo y a € Z que verifica f(a) = 0 (mod p). Probar
que existe ¢ € Z[z] tal que f(z) = (z —a)g(z) + m, con m = 0
(mod p).

(b) Si f esdegrado 2y p € N es primo, probar que existen a lo
sumo dos nimeros 0 < 7,7 < p — 1 tales que f(i) =0 (mod p) y
f(7) =0 (mod p).

(c) Construir un polinomio de grado 2 que tenga al menos 3 raices
distintas médulo 6 (con lo cual el resultado probado en el inciso

anterior vale sélo cuando el médulo es primo).
4. Hallar y dibujar los conjuntos

S={z€C:0<arg(z®) <}, T={z€S5:2z%=-1}

9. Para cada valor de n € N, hallar med(n? — 1, 3n3 + 4n2 + 2n).

Justifique debidamente todas sus respuestas
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EXAMEN FINAL DE ALGEBRA 1 (ABRIL 2009)

1. Sea f: NU {0} — Z una funcion que satisface f{z+y) = f(z) + fy) + 1.
a) Pruebe que f(n) =nf(l)+n—1.

b) Encuentre los valores de f(1) para los que f es inyectiva.
2. Encuentre el resto de dividir 222! por 1035.

3. Definimos la relacion R C P(R) x P(R) por
ARB& ANBCN

Clasifiquela en refleziva, simétrica, transitiva y antisimétrica.

4. FEncuentre todos los z € C que satisfacen

|22+ 4lz| =3z]° +12 y 22° =(1—V3i)Z5.

5. Factorize el polinomio
X9 —2X% - (2+4)X3 -3(1-1i) e ClX]

sabiendo que tiene una Taiz Teal.

Justifique todas sus respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
N° DE LIBRETA:

[uha §

ALGEBRA I - FINAL
04,/08/2009

. Sea R © X x X una relacion tal que

» Vr,ye X, (z,y) € R= (y,7) ¢ R,
m Vr,y,ze X, (r,y) e R= (r,z) e R6 (z,y) € R.

Probar que la relacion S © X x X definida por (z,y) € Ssiysolosi (z,y) ¢ R
e (y,z) ¢ R es de equivalencia,

. Sea n € N. Determinar la cantidad de funciones inyectivas que pueden defi-

mrse f:{1,2,..., dn} — {1,2,...,4n} de manera que f(k) = k+ 1 para todo

k impar y f(k) > k para todo k < 2n.

. Sean a,b € Z no nulos. Probar que ([a: b] : a+b) = (a : b).

Sea n € N y sea w € (¢,,. Probar que son equivalentes:

m min{j e N|w/ =1} =n,

» w = cos (£T) —I—isen(%’”) conke N (k:n)=1.

n

Sean f, g polinomios en @Q[X] tales que f es irreducible. Probar que

fflg = flagyfld.

Justificar debidamente todas las respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
N° DE LIBRETA:
CARRERA:

ALGEBRA I - FINAL
14/08/2009

1. Probar que dados a,b € N, existen tinicos g, 7 € Ny tales quea =¢qg-b+r vy
0<r<hb.

2. Decidir s1 son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones.

Justificar.

a) Si f € Q[X] no tiene raices reales, entonces f es irreducible en Q[X].
b) Si f,g,h € Q[X], flghy (f:g)=1, entonces f | h.
c) S1f,g,heQ[X], f|hyg]|h, entonces fg | h.

3. Para n,m € Ny se define a,,, € N como sigue:

= ag,, = 2™ para todo m € Nj.

m para n € Ny, @Gy 1.m = Gnm + G mi1 Para todo m € Ny,

Hallar una férmula para a, ,, en funcién de n, m € Ny y probarla por induccién.

4. a) Sea Aun conjunto de n elementos. ; Cudntas relaciones R © Ax A hay que
sean simétricas? jCuantas que sean a la vez reflexivas v antisimétricas?

b) Sean n,m € N. ;Cuantas funciones f : {1,...n} — {1,...,m} hay que
sean creclentes? ; Cuantas que sean estrictamente crecientes?

5. Sea n € N par y sean w, z € G, primitivas. Probar que (w + 2)7 € R.

Justificar debidamente todas las respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
N° DE LIBRETA:
CARRERA:

ALGEBRA I - FINAL
25/08/2009

1. Probar que para todo par de nimeros n, m € N coprimos existen s,t € Z tales
que

2. Sea [ = Zi:o apX* € Z[X] con ag # 0 y ag # 0. Probar que si 5 € Q es raiz

de f, con a, 3 € Z coprimos, entonces « | ag y 3 | aq.

3. Sean e N.

a) Probar que () + (. ",) = (”H) para todo 1 < m < n.

m—1 m

b) Enunciar y probar la formula del binomio de Newton.

c¢) Calcular {E) - Q(T) +2? (g) + 42" (2)

4. En un tren con 3 vagones. cada uno de los cuales tiene una catidad a de
asientos, viajan p personas. ;De cuantas formas distintas pueden ubicarse de
manera que

a) no haya asientos vacios?

b) haya a lo sumo 2 asientos vacios y en los vagones con asientos vacios no
haya personas paradas?

(Para las personas que viajan paradas, solo importa en qué vagén estan.)

Sean n,m € N.

ot

a) Probar que G, N G, = G m). Deducir que si (n : m) = 1, entonces
G,NG, =1{1}.

b) Sea G, -G, ={w-zeC|lwed,, z<G,}. Probar quesi (n:m)=1,
entonces G, - G, = Gom.

Justificar debidamente todas las respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
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ALGEBRA I - FINAL
29/09/2009

1. Probar que s1 p € N es primo v a € Z no es miiltiplo de p, entonces

r—1

a’7 =1 (mdd p).

2. Sean X un conjunto y ‘R una relacién de equivalencia en X. Para cada r € X,
notemos C, = {y € X | yRx}. Probar que C, # () para todo r € X y que
para todo par xy,zy € X, vale que C,,, = C,, 6 C,,, N C,, = .

3. Probar que:

a) Para todos n,k € N con n > k,

(:1)=-2()

J

b) Para todos k,n,m € Ny tales que k < n + m,

() 3007

F=max(0,m—k)

4. Decidir s1 son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones.
Justificar.

" TL
—

a) Para todo n € N, n > 2, el polinomio H es irreducible en Q[ X].

b) Sin = pypaps con py, ps, p3 € N primos distintos, el producto de las raices
n-ésimas primitivas de la unidad es —1.

¢) St @ € C es raiz triple de un polinomio f € C[X], el resto de dividir a f’
por (X — a)? tiene grado 2.

C

5. Sean a,b,c,d € Z, b # 0, d # 0. Probar que si %—l—a €Z,(a:b)=1y
(c:d) =1, entonces |b = |d|.

Justificar debidamente todas las respuestas
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ALGEBRA I - FINAL
28/10/2009

1. a) Dado P € C[X], P = Y or_garX*, se define el conjugado de P como
P=3"7, @, X*. Probar que z € C es raiz de P si y solo si zZ € C es raiz
de P.

b) Probar que si P € R[X]y z € C es raiz de P, entonces z es raiz de P
con la misma multiplicidad.

2. Sean a,b € N coprimos. Probar que:

a) Para todo n € N tal que n > ab, existen r, s € N tales que n = ra + sb.

b) No existen r, s € N tales que ab = ra + sb.

3. Sea T': N — R la funcidn definida recursivamente por:
- —7.7([2 2 v T(1) =
T(n) =7 T([QD 102 oy T()=1.

Probar que T'(n) < 2n® para todo n € N. Para a € R, [a] es la parte entera de
a, es decir, el unico entero tal que [a] < a < [a] + 1.

4. Probar la siguiente version del Teorema Chino del Resto: Dados mq,mo € N
coOprimos, ai,ay € Z, el sistema

{:r. =a; (mdd my)

r=as (méd mo)

tiene una 1nica solucién rg € Z tal que 0 < x4 < mymo.

Para cada una de las siguientes afirmaciones, decidir si es verdadera o falsa.
Justificar.

_C'.,'-'[

a) Sia,b,c e Z son tales que a{by ate, entonces atb+c.

a* ! =a" (méd n).

b) Sea n € N impar. Entonces para todo a € Z tal que (a : n) = 1, vale

¢) Sin = pypaps con py,pa, p3 € N primos distintos, la suma de las raices
n-ésimas primitivas de la unmidad es —1.

Justificar debidamente todas las respuestas
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Final de algebra 1
(3 de agosto de 2010)

LUN®| Apellido y Nombre

Ej. 1| E}. 2| Ej. 3| Ej. 4] Ej. 5 | Nota

(1) Determine cudles de las siguientes propiedades: reflexividad, transitividad,
simetria o antisimetria, tiene la relacién

xRy siysoélosi z+y es par,
definida en Z.

(2) De cuantas maneras se pueden ubicar 21 holitas verdes indistinguibles en 6
cajas numeradas con la condicién de que haya exactamente 2 cajas vacias
y al mismo tiempo en las tres iltimas cajas (es decir en las nros 4, 5 y 6)
haya en total 15 bolitas.

(3) Encuantre (!0 - 292 ; 221}, para cadz a € % tal que (o281 =1

(4) Para cada raiz 15-ava de la unidad, calcule

LI LTI L I R e i

(5) Sean a, b, c las raices de X3 +2X2 43X —1. Encuentre un polinomio P de
grado 3, con coeficientes enteros, cuyas raices sean ab, ac y be.

Justifique todas las respuestas
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APELLIDO Y NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2010
Final — 14/12/2010

1. Sean A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} v B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16}

a) Contar la cantidad de funciones inyectivas f : A — B que satisfacen que {1,2} < Im(f).

> 7

b) Contar la cantidad de funciones sobreyectivas f : B — A que satisfacen #(f1(1)) >

2. a) Determinar todos los a € Z para los cuales el siguiente sistema de ecuaciones de congru-
encias sea compatible en Z:

6z
14z

b) Elegir un a para el cual sea compatible y resolverlo.

a'?! (mod 20)
(mod 15)

Il
Lo

3. Sea z € (&5, z # 1. Hallar todos los n € N para los cuales

n

Z:i:(}.

i=2

4. Sea f € Q[X] ménico de grado 6 que satisface simultdneamente:

m X2 -2 (f:f.
» [ posee una raiz compleja de argumento 5 /4,

m Todas las raices de f tienen 1gual maodulo.

Factorizar f en C[X], R[X] v Q[X].

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entrégquela con el resto del examen
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APELLIDO ¥ NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2010
Final — 21/12/2010

1. Sea (f,)nen- la sucesion de polinomios definida por

fi=X?4+ X +1
fart=(X2—2X +3) 24+ 2(fu+1) =5 VneN

Se considera la sucesion (a,,),en cuyo término general es a,, = gr (f,). Conjeturar una férmula
general para a, y probarla.

2. a) Dadon €N, calcular 3_;_(—=1)*(}).

b) Sea A un conjunto finito no vacio. Probar que la cantidad de subconjuntos de A de
cardinal par es igual a la cantidad de subconjuntos de A de cardinal impar.

3. Seaa € Ztal que (a'® +3:4) =2y a®? =2(mod7).
Hallar los posibles restos de dividir a a por 28.

4. Se define en G5 la siguiente relacion:

1

wRz <— wz € Gs.

a) Probar que R es una relacién de equivalencia.

b) Sea zgp € Gs. Probar que w Rz <= w € Gs.

5. Probar que s1 tres mimeros en C no nulos suman 1 y sus inversos también suman 1, entonces
al menos uno de los tres es 1. (Sug: determinar como puede ser un polinomio ménico que
tenga a los tres niimeros por raices).

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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APELLIDO Y NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2010
Final — 28/12/2010

1. Sea a € N impar, y sea (T, )nen la sucesion de nimeros naturales definida por

T =2a
Tpy1=2Tp+ba Vnel

a) Probar que para todo n > 2 se tiene a | x, v 21 z,,.

b) Deducir el valor de (zy : =) para todo n > 2.

2. Dado n € N,

a) calcular

k=0
b) probar que
2?1 < 2?'1 < 4?1
— n _ -
3. Sean w una raiz primitiva de orden 14 de la unidad y z = cos % — isen%. Hallar todos los

n € N para los cuales w?™ € Rog v 2”2 € R simultaneamente.

4. Sea p un primo positivo y f
f= ) T P +p+ 1.

a) Probar que f(a) es congruente a 1 modulo p para todo a € Z.

b) Probar que f no tiene raices racionales.

o

Sea f € C[X] y sea @ € C una raiz de multiplicidad exactamente 3 de f. Probar que el resto
de dividir a f’ por (z — a)? es de la forma c(z — a)? donde ¢ es una constante no nula.

Justifique todas sus respuestas
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Algebra I - 2do Cuatrimestre 2010
Final — 22/02/2011

1. Sea f : Z? — Z la funcién definida por f(a,b) = 18a + 35b.

(a) Determinar (demostrando o dando un contraejemplo) si f es inyectiva y si f es suryectiva.
(b) Describir los conjuntos f~'({0}) y f~1({10}).

2. Sea (f,)nen la sucesion de polinomios definida por

fi=(z—- 1)1
far1 =24+ VneN

Determinar la multiphcidad exacta de 1 como raiz de f,,, para todo n € N, y probarlo.

3. Dado n € N, encontrar una férmula sin sumatoria para

> ()

R ; . e oo 1 ny n—1y T1i
(sugerencia, mostrar que para 1 < k < n se tiene k(k} = n(k_l) y utilizarlo).

4. Para cada a € Z, calcular el valor de (3'%a + 5 : 3'7a 4 66).

5. (a) Probar que si w es una raiz quinta primitiva de 1, entonces w + @ es raiz del polinomio

X’+X -1
(b) Calcular cos(2m/5).

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréquela con el resto del examen


http://fdxmaths.com/
http://www.facebook.com/FDXMATHS

DESCARGA mas exdmenes y COLABORA (enviando los tuyos) en FDXMATHS.COM y FACEBOOK.COM/FDXMATHS

1 2 3 4 5 CALIF.

APELLIDO ¥ NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2010
Final — 1/03/2011

o

. Sea A=1{1,2,3,4,5}.

(a) ;Cuantas funciones se pueden definir de A en A tales que f(1) es impar? ;Y que sean
ademas suryectivas?

(b) ;Cuantas relaciones se pueden definir en A que sean a la vez reflexivas y simétricas?

Sean «a, § € C tales que a + [ y a [ pertenecen a Z. Probar que para todo n € N, o™ + 5"
pertenece a Z.

. Probar que para todo a € Z vale

. Sean e N, n>2 Calcular

Sean p un primo positivo impar vy f = p XP* — (p+1)XP + 1.

(a) Probar que 1 es la tunica raiz racional de f.

(b) Hallar todas las raices complejas multiples de f v determinar su multiplicidad.

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y eniréquela con el resto del examen
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Algebra 1
Final — 11/03/2011

1. Se define en N la relacién ‘R siguiente
rRy <= existen e NU{0} tal que y = 2" z.

(a) Probar que R es una relacién de orden.

(b) Encontrar un conjunto A C {1,2,..., 200} de cardinal lo mas grande posible tal que

3 3

3 e Ay paratodo r,yen A se tiene s RyoyRzx.

2. Determinar una férmula cerrada (sin sumatorias) para la suma

a9k —1 2k+1

para n € N, y probar su validez.

3. Sean a y b enteros tales que 4a+2 =3 (mod 11) y 46+ 2 = 3 (mod 13). Determinar el resto
de dividir 26a — 33b por 143.

4. Para cadan € N, n > 3,

(a) calcular el producto de todas las raices n-ésimas primitivas de 1,

(b) calcular el producto de todas las raices n-ésimas de 1.

(a) Sea f € C[X] un polinomio “capiciia” de grado 4, es decir f = aX*+bX?* +cX*+bX +a
donde a,b,c € C. Probar que si e € C es raiz de f, entonces 1/a también.

[

(b) Probar que un polinomio “capicia” de grado 5 tiene la misma propiedad, y ademas tiene
al nimero —1 como raiz.

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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1. Calcule cuantas funciones sobreyectivas f de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} en
{a,b,c,d,e, f,g,h} hay, tales que f~1({a}) y F~1({b}) tienen ezactamente 2 el-
ementos.

2. Encuentre el resto de dividir por 21 la suma de los divisores positivos de 322533,

3. Encuentre todos los z € C tales que
|zl =1 y Re(z?) = —Im(z?).
4. Factorize en Q[X], R[X] y C[X] el polinomio
X0 —6X°+14X* - 8X3 - 14X% + 10X + 7

sabiendo que tiene dos raices cuya suma es 1 y cuyo producto es —1, que ademds
son maultiples.

Justifique todas sus respuestas
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Algebra I
Examen Final (02-08-11)

Nombre y apellido:

Libreta: Carrera:

)

w

i~

&)
Z

N

Si n es impar, determinar el nimero de boletos capicias de n digitos
que contienen por lo menos dos ceros.

Probar que

= /'m

ch) = m2m!
=0 7

para todo m > 0.

Sean a,b € Z tales que (a : b) = 3. Calcular (25a°b : a* 4 b*) .

Si w es una rafz séptima primitiva de 1, probar que w -+ W es raiz del
polinomio z2 + z% — 2z — 1.

Determinar para qué valores de a € C el polinomio
28 4425 + 7xt — ¥ + T2t +a’z + 1

admite a —1 como raiz multiple. Para cada valor de a hallado factorizar
el correspondiente polinomio en R[z] y C[z].

Nota. Justifique debidamente todas sus afirmaciones y respuestas.
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Algebra I
Examen Final (09-08-11)

Nombre y apellido:

Libreta: Carrera:
1 2 3 4 5 N
1. SiU ={1,2,...,1000} y A = P(U)—{ 0}, se define la siguiente relacién

R en A:
XRY < (minX =minY) A (maxX = maxY).

Probar que R es una relacién de equivalencia y calcular
4 (C1({101,201})) .
Sea f = z2+az+ben Z[z] y sean a y [ las raices de f en C. Demostrar
que a™ + " € Z para todon > 0.
Probar que la ecuacién diofdntica
2% +11)X + (2% +121)Y =c
es resoluble para todo c € Z.

Si w es una rafz sexta primitiva de la unidad, determinar todos los

n € N tales que
szi %]
1=0

Sean o, By - las raices en C de z° — 3z + 1. Determinar un polinomio
ménico de grado 3 cuyas rafcessean 1 —o”!, 1 -1y 1—97".

Nota. Justifique debidamente todas sus afirmaciones y respuestas.
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b |

Final de Algebra 1, 14/12/2012

. Sea A ={1,2,3,...,10}. Determinar cuantas relaciones de equivalencia en A hay que tengan

exactamente 2 clases de equivalencia. Determinar cuantas relaciones de equivalencia en A
hay que tengan exactamente 3 clases de equivalencia.

Hallar el resto de la divisin de 22" por 13 para cada n € N.

Sea p(z) € Q[z] un polinomio irreducible, y v € C una raiz de p(z). Probar que si ¢(z) € Q[z]
es un polinomio tal que g(a) = 0 entonces p(z) | ¢(x). Sugerencia: considerar (p: q).

Hallar un polinomio de grado 2 en Z[r] ménico tal que

f(0)=f(1)=0 (mod 3),
f(O)=f(2)=0 (mod?5)y
f(2)=f(4)=0 (mod 7).

Dado n € N, consideremos el grupo de raices n-ésimas de la umdad G,,. S1w € G,,, defimmos
su orden como
ord(w) =min{m : w™ =1}.
mel - ’
Probar que ord(w) | n. Probar ademas que si w € (7, tiene orden k, entonces w es una raiz

primitiva de orden k.
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o

(a)

Final de Algebra 1, 21/12/2012

Sea fn la sucesion de Fibonacei, dada por
fo=0, fi=1 fapp=fat+tfo1Vn=1
Sean a, b € Z no ambos nulos. Probar que Vn > 0 se tiene
(fna+ fneab @ fapra+ fapeb) =(a @ b).

Encontrar otra sucesion g, en Z tal que
(gn@ + gn+1b : gni1a +gni2b) = (a 1 b), Vn>0.

Sea f € Q[z] de grado 5 tal que 1 + /2 y 3 — /3 son raices de f.
Probar que f tiene una raiz racional.

Encontrar un polinomio f € Q[z] de grado 5 con raiz 1 + V2 pero
sin raices racionales.

Probar que si p v g son primos positivos distintos, v si a es coprimo con
pq, entonces aP~ 1971 =1 (mod pq).

Dado k € N, G = {z € C | z¥ = 1}. Probar que si n y m son coprimos,
la funcién f : G, x Gy = Gum, f(a, ) = af es biyectiva.

Encontrar todos los enteros 0 < a < 2400 que son divisibles por 8 y tales
gue su desarrollo en base 7 tiene al menos 3 digitos iguales.
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]

Final de Algebra 1, 28/12/2012

. Dado n € N, denotamos por G, al conjunto de raices n-ésimas de la

unidad. Probar que si p ¥ g son primos positivos distintos, la suma de las
raices primitivas de G4 es 1.

Sea f(x) € Z[x] un polinomio tal que al evaluarlo en cualquier niimero
entero a, f(a) resulta siempre un miiltiplo de 101 o un miltiplo de 107
(ambos son niimeros primos). Probar entoneces que o bien f(a) es siempre
divisible por 101 para todos los valores de a, o bien f(a) es siempre divisible
por 107 para todos los valores de a.

Dado un niimero natural n, determinar el resto de dividir por 5 a n™ en
términos de una congruencia adecuada para n.

Decir si una relaciéon en un conjunto A puede ser

simétrica, antisimétrica y transitiva.

—_—
- &

simétrica, antisimétrica y no transitiva.

simétrica, no antisimétrica y transitiva.

=

e

simétrica, no antisimétrica y no transitiva.

no simétrica, antisimétrica y transitiva.

—
D

no simétrica, antisimétrica y no transitiva.

no simétrica, no antisimétrica y transitiva.

—
o=

. (=5
P e e e Cm e m e ma e

g
=

no simétrica, no antisimétrica y no transitiva.

Encontrar un ejemplo en los casos afirmativos v demostrar la imposibilidad
en los negativos. Sugerencia: en todos los casos positivos alcanza con un
conjunto A de 3 elementos.

. Hallar todos los a € C para los cuales al menos una de las raices de

=X+ X —3X"+2X3 + X2 —-3X +a

sea una raiz sexta primitiva de la unidad. Para cada valor de a hallado,
factorizar f en Q[X], R[X] y C[X]
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Final de Algebra 1, 22/02/2013

1. Un mazo de 50 cartas espafiolas, posee 10 cartas especiales que son los 8 v 9
de cada palo, mas los dos comodines. Ademas de estas 10 cartas especiales,
vienen las 40 cartas clasicas. Un fdbrica de cartas decide empaquetar
sus cartas poniendo las 40 cartas comunes ordenadas por mimero y palo
(viniendo primero los oros, luego las copas, luego las espadas y por tltimo
los bastos) y colocando las otras 10 cartas especiales en cualquier orden,
intercaladas entre las 40 cartas comunes. ;De cudntas maneras puede
venir el mazo?

b2

El objetivo de este ejercicio es demostrar el resultado conocido de la con-
mutatividad del producto de miimeros naturales (con lo cual no se puede
usar esta propiedad). Para ello definimos una funcion p : N x N — N dada
por:
plm,n)=m+.---+m.
n veces

Notar que justamente esta funcion coincide con el producto de nimeros
naturales. La definicion formal e inductiva de esta funcion es la siguiente:

( ) m sin=1,
m,n) =
P, plmn—1)+m sin#1.

Probar que para todo par de mimeros naturales m, n, vale que

p(m,n) = p(n,m).
Sugerencia: hacer induceién en max(n,m).

3. (a) Encontrar un niimero primo p y un nimero primo g tal que la ecuacién
7?2 +1=0 (mod p) tenga solucién y la ecuaciéon 2 +1 =0 (mod q)
no tenga solucion.

(b) Encontrar un nimero natural m que sea el producto de 3 nimeros
primos vy tal que la ecuacién 2 +1 =0 (mod m) tenga exactamente
4 soluciones modulo m.

(¢) Encontrar un nimero natural m que sea el producto de 3 nimeros
primos y tal que la ecuacion 2 +1 =0 (mod m) tenga exactamente
8 soluciones modulo m.
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4. Consideremos un polinomio ciibico ¢(z) = z*+az? +bx+c, donde a, b, ¢ €
C, v supongamos que g(x) tiene al menos dos raices racionales.

(a) Probar que si @ € Q entonces ¢ € Qx| v todas sus raices son
racionales.

(b) (Es cierto que si ¢ € @ entonces ¢ € Q[x] vy todas sus raices son
racionales? (dar una demostracién o un contraejemplo).

(¢) (Es cierto que si b € () entonces q € Q[x] y todas sus raices son
racionales? (dar una demostracion o un contraejemplo).

5. Recordar que si n es un niimero natural, el n-ésimo niimero de Fermat se
define como

F,=2" +1.
Probar las siguientes afirmaciones:
(a) El nimero F), es divisible por 5 si y solo si n = 1.
(b) El nimero F,, nunca es divisible por 7.

(¢) El nimero F,, nunca es divisible por 11.
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Final de Algebra 1, 1/03/2013

n+k) .

1. Sean n, m € Ny. Probar que ;" ; ("} (mt 1).

m

b2

Siguiendo la idea de Fermat, uno puede considerar los numeros T,, =
n r .

33" + 2. Lamentablemente, esto rara vez da un nimero primo, como

veremos a continuacion:

(a) Probar que si n es par entonces T, es divisible por 5.

(b) Probar que si n =3 (mod 4) entonces T;, es divisible por 11.

3. Un nmimero entero se dice libre de cuadrados si no es divisible por el
cuadrado de ningin primo. Probar que dado n € [N, existen n naturales
consecutivos tales que ninguno es libre de cuadrados.

4. Tomemos A un subconjunto de los niimeros naturales, sobre el cual quer-
emos definir una relaciéon de equivalencia P.

(a) Si A es el conjunto de los 10 primeros niimeros naturales, o sea A =
{1,...,10}, ;cudl es el mimero minimo de elementos que puede tener
P si queremos que haya dos clases de equivalencia?

(b) Si A es el conjunto de los primeros 7 nimeros naturales, o sea A =
{1,...,7}, ;cudl es el nimero maximo de elementos que puede tener
P si queremos que haya tres clases de equivalencia?

5. Para n € N, definimos ®,, € C[z] como el polinomio ménico que tiene
como raices simples a las raices n-ésimas primitivas de la unidad. Por
ejemplo &, = (x —i)(z +1i) = 22 + 1.

(a) Probar que si k |ny 1 <k < n entonces &, %

(b) Probar que sip, ¢ € N son primos distintos entonces ®,,, = E;S:igﬁ:ﬂ :
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ALGEBRA I

FINAL - 23 de Julio de 2013

LU N° - Apellido y Nombre

Ej. 1| Ej. 2| Ej. 3| Ej. 4] Ej. 5| Nota

1. Pruebe que la sucesién de Fibonacci
a1 = ag =1,

On4l = 0p_1 +0n paran > 2,

satisface anGn4+1 — Gn—10n = a2 para todo n > 2. Use esto para probar que

a? 4+ .--4+a2 =apa,41 paratodon > 1.

2. En un test de 20 preguntas con dos opciones cada pregunta, ;De cudntas formas pueden marcarse
las respuestas para que resulten

a) siete respuestas correctas y trece equivocadas,
b) al menos diecisiete respuestas correctas?

3. Un grupo de 17 piratas se repartié por partes iguales una cantidad de monedas de oro, todas del
mismo valor, y sobraron 3. Después de pelear por estas, uno de ellos fue asesinado. Al repartir de
nuevo el total de las monedas, sobraban 10, y de nuevo lucharon por ellas y uno de ellos resulto
muerto. Luego de eso, pudieron repartirse las monedas en forma equitativa, sin que sobre ninguna.
;i Cual es el mfnimo nimero posible de monedas que tenian?

4. Sea z € C — {1}. Pruebe que

es imaginario puro si y solo si |z| = 1.

5. Hallar a,b € C tales que los polinomios
X3 +aX?+11X+6 y  X34bX?+14X+38

tengan un factor comin de la forma X2 + pX + g.

Justifique todas las respuestas.
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ALGEBRA I

FINAL - 6 de agosto de 2013

LU N° Apellido y Nombre

B 1| 5. 2] E. 3] B 4] Ej. 5 | Nota

1. Calcule el nimero de relaciones simétricas que se pueden definir en un conjunto finito con n
elementos. :

Sea U un conjunto finito con n elemntos, y sean A, B C U. Supongamos que

N

2 1 e 1S
IADB]:gn, |B|=§n y |[(AN B°) = o™

Calcule |A| y |AAB].

i : i 5 o g 2 D 14 P "
3. Pruebe que si el polinomio P(X) = X* +aX~ + bx 4- ¢ tiene dos raices cuya suma es cero, entonces

ab=:C:

4. Se dispone de una cantidad par de monedas, menor que 600, que se quieren ubicar en varias filas. Si
se ordenan en filas de 17 monedas, sobran 8. Si se consideran tinicamente la mitad de las monedas
iniciales y se ordenan en filas de 7 monedas, sobran 3. ;Cusntas monedas hay? ;Es tnica la

solucién?

5. Pruebe que si z y w son raices n-ésimas de 1, entonces (z+w)" € R.

Justifique todas las respuestas.
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ALGEBRA 1

FINAL - 13 de Septiembre de 2013

LU N° Apellido y Nombre

Ej. 1| Ej. 2 | Ej. 3] Ej. 4| Ej. 5 | Nota

1. Sea f: N?> — IN? la funcién definida por f (z,y) = 2z + y,x + 2y) y sea f™ la composicién de f
n-veces. Pruebe que

3"+1 3"—-1 3"-1 3*+1
f"(:z:,y):( 2 T+ 5 Y, 2 T+ ;y) para todo n € NN.

2. Encuentre los valores de A € C para los cuales los polinomios
AP —zi-z—-(A+1) y Az —z—(A+1)

tienen una raiz comin, y encuentre dicha raiz.

3. Pruebe que en cualquier coleccién de siete ndmeros enteros siempre hay dos cuya suma o diferencia
es divisible por 11.

4. Sean zi, 22 y z3 tres nimeros complejos de médulo 1, tales que zy + 22 + z3 = 0. Pruebe que
1 1 1

s et e o

21 22 23

5. Sea A un conjunto y sean R; y R, relaciones en A. Pruebe que:

(a) Si Ry y Rs son reflexivas, entonces R; N R, y Ry U R, también lo son.
(b) Si Ry y Ry son simétricas, entonces R; "Ry y R; U R también lo son.

(c) Si Ry y Ry son transitivas, entonces R; N R, también lo es.

De un ejemplo de un conjunto A y relaciones transitivas Ry y R en A, tales que R; UR;3 no es
transitiva.

Justifique todas las respuestas.


http://fdxmaths.com/
http://www.facebook.com/FDXMATHS

DESCARGA mas exdmenes y COLABORA (enviando los tuyos) en FDXMATHS.COM y FACEBOOK.COM/FDXMATHS

ALGEBRAI

FINAL - 8 de Octubre de 2013

LU N° Apellido y Nombre

Ej. 1| Ej. 2| Ej. 3] Ej. 4| Ej. 5] Nota

1. Pruebe que [T, 22 = 2" para todo 7 natural.

2. Un grupo de 8 amigos va esta noche al teatro y tiene entradas para sentarse en 8
asientos consecutivos. Entre ellos, Juan estd peleado con Maria y con Pedro ; De
cuantas formas distintas pueden sentarse en las 8 butacas de manera que Juan no
se siente al lado de Maria ni de Pedro?

3. Hallar todos los n € N tales que 30™ = 1(7).
4. Determinar todos los z € Ctalesque 22 =1y 1+ 2+ 22+ 23+ 24+ 25 e R

5. Hallar todos los polinomios p € R[z] tales que (z + 1)p = (p)? (donde p’ es el
polinomio derivado).

Justifique todas las respuestas.
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ALGEBRA I

FINAL - 5 de Noviembre de 2013

LU N° Apellido, Nombre — Email

Ej. 1] Ej. 2| Ej. 3] Ej. 4] Ej. 5 | Nota

1. Se define la siguiente relacién en N:
aRb si y solo si existe n € NU{0}/b = 3"a.
Determinar si R es una relacién de equivalencia o de orden.

2. Pruebe que
1- 2 3 n _n+2

g "9z T3 T on on

para todo n € N.

3. (a) Para a = 1147 y b = 851, calcular el maximo comun divisor (a,b) y expresarlo
en la forma (a,b) = ra + sb, con r, s € Z.

(b) Determinar todas las soluciones de la ecuacién diofdntica
1147z + 851y = 2

explicando su respuesta.

1+ia
1—ia”’

4. Dado z € C — {—1}, probar que |z| =1 si y solo si existe a € R tal que z =

ot

. Dado p(z) € C[z], probar que p(z) — z divide a p(p(z)) — z.

Escriba prolijamente. Justifique todas las respuestas.
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APELLIDO ¥ NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2013
Final — 13/12/2013

1. Sea f: N — N una funcion inyectiva. Se define la relacion R siguiente en N:
mRn < f(m)| f(n).

m Probar que R es una relacion de orden.

= Para la funcién f: W — N definida como f(n) = 12n + 20, caracterizar todos los n € N
tales que 1 Rn.

2. Sea p un numero primo positivo, p # 3, v sean a,b € Z. Probar que
(a+4b)" =4a+b (méd p) < a=b (mdd p).

. Por qué es necesario pedir p # 37

3. Hallar un n € M. que sea el producto de dos niimeros primos distintos v tal que la ecuacion
de congruencia
i} -
X°+1=0 (mdd n)
tenga exactamente 4 soluciones distintas modulo n. Para el valor hallado, calcular las cuatro
soluciones.

4. Sea la sucesion ( fy, )pen de polinomios definida por:
H=X+X>-X—-1 |, for=fut+ (X" +2X*"" ¥YneN

Probar que para todo n € N, —1 es raiz doble (jexactamente doble!) de f,,.

» Sea w una raiz octava primitiva de la unidad. Probar que w! = —1.

[y 4

m Determinar para qué valores de a € C se tiene que las raices octavas primitivas de la
unidad son raices del polinomio

F=X042X° 14X + X2+ 2X +q,

v para cada valor de a hallado, factorizar el polinomio f en C[X]| y en R[X].

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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APELLIDO ¥ NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2013
Final — 20/12/2013

1. Se define la relacion R sigmiente en M x N:
(n1,mi) R(na,ma) <= mni|ns y ma|mi.

m Probar que R es una relacion de orden.

m Calcular la cantidad de elementos (n,m) € N x N que satisfacen simultaneamente que

(2,223 R (n.m) v (n.m)R(2'.6).

2. Sea a € L. Determinar los posibles restos de dividir por 220 a

10
2a1%" — 2a.

3. Un nimero natural a se dice perfecto si es igual a la suma de todos sus divisores propios
positivos. Por ejemplo, 6 es un nimero perfecto, dado que 6 =1+ 2 + 3.
Sea n € N, n > 1. Probar que si 2" — 1 es un nimero primo, entonces 2° (2" — 1) es un
numero perfecto.

4. Determinar todos los polinomios de la forma
X' +iX? +2X% +aiX + b

con a,b € Z no nulos y coprimos que admiten al menos una raiz racional. Para cada par de
valores hallado factorizar el polinomio obtenido en C[X].

Sea p un nimero primo. ; Cuantos polinomios ménicos de grado 2 hay en (Z/pZ)[X]? ; Cuantos
de ellos son reducibles y cuantos irreducibles?

[ 4

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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APELLIDO ¥ NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2013
Final — 27/12/2013

1. Sea Gap el conjunto de raices 20-avas de la umidad y Gy el conjunto de raices cuartas de la
unidad. Sea ~ la relacion en Gap defimida por

a~b <= a=wbh, paraalginw € G4,

o sea dos elementos estan relacionados s1 uno es un multiplo del otro por una raiz cuarta de
la unidad.

s Probar que ~ es una relacion de equivalencia.

m ; Cudntas clases de equivalencia hay en total?

2. Sea n un numero natural > 2 que no es multiplo de 4. Probar que la cifra de las umidades de
on-lom 1)
es 6 u 8.

3. = Hallar los restos de dividir a 7- 109 + 2'% y a 3. 109 — 2'% por 13.

= Sea n € N impar. Determinar los posibles valores de (Tn + 2"! : 3n — 2") y para cada
valor de d hallado, exhibir un n € N tal que (Tn + 2"1: 3n — 2") = d.

4. = Hallar todos los a,b € Z para los cuales el polinomio
X®+15aX? + 126X° — 18X% — 1

tiene al menos una raiz racional.

m Probar que cualesquiera sean a, b hallados en el inciso anterior, esa raiz racional es tinica
y simple.

5. Sea n € N. Determinar el resto de dividir n?" por 5 en términos de una congruencia adecuada
de n.

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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APELLIDO Y NOMBRE:
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Algebra I - 2do Cuatrimestre 2013
Final — 07/03/2014

1. Sea f : Z* — Z la funcién definida por:
fla,b) =18a — 8b.

s Decidir si f es inyectiva.

« Calcular Im(f) y para cada ¢ € Im(f), describir el conjunto { (a,b) € Z* : f(a,b) =c}.

2. Determinar todos los pares (n,m) € N x N tales que 2* = 8™ (méd 10).

3. Determinar todos los primos positivos p que satisfacen:

2p | 6771 + 216.

4. Sea w una raiz de orden 10 de la unidad distinta de 1. Determinar el valor de

3150 -1

5. Sea f = X2 4 aX + b un polinomio con coeficientes enteros, y sean a, 3 € C las raices de f.

» Probar que @ + 3, a8 v o + 3% pertenecen a Z. (Sug: calcular (X — a)(X — 5).)
» Probar que para todon € N, o™ + 3" € Z.

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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Algebra I - Verano 2014
Final — 24/04,/2014

1. Sea en M la relacion
a~<b < 3ne N tal que b=na.
a) Probar que < es una relacién de orden, y que existen a,b € Mtal que a Aby b £ a.

b) Sea A C {1,2,...,1000} que satisface la propiedad que ¥a,b € A se tiene que a < b o
b < a. [Cudl es la cantidad maxima de elementos que puede tener A7

2. Decidir si existen a, b € M que satisfacen
a) 2a® = 3K,
b) 2a* = 3b*.

3. Sea p un primo impar.

a) Seaa € Z, a # +1. Probar que a/P~1F" _ 1| aP~1"""" _ 1 para todo n € N, v hallar el
coclente.

b) Sea a € Z. Probar que si p{ a, entonces aP V7" =1 (méd p™*'), Vn € Ny.

4. SeaacZtalquea®™ =2 (mdd T) y (a'™ +3:4) = 2.
Hallar los posibles restos de dividir a a por 28.

[ |

. Calcular la cantidad de factores irreducibles de X2 — X% — 1 en ]E?.[X].

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréquela con el resto del eramen
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No. de libreta:

Carrera:

1. Sea X = {n € M:n < 10} y sea R la relacién en P(X) definida por
ARB <= AA{1,2} C BA{1,2}
a) Decidir si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica y/o transitiva.
b) Calcular la cantidad de subconjuntos B de X de 5 elementos tales que R B.

2. a) Probar que para todo n € M vale que
[[(n+0)=2"]]2i - .
i=1 i=1
b) Probar que para todo n € M, (2")! es divisible por 22"~ y no es divisible por 2%".

3. Encontrar el resto de dividir a 123456™ por 43.

4. Sea w una raiz séptima primitiva de la unidad. Probar que
38 a8
=0 §=0

5. Sea f(x) € R[z] un polinomio ménico de grado 7 tal que:
m f(0)=0y f(i) = -3,
m f(0)=0y f'(z) =21

Hallar las raices no reales del polinimio f(x) — 327 v su multiplicidad. Hallar todas
las posibles factorizaciones de f(x) — 3z en C[z].
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1. Sea A C C un conjunto. En C[X], definimos una relacién
P ~ (} si y sdlo si Pla) = (Q(a) para todoa € A
a) Pruebe que ~ es una relacidn de equivalencia.

b) Si A ={aj,as,...,a,} es finito, muestre que P ~ €} si y sélo si P — () es divisible
por el polinomio
DalX)= (X —ai)(X —az)... (X —ag)

¢) Pruebe que si A es infinito, la clase de equivalencia de cualquier polinomio P € C[X]
es { P}.

2. Demostrar que para cualquier s € M y n € My se verifica que
X“: s+i\  [s+n+l
— s N s+1

3. Para cada n € M, notamos por d(n) a la cantidad de divisores positivos de n. Probar que,
para todo n € M, d(n) es impar si y solo si n es un cuadrado.

4. Para una mmltitudinaria fiesta se espera la presencia de exactamente 5000 invitados.
Los organizadores disponen de dos tipos de mesas con las que deben asegurar que no
falte ni sobre ningiin lugar para que se sienten todos los invitados: mesas medianas,
para 8 personas cada una, v mesas grandes. para 14 personas cada una. Ademas, los
organizadores son supersticiosos, v quieren que la cantidad total de mesas utilizadas sea
un miltiplo de 13. ;De cudntas maneras distintas pueden elegir la cantidad de mesas de
cada tipo?

5. Sean k € M, y n = 2%, Probar que w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad si y sélo
si w es raiz del polinomio P, = X' +1.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS SIN OMITIR DETALLES

ESCRIBA LA RESOLUCION DE CADA PROBLEMA
EN UNA HOJA SEPARADA
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