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“Tu recuerdo es de luz, de humo, de estanque en calma.”
Pablo Neruda

Ejercicio 1

Sea w = e3' € C y sea (2, )nen la sucesién de niimeros complejos definida
por
n=1l—-w v Zy=—2 VneN.

n’

Conjeturar el valor de z,, para todon € Ny probar la validez de la afirmacién.

Resolucion:

Calculemos los primeros términos de la sucesién para intentar conjeturar
una férmula cerrada para ella. Tenemos que

m . ™ \/_
o (o (5) en (5)) -1 (1)



, de donde conjeturamos que la sucesién es constante, es decir, que z, = e~ 3"
para todo n € N.
Usamos induccién para probar la conjetura. Sea, para cada n € N, la
afirmacién dada por
P(n): 2, =e 5"

Veamos que vale P(n) para todo n € N.
Sin =1 se tiene que 2, = e 3%
Sea n € N. Supongamos verdadera P(n) y veamos que lo es P(n + 1).
Tenemos que
21 = —z, = —(e73) = 7%

, donde en la segunda igualdad usamos la hipdtesis inductiva.
Probados el caso base y el paso inductivo, se concluye que P(n) es ver-
dadera para todo n € N.

Ejercicio 2
Hallar todos los pares (a,b) € Z x Z que satisfacen simultaneamente

50
D (ka+b)=6675 y 17b>=68 (mdd 85).

k=1

Resolucion:

Tenemos que

50 50 50
50(50 + 1
6675 = > (ka+b) = <Zk> a+ <Z1> b= (%) a+ 500
k=1 k=1 k=1
— 1275a 4 50b

, v por lo tanto nos queda la ecuacién de congruencia
1275a + 50b = 6675

, que es equivalente a
5la + 2b = 267



, pues (1275 : 50) = 25. Una solucién particular para ella es (a,, by) = (5,6),
y por lo tanto su conjunto de soluciones es

{(a,0) € ZxZ:a=5—2kyb=06+51k, conk € Z}.
Como ademds debe ser 17b* = 68 (mdéd 85), resulta

17(6 + 51k)* = 68 ( )

17(36 + 612k + 2601%°) = 68 (mod 85)

612 + 10404k + 44217k* = 68 ( )

( )

17 + 34k + 17k* = 68
171+ k)?*=17-4 (méd 17-5)
(

(1+k)?= méd 5)
Luego,
» k=0 (m6d 5) = (1+k)*=(14+0)>=1 (mdd 5)
» k=1 (m6d 5) = (1+k)?*=(1+1)>=4 (méd 5)
» k=2 (m6d 5) = (1+k)?*=(1+2)2=9=4 (méd 5)
» k=3 (m6d5) = (1+k)?*=(1+3)>=16=1 (méd 5)
s k=4 (m6d 5) = (1+k)*=(1+4)2*=25=0 (mdd 5)
Por lo tanto debe ser k =1 (méd 5) o k =2 (méd 5), es decir, k =51+ 1 o

k=5l4+2conl € Z.
Se concluye asi que los pares (a,b) € Z x Z buscados son los de la forma

(a,b) = (5—2k,6+51k) = (5—2(5l+1),6+51(51+1)) = (3 — 101,57 + 255()
y
(a,b) = (5— 2k, 6+51k) = (5—2(51+2),6+51(51+2)) = (1—10I, 108+ 255()

conl € Z.



Ejercicio 3

a)

b)

Sea a € Z y sea p primo positivo tal que p # 3, p # 7y p # 17. Probar
que pt (5la : a®? + 21).

Describir todos los a € Z que satisfacen que (5la : a®? +21) =7

Resolucion:

Sea d = (5la : a®'? + 21).

a)

Tenemos que
d|5la y d|a®?+21 = d|51¢®* y d|51a®*+1071 = d| 1071

, lo que implica que los tnicos primos positivos que pueden dividir a d
son 3, 7y 17, pues 1071 = 3% -7-17 y d € Div,(1071), de donde se
concluye lo que se queria probar.

Para que d =7, a € Z debe ser tal que 3 1 d, 7| dy 17 1 d.
En primer lugar, como 3 | 51 y 3 | 21, resulta
31d & 31ad7+21 & 31a"” & 3fa
, donde la ultima equivalencia vale por ser 3 un nimero primo.
En segundo lugar,
7|d & 7|5lay 7|a®?+21 & Tlay 7]|d™? & 7]a
, donde en la segunda equivalencia usamos que 7 L 51 y que 7 | 21.
En tercer y ultimo lugar, como 17 | 51,
171d & 171 d2421 & ™ +21#£0 (méd 17)
& a®? #£13  (méd 17).
Si 17 | a, resulta a®? = 0 # 13 (méd 17).
Si 171 a, por el PTF resulta a®'? = a"6612) = ¢° =1 # 13 (mdd 17).

Se concluye asi que los a € Z tales que d = 7 son aquellos tales que
31ayT7]|a,esdecir,a=1 (méd 3)ya=0 (mdd 7) o a =2 (mdd 3)
ya=0 (méd 7), 0 sea, a =7 (méd 21) o a = 14 (mdéd 21).



Ejercicio 4
Factorizar en Q[X], R[X] y C[X] el polinomio
f=X%—2X°4+7X* —8X3 +16X% —8X + 12

sabiendo que tiene una raiz imaginaria pura en C, que es ademas multiple.

Resolucion:
Por hipétesis existe b € R tal que f(bi) = f'(bi) = 0, donde
f'=6X°—10X*+28X3 —24X? + 32X — 8.
Entonces,
f(bi) = (bi)® — 2(bi)° + 7(bi)* — 8(bi)® + 16(bi)* — 8(bi) + 12
= —b% — 2% + Tb* + 8b% — 16b* — 8bi + 12

= (=b% + 7b* — 160 + 12) + i(—2b° + 8b® — 8b) = 0
& —b% 4+ 7b* — 16b* + 12 = —2b° + 8b* — 8b = 0.

f(bi) = 6(bi)° — 10(bi)* 4 28(bi)* — 24(bi)? + 32(bi) — 8
= 6b% — 106" — 28b% + 240 + 32bi — 8
= (—10b" + 24b* — 8) + i(6b° — 28b* + 32b) = 0
& —106" + 240 — 8 = 6b° — 28b® + 32b = 0.
Luego,
—2b° + 80 —8b =0 y 6b° — 28% +32b =0
= 3(—20° + 8b® — 8b) + (6b° — 28b® + 32b) = —4b* +8b =0
= 0=4b(—b*+2) = 4b(v/2 — b)(v/2 + b)
= b=00b=v20b=—V2

(notar que como f € R[X], si resulta b = /2, entonces mult(—/2i, f) =
mult(\/ii, f), v viceversa). Como no puede ser b = 0, pues por ejemplo
—054+7-0*—16-0%+12 =12 # 0, resulta b = v/2. Entonces,

(X = V202X +V20)? = (X2 +2)? = (X* +4X2+4) | f.

5



Calculando se obtiene
f=(X?—2X +3)(X* +4X* +4).

Luego, las factorizaciones de f son (X? —2X + 3)(X?% + 2)? en Q[X] y en
RIX, y (X — (1+ VE))(X — (1 - v3))(X — V(X + V3 en C[X].



