RESOLUCION DEL EXAMEN FINAL DEL 21-10-2021

Ejercicio 1: Por definicion

i j k
uxv=det[3 2 a| =—bai+ 5aj+k=(-ba,ba,l).
5 5 0
Este vector es paralelo a (1, —1,1) cudndo es un multiplo escalar no nulo de (1,—1,1), y esto solo
ocurre cuando a = —1.
Respuesta: El vector @ x ¥ es paralelo a (1,—1,1) cudndo a = —1.

Ejercicio 2: Sea F(z,y,z) = 2% +2y? + 322 y sea (,y, z) un punto de S. El gradiente VF(z,y, z), de F
en (z,y, ), es perpendicular al plano tangente T', a S en (z,y, z). Por lo tanto, T' es perpendicular
a la recta L de ecuaciones x =14 2t, y=3+ 8ty 2 =2 — 6t si y solo si VF(z,y, z) es paralelo
al vector director (2,8, —6), de L. Un célculo directo muestra que

VF(x,y,z2) = (2r,4y,62),

y es claro que existe un escalar ¢ no nulo tal que (2,8, —6) = (2z,4y,62) siy solosi y =2z y

z = —x. Ademds, debe ser
1227 = (1 + 8+ 3)2? = 2 + 2(22)? 4+ 3(—x)? = 2% + 2y + 322 = 75.
Porlotant0x2:%: %45 yxz:l:g.

Respuesta: El plano tangente a S es perpendicular a la recta del enunciado en los puntos i(%, 5, —%)

Ejercicio 3: Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange. Si la restriccion de f a la esfera
S=x24+1y2+22= % tiene un extremo en (z,y, z), entonces existe A € R tal que

2 = 2\z,
-3 =2\y,
1=2)\z,

7
§:I2+y2+z2.

Por la primera ecuacién, A # 0. Por lo tanto
X =2=4 z2=2=22z y 2 y=-3=—-06\z=>y=—-3z2.
Reemplazando = e y por estos valores en la cuarta ecuacién, obtenemos
7
1422 = (44+9+1)22 = (22)* + (-32)* + 22 =22 +¢° + 22 = 5

Asf, 22 = % yz= :i:%. Esto prueba que los unico puntos en los que f puede alcanzar un extremo

sobre S son
31 3 1
1,——, = -1, -, —= .
(7 2?2) y < 72) 2)

Pero como S es un conjunto compacto, por el Teorema de Bolzano Weierstrass f alcanza su
maximo y minimo absoluto sobre S. Como

31 3 1 3 1 3 1

el méximo valor de f sobre S es 7.
Respuesta: El maximo valor de la funcién f(z,y,2) = 2z — 3y + 2 sobre la esfera 22 + y% + 22 = % es 7

y se alcanza en el punto (1, —%, %)
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Ejercicio 4: Evaluaremos la integral en coordenadas cilindricas. Dicho de otro modo, usaremos el cambio
de variables x = rcos(#), y = rsen(f) y z = z. Con este cambio de variables el conjunto R se
escribe como {(r,0,2):0<r<+2,0<0<2ry —2<2<3},y
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Respuesta: fffR 2% 442 422 dV = 0n



