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“..lo que la primavera hace con los cerezos.”
q p
Pablo Neruda

Ejercicio 1
Sea R la relacién definida en G3o por

2R w <= zw € Gy.

a) Probar que R es una relacién de equivalencia.

b) Determinar la cantidad de elementos z € G35 relacionados con 1.

Resolucion:

a) R reflexiva:

Sea z € G3o. Luego,
z Rz & 22€ Goy & 1€ Goy

(pues 2z = |z|*> = 1), que vale.

R simétrica:



Sean z,w € (G3y tales que z R w, es decir, zw € Go4. Luego,
wRz & wz € Gy & WGGM = QDZEG24,

que vale.
R transitiva:

Sean z,w,v € (33 tales que z R w y w R v, es decir, zw, wv € Goy.
Luego,
2RV & 20 € Gy & zwwt € Gy

(usamos que ww = 1), que vale pues Gy, es cerrado por el producto
pOr ser un grupo.

Se concluye asi que R es una relacién de equivalencia.
Tenemos que
2RI e 2iecGy & (2(-)=1 e 22=1 o 2cGu.

Entonces, como Gy N G2 = G24:32) = G, la cantidad de elementos
z € (39 relacionados con i es 8.

Ejercicio 2

Sean a € Ny (z,)nen la sucesiéon de enteros definida por

a)
b)

1 =2a, Ty = 9a’ V Tpio = ATpa1 —xi YV n>1.
Probar que a™ | x,, para todo n € N.

Probar que si a # 1, para ningiin n > 3 vale que a™ | z,.

Resolucion:

a)

Usamos induccion. Sea, para cada n € N, la afirmacién dada por

P(n):a" | z,.



Veamos que vale P(n) para todo n € N.
Sin=1resulta a|2a = z.
Si n = 2 resulta a? | 9a* = 5.

Sean € N. Supongamos verdaderas P(n) y P(n+1) y veamos que lo es
P(n+2). Por H. 1., existen b, ¢ € Z tales que z,, = ba" y 41 = ca™.
Luego,

_ 3 _ n+1 n\3 __ n+2 3 3n
Tpio = ATpy — 2, = aca™ — (ba™)” = ca™"* — b°a
— " — P22 = (o — P

y por la tanto a"*? | z,.9, pues ¢ — b*a®" "2 € Z para todo n € N.
Probados los casos base y el paso inductivo, se concluye que P(n) es
verdadera para todo n € N.

Usamos induccion. Sea, para cada n € N, la afirmacién dada por
P(n):a" fx,.

Veamos que vale P(n) para todo n > 3.

Sin = 3 resulta
T3 = ary — 2 = a9a® — (2a)* = o®

, v por lo tanto
a1y ed|d® & all,

lo que no sucede, asf que a>*! { x3.

Sin = 4 resulta
x4 = axs — 235 = aa® — (9a*)® = a* — 729a°
, 'y por lo tanto
a2y e d® |t —729° s d|adt & all,

lo que no sucede, asf que a**! { z,.

Sea n > 3. Supongamos verdaderas P(n) y P(n + 1) y veamos que lo
es P(n+2). Por el {tem (a), a" | z, y a"* | z,,41, lo que implica que



existen b, ¢ € Z tales que x, = ba" y T, = ca™!, y luego por H. 1.,
atby aftc Entonces,

A" g d" | azn — 22 < a™ P | aca™t — (ba")?

& a" | ca™? - b3 < d"P | " & alc,

lo que no sucede (usamos en la anteiltima equivalencia que n+3 < 3n
por ser 3 > n), asi que a" 2 {45,

Probados los casos base y el paso inductivo, se concluye que P(n) es
verdadera para todo n € N.

Ejercicio 3

Hallar el menor niimero natural a que satisface

3-7%a=—15 (mdd 36),
(a:425) =5.
Resolucion:
Tenemos que
3-7a=-15 (mdd 36) & 7T°a=-5 (méd 12)

& ™a=7 (mdd 12)
& ™a=1 (moéd 12)
& 4974 =1 (méd 12)
s 17a=1 (méd 12)
& a=1 (méd 12)

, donde usamos que (7:12) = 1.

Ademds, como 425 = 5% - 17, resulta

(@:425)=5 < 5|a, 25ta y 171a.

Entonces, buscamos el menor nimero natural a tal que:



(iv) 171 a.
Las condiciones (ii) y (7i7) implican que existe b € Z tal que a = 5b y
51 b. Luego, por (),
a=1 (méd 12) & 5b=1 (mdd 12)
& 25b=5 (méd 12)
< b=5 (mdd 12),
(donde usamos que (5 : 12) = 1) que es equivalente a que exista ¢ € Z tal que
b=12c+5y 51 12c+5 (y esta ultima condicién equivale a 5 1 ¢). Entonces,
por (iv),
17ta & a#0 (méd 17)
5620 (méd 17)
5(12¢+5) 20 (méd 17)
60c+2520 (méd 17)
60c # —25 (mdd 17)
9¢#9 (mdd 17)
cZ1 (méd 17)

te T

(donde usamos que (9:17) = 1).

Entonces, a es el minimo nimero natural tal que a = 60c 4 25 con ¢ € Z
tal que 51 cy ¢ £ 1 (méd 17). Luego, si ¢ < 0 resulta a < 0, si ¢ = 0 resulta
5|c¢,ysic=1quedac=1 (mdd 17), de lo cual se obtiene que ¢ = 2, y por
lo tanto a = 60 - 2 + 25 = 145.

Ejercicio 4
Describir todos los pares (a,b) € C? para los cuales el polinomio

f=X*"4+2aX?+b

5



tiene raices miltiples en C, y para cada par (a,b) determinar la cantidad
de raices distintas y la multiplicidad de cada raiz. (No hace falta calcular
exactamente las raices.)

Resolucion:

Como «a € C es raiz miltiple de f siy sélo si f(a) = f'(a) = 0, tenemos
que encontrar los pares (a,b) € C? tales que f y f’ compartan al menos una
raiz. Luego, como f' = 4X3 + 4aX = 4X (X% + a), si a € C es rafz de [,
resulta o =00 o +a = 0.

Sia=0,

fla)=0<b=0.

Si o +a = 0 (que implica o? = —a),
fla)=0&a*+2aa* +b=0=0a>—2a> +b=0<b=d’

Entonces, f tiene raices multiples en C para los pares (a,0) y (a,a?) con
a e C.
Para un par de la forma (a,0) con a € C resulta

f=X"+2aX? = X*(X*+ 2a),

que tiene una sola raiz de orden 4 si a = 0, y tres raices distintas si a # 0,
dos simples y una de orden 2.
Para un par de la forma (a, a?) con a € C resulta

f=X"+2aX*+a*=(X*+a),

que tiene una sola raiz de orden 4 si a = 0, y dos raices distintas de orden 2
sia#0.



