Anilisis I - Anilisis Matematico I - Andlisis II (C) - Matematica 1

Examen Final (25/4/2017)

1 2 3 4 CALIF.

Apellido/s: De Napoli No. de libreta:
Nombre/s: Pablo Carrera:

i) Enuncie y demuestre el teorema de Lagrange (o teorema del valor medio del célculo dife-
rencial) para funciones de una variable real.

Resolucidén: Este punto es tedrico y pueden verlo en cualquier libro de la materia (o en
sus carpetas). Por ejemplo en el de Gabriel Larotonda (teorema 3.2.10).

ii) Uselo para probar la desigualdad

log(l14+2) <z paratodox € Rconz >1

Nota: Esta es una aplicacién bastante tipica y directa del teorema de Lagrange. Pueden encon-
trar ejercicios muy similares en el ejercicio 5 de la préctica 3.

Resolucién: Consideramos la funcién

f(2) = log(1 + )

en el intervalo [0, z]. Claramente es continua en [0, x| y derivable en (0, x). Por lo que podemos
aplicarle el teorema de Lagrange, para concluir que existe un ¢ € (0, x) tal que

flz) = f0) _
ﬁ:f(c)
o0 sea:
log(l+x) 1
T C1l+4c
Pero como ¢ > 0, .
1+c <1

y se deduce que
log(1 + z)

<l=log(l+z) <z
x

2.

a) Sea f:R? — R una funcién diferenciable en un punto p € R?. Demuestre que las derivadas
direccionales de f existen en p y vienen dadas por

of .
5, ) = (Vi(p)v)
para todo v € R? de norma 1.

Resolucion: Nuevamente este punto es tedrico y pueden por ejemplo encontrarlo en el
libro de Gabriel Larotonda (teorema 3.2.5) o en sus carpetas.



b)

Explique porqué esta férmula implica que el vector V f(p) da la direccién de maximo cre-
cimiento de f en p (cuando es no nulo).

Resolucion: Esto también esta en dicho libro. Es la observacion 3.2.6 que sigue al teorema.

b)

Estudiar los méximos y minimos de f(z,y, z) = xyz en el conjunto
Co={(2,9,2) eR*:0<2,0<y,0< 2,2 +y+2<a}

para cada a > 0.

Nota: Este es un tipico problema de extremos con restricciones para usar multiplicadores
de Lagrange. De hecho, jya lo tomamos en algunos finales anteriores!

Resolucién: Notemos en primer lugar (y esto es muy importante) que C,, es un conjunto
cerrado (ya que viene definido por desigualdades en sentido amplio involucrando funciones
continuas) y acotado (si (z,y,2) € Cq entonces 0 < z,y,z < a = ||(z,y,2)]] < «). Si
hacen el dibujo (lo cual es muy conveniente en este tipo de problemas), notardn que C,
es tetraedro. Se deduce por el teorema de Weierstrass que f necesariamente alcanza un
maximo y un minimo en algin punto de Cl,.

Notemos que V f(z,y,2) = (yz, 22, ry). Se deduce que el tinico punto critico de f en R3 es
el origen (0,0,0), pero este punto no es interior a Cj.

Debemos pues mirar los puntos criticos en el borde de Cy, y estos corresponden a cuando
se cumplen algunas de las igualdades en las restricciones que definen a Cp: x =00 y =0
0z=00x+y+ z = «. Estas ecuaciones corresponden a los planos que definen las cuatro
caras del tetraedro.

Si alguna de las coordenadas x, y o z se anula, f(x,y, z) = 0y estos puntos seran obviamente
minimos pues f es no negativa en Cl,.

Por otra parte, en la cara que corresponde al plano x + y + z = «, podemos usar el teorema
de los multiplicadores de Lagrange, y obtener que existe un A € R tal que

Vi(r,y,z) = A1,1,1)

0 sea
Yyz=1xz=9yz =\

Nos interesan las soluciones con todas las coordenadas no nulas (si alguna es cero, ya vimos
lo que pasaba). Con lo que se llega (después de operar) a

Q
€r = y =z = —
3

(Notemos que el gradiente de la funcién que nos da la restriccién nunca se anula en este
ejercicio.)
Como (%, §, §) es el inico punto critico que obtuvimos, debe ser donde f alcanza su maximo

(que ya sabiamos tiene que ser en algin punto).
Evaluamos f para ver cuanto vale este maximo:

1555 -

3

Deducir la siguiente desigualdad, valida para z,y,z > 0.:

Yz < %



Resolucion Dados x,y,z > 0, elegimos o« = x + y + 2. Salvo en el caso x =y = z = 0 en el
que la desigualdad pedida es trivial, « > 0. Entonces (z,y, z) € Cy, y por el resultado del item
anterior:

3 3

a (x+y+2)

< — = 7
wWE=97 27

Tomando raiz ciibica (lo que mantiene la desigualdad pues la raiz ciibica es una funcién creciente),
se obtiene la desigualdad pedida:

rT+y+=z

Jrxyz < 3

4. La funcién gama incompleta se define para a,x € R, « >0y x > 0 por

a)

xX
(o, x) :/ to et at
0

Pruebe que la derivada parcial g—Z(a, x) existe si x > 0 y calcilela.

Resolucion: La idea de este item es usar el teorema fundamental del cdlculo para establecer
que

@(a,x) =zl (1)

ox

Hay una tnica sutileza: La versién que vimos en clase del terema fundamental del célculo,
pide que el integrando sea continuo en el intervalo [0, z|. Esto se cumple en este ejemplo si
a> 1.

Cuando 0 < a < 1, la integral que define (o, ) es una integral impropia (convergente).
Todavia se puede probar lo mismo, de la siguiente manera: Fijemos cualquier zg > 0,
supongamos que z € [zg,00) y partamos la integral que define v(«, z) en zg

o T
v(a, x) = / t et at +/ to et gt (2)
0 o

Entonces la primer integral es impropia, pero no depende de z. Mientras que la segunda
tiene un integrando continuo. Usando el teorema fundamental del cdlculo, se obtiene por
lo tanto el mismo resultado que antes para = € (xg,00). Pero como x( es arbitrario, se
concluye que (1) es valida para cualquier xg > 0.

Creo que nadie se dio cuenta de esta sutileza, y no bajé puntos en la correccién por ello.

Deduzca que si fijamos «, y(«, z) resulta una funcién continua y estricamente creciente de
T.

Resolucién: Como 7(a, x) es para « fijo una funcién derivable en (0, 00), en particular es
continua en (0, +00).
También es facil probar que definiendo y(c, 0) = 0, resulta continua en 0 pues como e~* < 1,

X x 1 (6%
0 <7y(a,z) < / t bt = lim [ t*tdt= lim —(2® — &%) = —
0 e—=0t Je e—0t & o
Lo que implica que
lm (e, ) = 0=~(0,z)

z—0t
Concluimos que y(«, z) es para « fijo, una funcién continua de z € [0, +00).

Finalmente, observemos que como por 1, la derivada parcial respecto a x es estrictamente
positiva, v(«, z) es para « fijo una funcién estrictamente creciente.



c) Demuestre que existe el limite

MNa)= lim ~(a,x)

T—+400

zk

Sugerencia: recuerde que e” > 7+ siz € R,z >0y k € N.
Resolucidén: Este item equivale (por definicién) a probar que la integral impropia

Fm%:Amﬂ]ftdt (3)

es convergente. Di este ejemplo en clase (en la cursada del verano 2017 y anteriores) como
un ejemplo importante de integral impropia. De todos modos, la técnica para resolverlo
es la usual en los ejercicios de integrales impropias de la materia, y con la sugerencia del
enunciado creo que deberia salirles.

Para empezar notemos que el integrando en (3) es no negativo. Entonces, la convergencia o
no de la integral impropia depende del tamano del integrando, y podemos usar los criterios
de comparacién para establecerla.

En este caso, los posibles problemas de la integral son en el cero y en el infinito. Por lo
que para separarlos, partimos la integral en dos (por ejemplo en el 1, aunque esto no es
esencial):

1 e
INa) = / t* et at +/ t et at
0 1

La primera integral del segundo miembro la tratamos como en el item anterior: como
et <1, tenemos que
et <t sio<t<1

1
/ Lt
0

converge, por el criterio de comparacion, deducimos que

1
/ et dt
0

El tratamiento de la segunda parte es similar, pero hay que usar la sugerencia del enunciado
para acotar la exponencial. De la desigualdad

y como la integral impropia

converge.

k
;b
e > —
k!
de la sugerencia, se deduce que:
_; _K!
e S tfk

para cualquier k¥ € N. Entonces
et <Rt R lgit >0

y si elegimos k > «, la integral impropia

] M 1 1
/t*“wn:mn tFldt = lm ——(M*F - 1) =
1 M—+oco 1 M—)+0006—k



serd convergente. En consecuencia, por el criterio de comparacion,
oo
/ to et dt
1

Concluimos que la integral I'(a) converge para cualquier a > 0.

converge.

Pruebe que para cada o > 0y cada y € R con 0 < y < I'(«) existe un tinico xg € R tal que
Ve, zo) = .

Resolucion: Con todo lo anterior, es una consecuencia del teorema de la funcién inversa
global (en una variable) visto en la materia. Recordemos como es el argumento en este caso.

Como 7(a, ) es creciente como funcién de x tenemos que

I'(«) = sup~y(a, x)
>0

Si tomamos cualquier y con 0 < y < I'(a) entonces existird (por las propiedades del
supremo) algin x; tal que y(«a, z1) > y. Pero y(a, 0) = 0, y para « fijo, y(a, x) es continua
como funcién de x (por el item b). En consecuencia, por el teorema de Bolzano, existe algin
xo tal que y(a, zp) = y.

Finalmente, este g serd unico ya que 7y(a,x) es (de nuevo por el item b) estrictamente
creciente como funcién de x. Si hubiera dos distintos, xg y g, seria por ejemplo xy < Zg,
entonces

y =(a, o) < (v, 7o) =y

lo que es absurdo.




