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1. Sabiendo que el polinomio
XP4+6X*+13X°+14X? +9X +2 € Q[X]

tiene una raiz que es una raiz cibica de la unidad, encuentre su factorizaciéon como producto
de polinomios ménicos irreducibles en Q[X], en R[X] y en C[X].

Solucion. Llamemos f al polinomio que aparece en el enunciado. Sabemos que tiene una raiz
que pertenece a G3: como evidentemente no se trata de 1, es alguna de los otros elementos
de G3, y como estos dos son mutuamente conjugados y el polinomio tiene coeficientes reales,
que uno de ellos sea raiz de f implica que los dos lo son. Ahora bien, el polinomio X? + X + 1
tiene por ceros a esos dos elementos de G3, asi que esto nos dice que divide a f. Calculando el
cociente, vemos que
=X+ X +1)(X®+5X°>+7X +2).

Consideremos ahora el segundo de los factores que aparecen aqui a la derecha. De acuerdo

al Lema de Gauss, sus raices racionales son elementos del conjunto {1, —1,2, —2}: calculando,
vemos que 2 no es una de sus raices pero que —2 si lo es, y dividiéndolo por X + 2 vemos que

F=(X*+ X +1)(X+2)(X*+3X +1). (1)

Los tres factores de esta factorizacion son irreducibles en Q[X] — el primero y el tercero porque
tienen grado 2 y no tienen raices en Q, y el segundo porque tiene grado 1 — y es entonces la
factorizacion de f como producto de elementos ménicos irreducibles de Q[X].

El primero de los factores de (1) es irreducible en R[X], ya que tiene grado 2 y no tiene
raices reales: su discriminante es —3, un niimero negativo. En cambio, el tercer factor tiene dos
raices reales, 2(3+V/5) y 2(3 — V/5), asi que

F=0C+X+1)(X +2)(X - 13+ VB)(X — 13 — Vb)), (2)

y esta es la factorizacion de f como producto de elementos moénicos e irreducible en R[X].
Finalmente, buscando las raices del primer factor que aparece en la factorizacion (2) vemos
inmediatamente que

f=X =51+ i/3)(X - 3(-1 = iV3))(X +2)(X — 33+ VB))(X — 3(3 - V5)),

y esta es la factorizacion de f como producto de elementos moénicos e irreducible en C[X]. O




2. Encuentre todos los enteros positivos a que satisfacen simultaneamente las siguientes dos
condiciones:
(143 : 26a°*321 4 52020y £ 1, 25972 =4 mod 7.

Solucion. Sea a un entero positivo y consideremos primero separadamente las condiciones del
enunciado.

e Es 143 = 11 - 13 y los dos factores son primos, asi que el maximo comun divisor del
enunciado es distinto de 1 si y solamente si alguno de 11 o 13 divide a 26a°*3?! 4 5220
Como 13 es primo y no divide a 5, el Teorema de Fermat nos dice que 5'> =1 mod 13 y,
por lo tanto, que 26a°*3?! 4 52020 = (5!2)1685% = 1 mod 13. Vemos asi que 13 no divide
a 26a34321 1 52020y que

(143 : 2603 +52920) £ 1 «—= 26a°***' +5°°2° =0 mod 11.

De Teorema de Fermat sabemos que 5202 = (5!9)202 = 1 mod 11. Si 11 divide a a,
entonces 26a°*32! 4 52920 = 1 £ 0 mod 11. Por otro lado, si 11 no divide a a, entonces el
Teorema de Fermat nos dice que

26a°*%?' + 522 =46 +1 mod 11,
ya que 54321 =1 mod 10. Juntando todo, vemos que
(143 : 26a°***" +5%°%°) £1 = 4a+1=0 mod 11 (3)
e Como 4 es coprimo con 7, es claro que
2%012 =954 =4 mod 7 <= 2°*=1 mod 7. (4)

El Teorema de Fermat nos dice que 2> = 1 mod 7 si b = 0 mod 6, y calculando
directamente podemos tabular las primeras seis potencias de 2 médulo 7:

Podemos concluir entonces que si b es un entero no negativo vale que
=1 mod7 < b=0 mod 3,
y de esto junto con (4) que

2°t2 =4 mod7 <= 5a=0 mod 3. (5)

De acuerdo a (3) y (5), los enteros que nos pide encontrar el ejercicio son las soluciones positivas
del sistema de congruencias

4a+1=0 mod 11

56 =0 mod 3.
Como 5 es coprimo con 3, la segunda de estas congruencias es equivalente a a =0 mod 3, es
decir, a que exista b € Z tal que a = 3b, y la primera nos dice entonces que 12b+1 =0 mod 11,

de manera que b = 10 mod 11 y, por lo tanto, b = 11c + 10 para algtn ¢ € Z. Vemos asi que
los elementos del conjunto {33c + 30 : ¢ € N}. son precisamente los enteros que buscamos. O




3. Demuestre que si w es una rafz 14-ava primitiva de la unidad, entonces
(1+w®)(w+ w?® +w?)

es un nimero real.

Solucion. Llamemos a al nimero que aparece en el enunciado. Para ver que es un nimero real
es suficiente que probemos que a — a = 0. En ese caso, podemos calcular que

a—a=(14+w®)(w+w+w’) -1+ wd)(w+wd+wd)

3 5 9 11 13 - -3 _5 _9 _11 _13
=w4w tw tw tw fw  —w—w —wW —wW —wW —w

k _ w7+14—k

y, como w es una raiz 14-ava de la unidad, vale —w cualquiera sea k € Z, esto es

w+w3+w5+w9+wll+w13+w6+w4+w2+w12+w10+w8

:(1+w+w2—|—w3+w4—|—w5+w6+w7+w8+w9+wlo+wu+w12+w13)—1—w7

que, como w # 1, es

1 ol ,
=— —1—w".
1—w v

Es w'* = 1. Por otro lado, como (w”)? = w'® = 1, el namero w”

rafz 14-ava primitiva, w” no es 1: vemos asi que

eso 1l o —1ycomow es una

_ 1_w14
a—a:ﬁ—l—w7:0—1—(—1):07

COMoO queremos. O

Otra solucion. El nimero que aparece en el enunciado es
(1 ¢ wtw® Fo®)=wto® +o’ Fu® +wt +u'®
— (Il b AE e R b b et — e

14
_plTw 7
Tl — w2 ’

7

ya que w? # 1 porque w es primitiva de orden 14, y, por eso mismo, esto es
= —g =1

)

que ciertamente es un namero real. O

Otra solucion. El nimero del enunciado es
A4+ P)w+®+w?)=w+w +u® +u +u' +w'.

Como w es una raiz primitiva de la unidad de orden 14 y los elementos de {1,...,14} que son
coprimos con 14 son precisamente los ntimeros 1, 3, 5, 9, 11 y 13, vemos que esto es precisamente
la suma de las raices primitivas 14-avas de la unidad. Ahora bien, como los divisores positivos
de 14 son 14, 7, 2 y 1, sabemos que tenemos una descomposiciéon de G14 como unién disjunta de




la forma

G =G, UG UGS UGT,

ZZZZZ+ZZ+ZZ+ZZ' (6)

z€G14 ZGGE‘4 zEG; ZGGE zEGi‘

asi que

Para cualquier entero n la suma de los elementos de G, es 0, como sabemos. Si ademés n es
primo, entonces el Ginico elemento de G, que no es una raiz n-ésima primitiva es 1, asi que en

ese caso
Z = Z 2—1=—1.

z€GY 2€EGn

Zz:l,

2€GY

Finalmente, es claro que

asi que usando todo esto en (6) vemos que

0= Z z—1—-1+1

2€GY,

y, por lo tanto, que el nimero que aparece en el enunciado es igual a

Z z=1

z€GY,

y, por supuesto, real. O

Otra solucion. El nimero del enunciado es
A+®)w+e® +0’) =wt+w® +® +u® +0™ +w®
y, cCOomo w'* =1, esto es
=wt P W+ T
= (@+®) + (@ +0) + (@ + o)
= 2Re(w) + 2Re(w?) + 2Re(w),

que es un numero real. O

4. Determine para qué valores de a € R el polinomio
X3 —4X? +2(a+2)X — 3a® € R[X]

tiene dos raices que suman 2, y para esos valores de a determine la factorizacion del polinomio
como producto de polinomios irreducibles en R[X] y en C[X].

Solucion. Sea f el polinomio que aparece en el enunciado, sean «, 8 y -y sus raices —que no son
necesariamente distintas, en principio— y supongamos que o + 8 = 2. La suma de las raices de
un polinomio de grado 3 es el nimero opuesto al coeficiente de X2 en el polinomio: en nuestro
caso, entonces, a + 8 + v = 4 y nuestra hipétesis nos dice que v = 2. En otras palabras, 2 es



una raiz de f y, por lo tanto,
0=/,12)=2"-4-2>+2(a+2)2—3d° = a(4 — 3a)

Esto nos dice que a es igual a 0 o0 a 4/3. Dividiendo a f por X — 2 vemos que si a tiene alguno
de esos dos valores, entonces

f=(X-2)(X?-2X +2a).

El discriminante del factor cuadratico que aparece aqui es

f—g 4 si a = 0;
“T1-20/3 sia=4/3.

Ese factor es por lo tanto reducible en R[X] cuando a = 0, con raices 0 y 2, e irreducible cuando
a = 4/3. Asi, la factorizacion de f en R[X] como producto de irreducibles es

(X —2)2Xx sia=0,
(X —2)(X?—-2X +8/3) sia=4/3.

En C[X], la factorizacion es

(X —2)2X sia=0,
{(X2)(X(1+z’ 5/3))(X — (1 —i4/5/3)) sia=4/3.

Otra solucion. Sea f el polinomio del enunciado, sean «, 5y =y las tres raices del polinomio y
supongamos que
a+pB=2. (7)
Como f es monico, tenemos que
X® —4X? 4+ 2(a+2)X —3a> = (X —a)(X — 8)(X —7)
=X —(a+B+7)X* + (aB + ay + B7)X — aBy

y, por lo tanto, que

d=a+B+7v, 2a+4=af+ay+pBy, 3a’=apBy. (8)
De la primera de estas igualdades y de (7) vemos que v = 2, y la segunda nos dice ahora que

20 +4=af+ (a+ )y =oaf +4,

asi que 2a = aff. Usando esto en la tercera igualdad de (8) vemos que 3a? = 4a, es decir, que
a(3a —4) = 0y, por lo tanto, que o bien a = 0 o bien a = 4/3. Analicemos los dos casos por
separado.

e Sia =0, entonces f = X3 —4X?2 + 4X es claramente igual a
X(X —2)%

y esta es su factorizacion como producto de irreducibles ménicos en R[X] y en C[X].




e Sia=4/3, entonces f = X* — 4X? +20/3 - X — 300/3. Sabemos que 2 es raiz de este
polinomio, y dividiendo vemos que

f=(X-2)(X*-2X +8/3).

El discrimiante del factor cuadratico que aparece aqui es negativo, asi que ese factor es
irreducible en R[X] y esa es la factorizaciéon como producto de irreducibles monicos alli.
Por otro lado, las raices complejas de ese factor cuadratico son los nameros 1 £ i4/5/3,
asi que en C[X]

(X - 2)(X — (1 +6/5/3)(X — (1 - i1/5/3))

es la factorizacion de f como producto de irreducibles moénicos. O

5. Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion

30a — 98b = 12.

Solucion. Los tres coeficientes de la ecuacion son pares, asi que dividiendo todo por 2 obtenemos
una ecuacién equivalente,
15a — 49b = 6.

Como (—13) - 15+ (—4) - (—49) = 1, los enteros 15 y —49 son coprimos y la dltima ecuacion
tiene al par (a,b) = (—13-6,—4 - 6) como solucion particular. Como la ecuacién homogénea

15a —49b =0

tiene por soluciones a los pares (a,b) = (49¢, 15¢) con ¢ € Z, la solucién general de la ecuacion
de partida es de la forma

a=—13-6+ 49c, b=—-4-6+ 15c

con ¢ € Z. O

Justifique todas sus respuestas



