Anlisis I - Anlisis Matemtico I - Matemtica 1 - Anlisis II (C)
Examen Final (22-12-2021) Resuelto

. Sea f:R? — R la siguiente funcién:

Ty six #
fley) =9 z—y /
0 six =y.

(i) Determinar si f es continua y/o diferenciable en el (0, 0)

(ii) Determinar si existen puntos donde el plano tangente al grafico de f sea paralelo al
plano z +y 4+ 2z = 1.

Solucién: (i) Como
z—0 y—0

la funcién f no es continua en (0,0). Por lo tanto tampoco es diferenciable

(i) Sea (xo, o) un punto con xy # yo. Las derivadas parciales de f en (x¢,yo) son

—2y0 QIO
Je(®o,90) = —5 v [y(®0,%0) = ———3-
(70:%0) (2o — yo)? y< 0-%0) (zo — yo)?
Por lo tanto el plano 7', tangente al grafico de f en (zo, vo, f(x0, %0)), tiene ecuacién
2yo PR
2 — f(xo,y0) + ————(x — 1¢9) — ————=(y — y9) = 0.
(%0, 40) (2o — yo)z( o) (2o — ?/0)2< o)

Los planos T'y = + y + z = 1 son paralelos si y solo si sus vectores normales,

( 2yo —2x
(950 - 90)2’ (UUO - yo)z’

1) y (1,1,1),

son paralelos. Para esto debe ser

290 20 )
(zo — Yo)? (zo — Yo)? 7
lo que ocurre si y solo si xg = —ygy 1 = (;3;)02 = —ﬁ. Asi que debe ser xy = —% e Yy = %

. Hallar los puntos de la curva C' que estan més préximos al (1, —1), donde C' es la pardbola
2
Yy=x+2

Solucién: Debemos encontrar el minimo de la funcién F(z,y) = (x — 1)* + (y + 1)?, sobre
la curva y = 22+ 2. Consideremos la funcién g(z) = F(x, 22 +2) = (z—1)?+ (2> +3)%. Para
resolver el ejercicio serd suficiente encontrar el minimo de ¢g. Los puntos criticos satisfacen

g (z) =2(x — 1) + 2(2* + 3)22 = 42° + 142 — 2 = 0.

Cmo ¢’ es creciente (porque ¢”(x) = 1222 4 14 es siempre positiva), ¢'(0) = =2y ¢'(1) = 16,
existe un tnico zg tal que ¢'(x¢) = 0. Como ¢’ es negativa a la izquierda de zy, y positiva
a la derecha, ¢ tiene un minimo en x,. Por lo tanto F' tiene un minimo en (zg,z2 + 2). Se
puede ver que xy == 0, 14.



3. Probar que si una funcién f de dos variables satisface la siguiente ecuaciéon, denominada la
ecuacion de Laplace:

fazx + fyy = 07

entonces la funcién g(z,y) = f(5z57, 745,7) también la satisface si (z,y) # (0,0).

Solucién: Escribamos u(z,y) = ol you(z,y) = ﬁ Entonces g(x,y) = f(u(z,y),v(z,y)).

Para simplificar la notacién, en lo que sigue escribiremos g en lugar de g(x,y) y f en lugar
de f(u(z,y),v(x,y)), y andlogamente para las derivadas.

Por la regla de la cadena,

Gz = fuua: + fvch‘

Gy = futy + fovy

usando ahora las reglas para las derivadas parciales de sumas, productos y composiciones
(regla de la cadena), obtenemos

Jyy = fuuuz + fuoVyty + fullyy + foutiyvy + fvvvz + foUyy

Entonces, sumando, usando el teorema de Clairaut-Schwarz y reordenando términos obte-
nemos,

Ag = fuu(tl +ul) + foo(V2 + 1)) + 2 fus(Uate + uyvy) + fulu + fAv

donde estamos usando la notacién cldsica para el Laplaciano, o sea, Ag = gzq + Gyy-

Por otra parte, usando la regla de derivada del cociente, obtenemos

y2 — 2 T — y2 —ny —ny
/U/l‘ = T 5 . oo Y Uy = ? Uy = ) /Um = T 5 . o\
(22 + y2)? YT (22 4 2)? YT (22 4 2)2 (22 + )2
es decir u, = —v, y u, = v,. De estas dos ecuaciones se deduce que u? + uf/ =02+ '05 y

UV + Uuyvy = 0, por lo que reemplazando en la expresién que habiamos obtenido para Ag
obtenemos

Ag = (fuu+ fvv)(ui + uz) + fullu + f,Av

Pero el enunciado nos dice que fy,, + f,» = 0, por lo tanto, para terminar el ejercicio basta
ver que Au =0y Av = 0. Estas dos igualdades pueden obtenerse directamente calculando
derivadas segundas pero también se pueden deducir usando las relaciones que habiamos
obtenido entre las derivadas de u y v, en efecto,

Uy = —Vy =  Ugy = —Vyy

Uy = Uy - Uy = Vgy

y usando el teorema de Clairaut-Schwarz y sumando resulta Au = 0. De manera analoga
se ve que Av = 0.



4. Hallar el volumen del sélido limitado por los planos z = 0, z = 4, exterior al cilindro
2% 4+ y? = 1 e interior al paraboloide 2% + 32 — z = 1.

Solucién: un punto esta en el s6lido R mencionado en el ejercicio si y solo si sus coordenadas
cilindricas (7,0, z) satisfacen 0 < 2 <4, 0 < 6 <2ry 1 <r <+/1+ 2. por lo tanto, el
volumen V' (R), de R es

2 4 \/m
V(R):///ldV:/ // r drdzdf
R 0 0 1
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