
Gúıa del acotador frecuente

Propiedades función módulo

x ¤ |x|, 0 ¤ |x|

|x| � | � x|

|x| � 0 ô x � 0

x � signopxq|x|

|x|n � |xn|

|xy| � |x||y|

��x
y

�� � |x|
|y|

|x| ¤ y ðñ �y ¤ x ¤ y

|x| ¥ y ðñ �y ¥ x _
x ¥ y

|x| � |y| ô x � y ^ x � �y

Para acotar

Por arriba

sinpxq ¤ 1

| sinpxq| ¤ 1

| sinpxq| ¤ |x|
| sinpxq| ¤ | tanpxq|

cospxq ¤ 1

| cospxq| ¤ 1

sinpxq cospxq ¤ 1
2

|ex � 1| ¤ |x|e|x|

Desigualdad triangular:

||a� b|| ¤ ||a|| � ||b|| ||a� b|| ¤ ||a|| � ||b||

Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|V �W | � |xV,W y| ¤ ||V || ||W || @V,W P Rn

|x| ¤ ||px, yq|| ¤ ?
n ||px, yq||8 � ?

nmáxp|x|, |y|q ô x2 ¤ x2 � y2

|y| ¤ ||px, yq|| ¤ ?
n ||px, yq||8 � ?

nmáxp|x|, |y|q ô y2 ¤ x2 � y2

|ex| ¤ e|x|

Por abajo

sinpxq ¥ �1

sinpxq ¥ x� x3

6

sinpxq cospxq ¥ �1
2

ex ¥ 1� x

cospxq ¥ �1

cospxq ¥ 1� x2

2

?
x ¥ lnpxq

x ¥ lnp1� xq ¥ x
1�x

Desigualdad triangular inversa:

||a� b|| ¥ ||a|| � ||b||
|a� b| ¥ ||a| � |b|| |a� b| ¥ ||a| � |b||

|a| � |b| ¥ |a| ðñ 1
|a|�|b|

¤ 1
|a|

|a| � |b| ¥ |b| ðñ 1
|a|�|b|

¤ 1
|b|

ex ¡ 0

x�y
2
¥ ?

xy ùñ x2�y2

2
¥ xy

x�y�z
3

¥ 3
?
xyz ùñ x2�y2�z2

3
¥ xyz



Todo

px� a, y � bq �� p0, 0q
|x�a|

||px,yq�pa,bq||
¤ 1 ðñ px�aq2

px�aq2�py�bq2
¤ 1

|y�b|
||px,yq�pa,bq||

¤ 1 ðñ py�bq2

px�aq2�py�bq2
¤ 1

Demás cosas

px2 � y2q � px� yqpx� yq
px� yq2 � x2 � 2xy � y2

px� aq2 � |x� a|2

px� aq3 � |x� a|2px� aq
Rectas que pasan por el punto px0, y0q

y � mpx� x0q � y0

Si a la hora de demostrar un ĺımite tomamos más de un δ:

δ � mı́ntδ1, δ2, � � � , δpεqu

Relaciones trigonométricas

| senpxq| � senp|x|q @ x P r�π, πs
cospπ � xq � � cospxq

| cospxq| � cosp|x|q @ x P r�π
2
, π
2
s

sen2pxq � cos2pxq � 1

cospxq � cosp�xq senpxq � � senp�xq tanpxq � � tanp�xq
sen2pxq � 1�cosp2xq

2

cos2pxq � 1�cosp2xq
2

senp2xq � 2 senpxq cospxq
cosp2xq � cos2ptq � sen2ptq

Ĺımites útiles

ĺımxÑ0 x lnpxq � 0

ĺımxÑ0 e
x � 1

ĺımxÑ8
lnpxq
x

� 0

ĺımxÑ0
senpxq
x

� 1

ĺımxÑ0
tanpxq
x

� 1

ĺımxÑ0
ex�1
x

� 1

Si fpxq es acotada y
gpxq xÑcÝÝÑ 0

ĺım
xÑc

fpxqgpxq � 0

ĺımxÑ0 x sinpxq � 0 ĺımxÑ0p1� xq1{x � ĺımxÑ8

�
1� 1

x

�x � e

Ĺımites iterados (como variables independientes)

ĺımpx,yqÑpa,bq fpx, yq � ĺımxÑa

�
ĺımyÑb fpx, yq

	

ĺımpx,yqÑpa,bq fpx, yq � ĺımyÑb

�
ĺımxÑa fpx, yq

	

Si alguno de ellos no existe, no nos dice nada sobre el ĺımite doble. Si
ambos existen y dan distinto, entonces E ĺım.

Si an Ñ añ |an| Ñ |a| Si |an| Ñ 0 ñ an Ñ 0

Álgebra de ĺımites

Si ĺımpx,yqÑpx0,y0q fpx, yq � a, ĺımpx,yqÑpx0,y0q fpx, yq � b

� ĺımpx,yqÑpx0,y0qpf � gqpx, yq � a� b

� ĺımpx,yqÑpx0,y0qpf � gqpx, yq � ab

Si b �� 0

� ĺımpx,yqÑpx0,y0q

�
f
g

�px, yq � a
b

(Se recomienda como fuente de inspiración para demás cotas el teorema de Lagrange y el desarrollo por series de Taylor)

Franco Caviglia - [05/02/2020]


