Algebra I: ejercicios resueltos de

parciales y finales

Nahuel Albarracin
Ayudante de 2da del DM, FCEN, UBA
Email: nahuelnehuen89 @ gmail.com

December 19, 2017

Tabla de Contenidos

1 Numeros complejos 2
1.1 Randomexamples. . . . . . .. ... ... ... ... 2
1.2 Raicescuadradas . .. .. .. .. ... ... .. ... .. ...... 3
1.3 Resumenderaicesdelaunidad . . . . ... ... ... .. ...... 5
2 Primeros parciales 9
2.1 2009, 2do cuatrimestre . . . . . . . . ..o e e e e e 9
2.2 2017, 2do cuatrimestre, recuperatorio . . . . . . . . ... ... ... 11
3 Segundos parciales 15
3.1 2009, 2do cuatrimestre . . . . . . .. ..o e e e e 15
3.2 2013, lercuatrimestre . . . . . . . . .o u e e e e e 22
3.3 2015 A,2docuatrimestre . . . . . . . . ... e 29
3.4 2015B,2docuatrimestre . . . . . . . . ... ... 34
3.5 2016, lercuatrimestre . . . . . . . . . .. ... 40
3.6 2017,2do cuatrimestre . . . . . . . ... ... 48
4 Examenes finales 52
4.1 25/10/2017 . . . . e e 52
4.2 22/1212015 . . . e e 58
4.3 4/08/2015 . . ... 63
4.4 2771212013 . . . e e 69
4.5 08/10/2013 . . . . . . 73
4.6 30/07/2013 . . . . e 79
477 23/07/12013 . . . e e 85



1 Nuameros complejos

1.1 Random examples

Dados z,w € C que estdn expresados en la forma

2z = |z|(cos(a) + isin(c))
w = |w|(cos(B) + isin(B))

, donde o, 8 € R (no necesariamente en [0, 27)), entonces se tiene la siguiente equiv-
alenma.

z=w <= |z| = |w|y a, B difieren en un miltiplo entero de 27

(<=3 k€Z tal que a=p+2km)

Si un complejo z estd expresado en la forma z = |z|(cos(a) + isin(a)), con « € R,
entonces el argumento de z viene dado por arg(z) = « — 27k, donde k es el tnico
entero tal que o — 2wk € [0, 2). (si o = arg(z), entonces k = 0)

Ejemplo
Graficar en el plano complejo:

A={zcC\{0}:]z] <lyarg(z*) <7}

Resolucién. Tenemos que arg(z*) = 4darg(z) — 27k,, donde k, € Ny es el dnico tal
que 4arg(z) — 2wk, € [0, 27). Tenemos que

T kzﬂ'
4 2

arg(z?) < 1 <= darg(z) — 21k, < 7w < arg(z) <

Como 0 < arg(z) < 2m, entonces 0 < 4arg(z) < 8r. Separemos en los siguientes
casos:

- Si 0 < 4arg(z) < 2 (siy solo si 0 < arg(z) < %), entonces k. = 0

- Si 27 < 4darg(z) < 4m (siy solosi § < arg(z) < ), entonces k., = 1

- Sidm < darg(z) < 67 (siy solo si 7r < arg(z) < 2), entonces k, = 2.

- Si 67 < darg(z) < 87 (siy solosi 3T < arg(z) < 27), entonces k, = 3

Asi, dado z tal que |z| < 1, y teniendo en cuenta que arg(z*) < = siy solo si

arg(z) < 7
- Siarg(z) < & (en cuyo caso k. = 0), z € Asiy solo si arg(z) <

-Si § < arg(z ) < 7r (en cuyo caso k, = 1), z € Asiy solo si arg(z) § 3
- Si 7r <arg(z) < =5 (encuyo caso k, = 2), z € Asiy solosiarg(z) < T,:
-Si 3T <arg(z) < o (en cuyo caso k. = 3), z € Asiy solosiarg(z) < .

Asf, nos queda que

T m™ 37 om 3m 7w
= : < — PR — R R
A={zeC\{0}:|o] < lyarg(z) € [0,V 2, 2T U, -1 U S, T}
Se deja como ejercicio graficar el conjunto A. O
Ejemplo

Graficar el conjunto A = {z € C\ {0} : arg(—iz) > T }.



Resolucion.
Primero, observe que es facil graficar el conjunto B = {w € C\ {0} : arg(w) > T}.
Para z # 0, tenemos que

z2€A<—= —iz€ B« 2¢€iB

, de modo que A = iB.
El efecto de multiplicar un complejo por ¢ es rotarlo un dngulo 7 (en sentido antiho-
rario). Por lo tanto, A es el conjunto B rotado 90 grados en sentido antihorario. O

1.2 Raices cuadradas

Hallar las raices cuadradas de un niimero complejo z = a + bi no nulo (esto es, hallar
los dos w tales que w? = z), y expresarlas en su forma binémica es muy facil. Primero,
note que si w es una raiz cuadrada de z, —w es la otra raiz cuadrada.

También, note que si z = r un ndmero real, entonces, si r > 0, son las soluciones
usuales ++/7, y si r < 0, las soluciones son =4iy/—r.

Resolvamos la ecuacién en general: nos es dado un complejo z = a + bt no nulo,
y queremos hallar las dos soluciones w tales que w? = z. Escribiendo w = x + iy,
tenemos que

(x+iy)’> =a+bi <= 2* —y? + 2ryi = a + bi

De la igualdades de las partes real e imaginaria, obtenemos que 2% — y? = a y 2zy =
b. También podemos obtener otra ecuacion a partir de la igualdad de los médulos:
tomando médulo en la ecuacién w? = z, obtenemos que 22 + y? = |z| = Va2 + V2.
Asi, hemos obtenido el siguiente sistema de tres ecuaciones en las variables reales x, y:

22 +y? = Va2 + b2
2—y?=gq

2zy =b

Si a la primer ecuacién le sumamos la segunda, obtenemos que

a++va? + b?

202 =a+ Va2 +b2, osea, z =+ 5

Si a la primer ecuacion le restamos la segunda, obtenemos que

2% = —a+ /a2 + b2, osea,y =+

La tercer ecuacion del sistema la usamos para determinar el signo de x e y (Es inmedi-

ato verificar que con las expresiones halladas de x e y, se tiene |2zy| = |b|): si b > 0,
entonces xy deben tener igual signo, y si b < 0, x, y deben tener signos opuestos (y por
ultimo, recordar que si w = x + iy es una raiz cuadrada de z, entonces —w = —x — iy
es la otra).

Desde luego, no es natural recordar estas férmulas de memoria para calcular las raices
cuadradas, sino calcularlas planteando las igualdades entre partes real e imaginaria y



de médulo en la ecuacién w? =

z.
Ejemplo
Hallar las raices cuadradas de 3 + 41

Resolucién. Queremos hallar los w tales que w? = 3 +44. Escribiendo z = x + iy, de
la igualdad de las partes real e imaginaria en la ecuacién, obtenemos que 2 — y? = 3
y 2xy = 4 (o bien, xy = 2).

Tomando médulo, obtenemos que |w|®> = |3 + 4i| = 5. Asi, nos queda el siguiente
sistema:

2?2 +y%> =5

2?2 —y?=3

Ty =2

Sumando la primera y la segunda ecuacion, obtenemos que 222 = 8, o sea, z = 2.
Restando la segunda ecuacién a la primera, obtenemos 2y? = 2, o sea, y = +1. En
virtud de que el miembro derecho de la tercer ecuacion es positivo, =,y deben tener
igual signo.

Luego, las raices cuadradas de 3 + 4ison 2 + 41y —2 — 7. O



1.3 Resumen de raices de la unidad

Denotamos G, al conjunto de raices n-ésimas de la unidad: G,, := {z € C: 2" = 1}.

Es inmediato verificar que |z| = 1 para todo z € G,,, y que:

elec (@G,

e Si z,w € G, entonces zw € G,

e Siz € G, entonces z* € G,, YV k € Z (y en particular, z~' =% € G,,)

Denotamos (-, a la unién de todas las raices de la unidad:

Goo = | Gn

neN

Dado z € G, llamamos orden de z al minimo natural n tal que z € G,,, esto es,
ord(z) ;== min{n e N: 2" =1}

Un elemento z € G, se dice primitiva en G, si ord(z) = n.

Si z € G, es primitiva en G,,, entonces se tiene que:

1

e Z =z~ ' es primitiva en G,

ord(w) < m, que contradice el hecho de ser primitiva de G,)
e Vale la siguiente equivalencia:

paratodo j € Z, w’ = 1siy solo si n|j.

o {l,w,...,w" '} = G, (porque las n potencias del miembro izquierdo son
todos elementos distintos de G,,, pues si existieran 0 < i < j < n — 1 tal que
w' = w’, entonces w?~* = 1, con 0 < j —¢ < n, con lo tendriamos que

(la vuelta vale trivialmente, porque w € G,,. Para ver la ida, escribamos j =
nqg + r, donde 0 < r < n; tenemos que 1 = w’/ = (iu:/)qwr = w", asi que
=1

w” =1,con0 < r < n,ycomo ord(w) = n, se debe tener que r = 0, es decir,
nlj) |

De hecho, si un elemento w € G,, cumple que para todo j € Z, w? = 1 implica
que n|j (dicho de otra forma, si w cumple que {j € Z : w’ = 1} = nZ, los
multiplos de n), entonces es primitiva en G,,, con la definicién que dimos (es
decir, ord(w) = n, que es lo mismo a decir que no existe j € N con j < n tal que

wl =1, porque si existiera, entonces 2|7, con 0 < j < n, lo cual es absurdo).

Veamos mds propiedades:

e GG, C G,y siy solo sin|m.

DEMOSTRACION. Si n|m, entonces m = nq, con ¢ € N, asi que trivialmente todo

elemento de GG,, es un elemento de G,.

Para probar la ida, escribamos m = ng 4+ r, con 0 < r < n, y tomemos z € G, prim-
itiva (en particular, z € G,,, por hipétesis), Tenemos asi que 1 = 2™ = ( 2" )9z" =

=1

z". Obtuvimos asi que 1 = z", que implica, por ser z primitiva de orden n, que n|r.

Como 0 < r < n, la dnica posibilidad es que r = 0, es decir, n|m.

O



Dado n € N, el conjunto de raices n-ésimas de la unidad en su forma trigonométrica
viene dada por G, = {wy, = cos(Z%) +isin(22%) : 0 < k <n—1}.

o wy, es primitiva en G,, si'y solo si k es coprimo con n (por consiguiente, hay p(n)
raices primitivas en GG, donde ¢ es la funcién de Euler contadora de nimeros copri-
mos. En particular, si n es primo, todo elemento de G, salvo el 1, es raiz primitiva de

Gn)

Demostracion.

Demostremos la ida por el contrarreciproco: supongamos que 1 < & < n — 1 no es
coprimo con n, de modo que existe un primo 2 < p < n — 1 tal que p|k y p|n, de
manera que n = pa 'y k = pb para ciertos a, b € N. Tenemos que

Wi = COS(%;Z)F) —H'sin(%?;zl) = cos(%%) + isin(%%)

, de manera que wi = 1,con1 < a < n — 1,y por lo tanto wy, no es primitiva en G,.

Probemos la vuelta en forma directa. Debemos ver que para todo j € Z, vale la
siguiente implicacion: Si wj, = 1, entonces n|j.
Pues bien, si w], = 1, tenemos

J

: ij .. 2/€j7r
1=w] = + —
wy, = cos( . ) + i sin( o )

, que implica que Qk% es un multiplo entero de 27, es decir, existe a € Z tal que

Jik—nji = Z=u, equivalentemente, existe a € Z tal que kj = na, que es decir que n|kj,
lo cual equivale (por ser n, k coprimos) a que n|j, como queriamos probar. O

e Sim,n € N son coprimos, entonces Gp, N\ Gy = {1}y Gy = GpGin.

Demostracion. Probemos que G,, N G, = {1}: como m,n son coprimos, existen
t,s € Z tal que 1 = ms + nt. Por lo tanto, si z € G,, N G,,,, tenemos que

5 = Zl — st-&-nt — ( Zm )s( zn )t =1
N~ N~
=1 =1

Luego, G, N G,,, = {1}.

Probemos la otra igualdad: por un lado, es inmediato verificar que G,,,G,, € G-
Para ver que efectivamente son iguales, es suficiente ver que #(G,,,G,) = mn. Por
definicién, tenemos que

GnGn ={2w:z€ Gp,we Gy}

Hemos de ver que estos mn productos son todos distintos, con lo cual tenemos ex-
actamente mn elementos en G,,,G,,. Pues bien, supongamos que zw = z'w’, con
2,2 € Gy yw,w' € G, (debemos ver que z = z’ y w = w’). Reescribiendo esta
igualdad, tenemos que

2P =wwt € G, NG, = {1}
. ;T ~——~——
€Gn €Gm,



de modo que z(2')~! = 1y w'w™! = 1, es decir, z = 2’ y w = w’, como queriamos
probar.

Luego, (reiterando lo explicado), #G,,G,, = mn = #G,,,, Yy cOmo ya tenemos
que G, G, C Gy, se concluye que G, Gy, = G- O

® Dados n,m € N, se tiene que G, NG = G(nm) Y GnGm = G (€n el caso en
que n, m son coprimos, son las igualdades G, N G, = {1} y G,,G, = Gy, 1o cual
ya demostramos en el punto anterior).

Demostracion.

Llamemos d = (n : m). Si z € G4, como d|n y d|m, tenemos que m = sd'y n = td,
con s,t € N, de modo que 2" = ( 24 )t = 1y analogamente z™ = 1, de manera que

=1
z € G,NG,,. Reciprocamente, si z € G,,NG,,, y escribimos d como combinacion lin-
eal de m y n con coeficientes enteros (que es posible pues es el mcd de m y n), es decir,
d = sn+tm para ciertos s, t € Z, nos queda que z9% = 257t = (( zn )s( ;MmO =1,
+tmp : quedaq e Em)
=1 =1

de manera que z € Gg.

Luego, G, NG = G-

Para probar la otra igualdad, usaremos que ya sabemos que vale cuando los indices
son coprimos (es decir, si a, b son coprimos, entonces G, = G,Gp). Sean py, ..., p,
todos los primos que aparecen en m o n (los primos que aparecen en n, y los primos
que aparecen en m). Escribimos

_,a a,
m=p;'...py
b by
n=p'...p,

,con a;, b; € Ny. Tenemos asi que

GmGhn = ﬁ GP?i ﬁ pr1
i=1 i=1

Ahora bien, sabemos que si a|b entonces G, C G} (que a su vez implica que G,Gp =
Gp). Usando esto, tenemos que qui Gp{,i = Gpr_nax{ai,bi} paracada 1 < ¢ < r. Nos

queda entonces que

.
GmnGr = H Gp;nax{aixbi} =G II[ p)‘nax{ai,bi} = G[mn]

i=1 i=1
e Sim,n € N son coprimos, entonces el conjunto de primitivas de G, es

{zw : z primitiva de G,, y w primitiva de G, }

(En particular, si z, w € G, tienen 6rdenes coprimos, entonces ord(zw) = ord(z)ord(w).)



Demostracion. Primero, veamos que todo producto de la forma zw, con z primitiva
de G,, y w primitiva de G,,, es una primitiva de G,,,: si (zw)’ = 1, entonces
\zf_/:@eGnﬁGm 1{1},demodoquezjzlywj:1,queim—
€Gn €Gm

plica (por ser z primitiva de G, y w de G.,,) que n|j y m|j, que implica (por ser m,n
coprimos) que nm|j. Luego, zw es primitiva de Gy,

(n:n?):

Asi, hemos probado que

{zw : z primitiva de G,, y w primitiva de G,,} C { primitivas de G, }

tiene cardinal p(mn) = @(m)e(n)
(m:n)=1

Luego, basta ver que los ¢(m)y(n) productos del conjunto del miembro izquierdo son

todos distintos. Para ver ello, se usa el mismo argumento que en la demostracion de
que G = GG O

(m:n)=1

o Si z es primitiva de G, entonces z* es primitiva de G( ns (parafraseado en términos
n

de 6rdenes: si z € G, tiene orden n, entonces z* tiene orden —2+.
(n:k))

En particular, para z € G,, primitiva, se tiene que z* es primitiva de G, si y solo si k
es coprimo con n. Note que esto es una generalizacién del hecho ya conocido de que
para0 < k < n — 1, cos(2) + isin(2T) = (cos(2X) + isin(2X))¥ es primitiva de

G, siy solosi k es coprimo con n)

Demostracion. . .
Tenemos que (2F)@H = ™R = 2™k = 1 (pues z € G, y n|[n : k]), asi que
2k e G 2. Resta ver que para todo j € No, vale que (2%)7 = 1siy solo si -

Pues bien, tenemos que

k .
. . kj k) k
(Y =1le==1 n|kj<:>—‘7€Z<:> k) e e = |5
z es primitiva n n (n : k‘) (n : k’)
de G, (n:k)
— J
wm Y T)?k) (n : k)

son coprimos

, como queriamos probar.

Luego, z es primitiva de G( ns ]

J



2 Primeros parciales

2.1 2009, 2do cuatrimestre

Enunciados del Examen

1o anlen L. Ul A L | eCalitieacien
Nombre y apellido: ....... , ....................................
N° de libreta: . e RS i v e v Seoen et e st SRR TR S e et e
Turno de préctica: 311 a 14hs 0O 14 a 17hs 119 a 22hs

Algebra 1
Primer parcial - 30/10/09

1) Sea R la rclacién en P(N) definida por:
XRY < XAY no contiene nimeros pares.

a) Probar que R es una relacién de equivalencia.

b) Hallar cudntos conjuntos X de dos elementos hay tales que cunplan si-
multdneamente min X < 10 y X7R{28,29}.

2) Probar que para todo n € N vale la desigualdad
L

S -2

Sy Vi

3) Se arrojan cinco dados de distinto color.

Sc hace ESCAT.ERA cuando se obtiene alguna de las siguientes combinaciones:
1-2-3-4-5; 2-3-4-5-6 6 3-4-5-6-1.

Se hace I'ULL si se obtienen tres dados del mismoe numero y dos iguales de
otro.

a) Cual es la probabilidad de hacer ESCALERAY
b) Cual es la probabilidad de hacer FULL?
4)" Sea (an)new la sucesién de numeros naturales definida recursivamente por
01 =4  Opy1 =05 —an+ 32
a) Probar 5 no divide a a,, para ningin n € N.
b) Probar que a,, = 4 (méd 8) para todo n € N.
5) Sean a,b € Z. Sabiendo que b = 2 (mdéd 4) y (a: b) = 7, hallar
(a® + 216+ 7 : 4704).

Justifique todas las respuestas



Resolucion del Ejercicio 1

a) La reflexividad y la simetria son evidentes, pues X A X =0y X AY =Y A X
para todos X,Y . Para transitividad, usar que X A Z C (X A Y)U (Y A Z), para
cualesquiera X, Y, Z.

b) Fijado a € N<19y b € N, b # a, tenemos que {a, b}R{28, 29} sii

({a,b} \ {28,29}) U ({28,29} \ {b}) no contiene nimeros pares, si y solo si b = 28 y
a es impar (menor o igual que 10). Luego, la cantidad de conjuntos en cuestién es 5.

Resolucion del Ejercicio 2

n
En efecto, > L > SL-n_/;n
SV vicymvicn it VPV

Resolucion del Ejercicio 3

a) Es evidente que los casos posibles son 6°, de modo que la probabilidad de hacer
ESCALERA es 2.

b) Elija los tres dados que sacardn igual nimero (hay (g) maneras de hacer eso). Elegi-
dos dichos dados, tenemos que elegir en que nimero coincidiran ellos, y los restantes
dos (que no puede ser el mismo niimero en que coinciden los primeros tres). Luego, la
cantidad de maneras de hacer FULL es (g) 6 - 5, de modo que la probabilidad de hacer

FULL es (3)97.

Resolucion del Ejercicio 4

2(5) sia,=001(5)
a)5 fA=ajyparan > 1,a,41 = a2 —a, + \3,2_/ =q4(5) sia,=204(5).
=2 (5) 3(5) sia,=3(5)
En cualquiera de los casos, a,,+1 # 0 (5). Luego, 5 no divide a a,,, V n € N.
b) Paran = 1, ez trivialmente cierto. Suponiendo que vale para un n € N, tenemos
que ap4q1 = \af_, —\aﬁ/—k\?)g/5—454(8).Luego,anz4(8)Vn€N
=42=0 (8) =4(8) =0(8)

Resolucion del Ejercicio 5

Denotemos d = (a® + 21b + 7 : 4704). Tenemos que 4704 = 2° - 3. 72

Como 7 divide a a y b, es claro que 7|a? + 21b + 7, con lo cual 7|d.

Si 72 dividiera a a® + 21b + 7, entonces divide a 21b + 7 = 7(3b + 1), con lo cual 7

divide a 3b + 1, con lo cual tendriamos que 7|1. Luego, la potencia de 7 en d es 7*.

Si 3 dividiera a d, entonces 3|a? 4+ 21b+ 7, con lo cual 3|a® + 7, esto es, a® = —7 (3),

osea, a? = (3), pero esto no ocurre para ningdn a. Luego, d = 7- 27 con0 < 7 <5.

Por hipdtesis, b es par, y como ademds (a : b) = 7, entonces a es impar, de manera que

a? + 21b + 7 es par. Médulo 4, tenemos que a? + &1/@ +7=a’>+1=2(4) (en
=1-2 (4)

cualquiera de los casos, es decir, tanto si a = 1 (4) como si a = 3 (4)). De manera

que 4 no divide a a® + 21b + 7.

Luego, d =172 = 14.



2.2 2017, 2do cuatrimestre, recuperatorio

i) Sea A el conjunto de las funciones inyectivas f : {1,2,3,4} —
{1,2,3,4,5,6,7,8}. Se define la siguiente relacién R en A:

fRg «— f(2) + f(3) < g(2) +g(3)

a) Determinar si R es una relacion reflexiva, simétrica, antisimétrica, o tran-
sitiva.

b) Sea f € A la funcién definida por f(n) = n + 4. ;Cudntos elementos
g € A satisfacen f € Rg?

ii) Probar que
1 < 3 1
Z B3 =9 92

paratodon € N

iii) ¢Cudntos anagramas de la palabra CONJUNTOS pueden formarse:
a) con la condicién de que las 3 vocales no sean 3 letras consecutivas.
b) con la condicion de que C' esté a la izquierda de J y la J a la izquierda
de T
123

iv) Hallar el resto de la divisién de Y (i* + 4¢) por 7
i=1

v) Hallar, paracadan € N, el valor de d = (77! + 57+ 4. 77 4 2. 57),




Resolucion del ejercicio 1

a)

REFLEXIVIDAD: Es reflexiva fRf, pues f(2) + f(3) < f(2) + f(3).

SIMETRIA: No es simétrica. Por ejemplo, si f € A manda el 2 al 2 y el 3 al
3,y g manda el 2 al 3 y el 3 al 4, tenemos que f(2) + f(3) = 2+3 = 5,y
g9(2) +¢g(3) =3+4=17,conlocual fRg, pero f Rg.

ANTISIMETRIA: No es antisimétrica: basta elegir f,g € A que dejen fijos los ele-
mentos 1,2 de su dominio (es decir, f(1) = g(1) = 1y f(2) = ¢g(2) = 2), pero que
difieran en otro elemento del dominio.

TRANSITIVIDAD: Es transitiva. Si f, g, h € A son tales que fRgy gRh, entonces

F2)+7B) <9(2) +9(3) < h(2) +h(3)

, con lo cual fRhA.

= 6+ 7 = 13. Asi, queremos saber

b) Para la f dada, tenemos que f(2) + f(3)
)+ 9(3).

cudntas g € A satisfacen que 13 < g(2

Veamos primero las asignaciones posibles de valores para g(2) y g(3) (para ello, ten-
emos en cuenta que paral < ¢,5 < 6, tenemos que i+ 7 < 646 = 12 < 13, de modo
que g(2) o g(3) debe ser 7 u 8, y por otro lado, la mdxima suma posible de dos ele-
mentos de la imagen, teniendo en cuenta que son funciones inyectivas, es 8 + 7 = 15):
-Formas de sumar 13:

13=74+6=6+7=8+5=5+8 (4 maneras)
-Formas de sumar 14:
14 =846 =6+ 8 (2 maneras)
Formas de sumar 15:
15=8+7=7+8 (2 maneras)

En total, hay 4 + 2 + 2 = 8 modos de asignaciones de valores para g(2) y ¢(3), de
manera que su suma sea mayor o igual a 13. Para cada una de estas asignaciones,
contamos la cantidad de inyecciones de {3,4} a {1,2,...,8}\ {9(2),9(3)}, que es

tiene cardinal 6

6 - 5. Luego, la cantidad de funciones g € A tales que fRg es
8-(6-5) =240
Resolucion del ejercicio 2

Para n = 1, la desigualdad es verdadera: 1 <

N o

1
3"
=1
Suponiendo que vale para un n € N, veamos que vale para n + 1:

{

S . .t 3t 1

inductiva



Asi, basta ver que % — 2n2 + " ) < % —

1 .
PIaESyER Pues bien,

Z 1 n 1 < Z 1 — 2 < 1 1
2n%2  (n+1)3 — 2(n+1)2 (n+1) ~n2 (n+1)2

2 . (n+1)% — n?
(n+1)2 = n?(n+1)2
2 2n+1

<~ <

(n+1) = n?
—=2m*< (2n+1)(n+1)
=27 <207+ 3n+1

<= 0<3n+1, locualescierto

Luego, vale la desigualdad del enunciado para todo n € N.

Resolucion del Ejercicio 3

a) La palabras CONJUNTOS tiene 9 letras, contadas con repeticiéon. La cantidad de
formas de elegir 3 ubicaciones consecutivas es 9 — 3 4+ 1 = 7, de modo que la cantidad
de formas de elegir tres ubicaciones no consecutivas es (g) — 7. Luego, la cantidad de
anagramas en cuestion es

()7 @ () w-=-(27s

permuto ubico la
las vocales

ubico las

|
:(7~4~3—7)~3~%:7.11~9~5!:83160

b) Elija tres ubicaciones para poner la C,J y T (elegidas esas tres ubicaciones, ya
tenemos determinado cdmo ubicarlas). Luego, la cantidad de anagramas en cuestion es

() 6) 02~ srens? =5 -

Resolucion del Ejercicio 4

Escribamos
123 123 123
Dt a) =) ity 4
i=0 =0 =0

— ——
=T =y

Sii =0 (7), entonces Z =0(7)

Sii =1 (7), entonces z =1(7)

Sii =2 (7), entonces i* (7)

Sii = 3 (7), entonces 74 (7)

Sii= (7), entonces i* = 4 (7)

Sii= (7), entonces i* = 2 (7)

{o 14

-2



Sii=_6 (7),entoncesi*=1(7)

—~—

=-1
Asf, teniendo en cuenta que 123 = 7x 17+4, y que 120, 121, 122, 123 son congruentes
al,2,3,4moédulo 7 respectivamente (con lo cual sus cuartas potencias son congruentes
al,2,4, 4 respectivamente) tenemos que

r=17T04+142+4+4+2+1)+1+2+4+4=4(7)
N——
=14=0 (7) =0 (7)

Ahora estudiemos la otra sumatoria: tenemos que 43> = 64 = 1 (7). Asi, miraremos
los exponentes médulo 3 (observar que 123 = 3 - 41):

123 123

y_Z41—1+Z4Z—1+ > A+ > A+ > 4

1<z<123—1 7 1<i<123 =4 (7 1<i<123 —y2=9 (7
=0 (3) (™) =1 (3) ( ) 1= 2(3) (™)

—1+41-1+41-4+441-2=1+41(14+4+2)=1
——

=7=0 (7)
o alternativamente:
123 124 124
4z 4 -1 1. 4 -1 (Considero un entero congruente a 1 médulo 7)
Z - 3 y a 0 médulo 3: por ejemplo, 15
4121 —1 124
= 15— =5-4"-1 = 5. 4-1)=15=1(7
mod 7 3 ( ) 124=3-41+1 ( ) (7)

123
Luego, x +y =4+ 1 =5 (7). Es decir, 7"7( (it + 4’)) =5.
=0

Resolucion del Ejercicio 5
Como d es el med de dos niimeros evidentemente pares, entonces 2|d. Por otro lado,
dl4(7 Tt 45"y —7(4. 7" +2.5") =20 5" — 145" =6 5"

y como 5 no divide a d (pues d divide a 7" + 571 que no es divisible por 5), resulta

=2yd=6.
Modulo 3, tenemos que
T4 = 1 (D)
7=1 (3)
5=—1 (3)
4 T4 2 5t=1-(-1)
=1 =—1

y 1 — (—1)™ es congruente a 0 médulo 3 si y solo si n es par.
Luego, d = 2 si n es impar, y d = 6 es n es par.



3 Segundos parciales

3.1 2009, 2do cuatrimestre

Enunciados del parcial

1 e[ sl R S G alit cacion
Nombre y apellido: s o SRR = e e s (S T o
NUdelibretaze = = SRCEL e sioos v gnetoiin e sl R b s ek s GlaR st s
Turno de préactica: B2 11 a 14hs [0 14 a 17hs O 19 a 22hs

2)

3)

5)

Algebra 1
Segundo parcial - 18/12/09

Hallar todos los primos p que satisfacen p | 3P+ 4 571 4 1.

13 ladrones roban 1000 monedas. Mientras se escapan pierden parte del botin.
Ya en la guarida reparten las monedas entre los 13 y sobran 5. Luego echan
a 2 y distribuyen de nuevo entre los 11 restantes, sobrando 3 monedas. En-
tonces echan a 4 y vuelven a repartir entre 7, pero sobran 3 monedas otra vez.
;.Cuéntas monedas perdieron mientras escapaban?

Representar graficamente el conjunto de los z € C que satistacen

Im (z3\z\(1+i)’§'> <0 v

Factorizar en Q[z], R[x] y C[«] el polinomio

< 16v/2.

[VIRY)

23| 2|(1 +4)

flx) = 22° + 7T2* — 82" — 54z” — 12z + 35

5
sabiendo que ¢l producto de 4 de sus raices es Eﬁ
Hallar todos los pares de enteros a, b tales que el polinomio
Jx) = 2% — 2 — 202" + Taz? — z + 4b

tenga una raiz multiple racional.

Justifique todas las respuestas



Resolucion del Ejercicio 1

Hallar todos los primos positivos p tales que p|3P+! + 5P~1 + 1

Resolucion
Aplicaremos el pequefio teorema de Fermat. Si p # 5 es un primo, entonces p cumple
la condicién del enunciado si y solo si

p+1 p—1 = = —
3 +5PT +1=0(p) <= 11=0(p)<=p=11

=3P.3 =1
350 (»)

Veamos si p = 5 cumple la condicién del enunciado:

P55 lp1= 3¢ 4+ 5% 4+1=0(H)
1-9
4 (5)

{

—

0 (5)

Luego, los primos que cumplen con la condicién del enunciado son 5y 11.



Resolucion del Ejercicio 2

13 ladrones roban 1000 monedas. Mientras se escapan pierden parte del botin.
Ya en la guarida se reparte las monedas entre los 13 y sobran 5. Luego echan a
2 y distribuyen de nuevo entre los 11 restantes, sobrando 3 monedas. Entonces
echan a 4 y vuelven a repartir entre 7, pero sobran 3 monedas otra vez. ;Cudntas
monedas perdieron mientras escapaban?

Resolucion
Si n denota la cantidad de monedas que les qued6 despues de perder parte del botin,
tenemos que

n=5(13)
n=3(11)
n=3(7)

Dado que los médulos son coprimos dos a dos, el producto de todos ellos es 1001, y
0 < n < 1001, n queda univocamente determinado por estas tres congruencias (por el
teorema chino del resto).
De la primer congruencia, sacamos que n = 13¢ + 5. Sustituimos en la segunda y
bt 13 5 =3 (11), equivalent te,
obtenemos que q-+ (11), equivalentemente
=2

2 =-2(11), < = —1 (11)
Multiplicando por ~~
el inverso de 2 =10
modulo 11

de modo que ¢ = 11k + 10, y entonces
n=1311k+10)+5=(13-11)k+13-10+5
Sustitumos en la tercer ecuacidn del sistema:

(1311 )k+13-1045=3(7), = 3k=1(7) <= k=5(7)
=(-1)-(-3)=3 =(-1)-3

|

=2
, de modo que k = 7Th + 5, y luego

n=(11-13)(7h +5) +13-10 + 5 = 1001~ + 11 - 13 - 5 +135 = 1001% + 850
=135 =715

, dado que 0 < n < 1000, se tiene que h = 0, y por ende n = 850.
Luego, la cantidad de monedas que perdieron mientras se escapaban es 150.



Resolucion del Ejercicio 3

Representar graficamente el conjuntos de los z € C que satisfacen

m<z3|z|(l+z)§)) < Oy‘ 23)2|( 1+z)§’ < 16v2

Resolucién

La condicién sobre el médulo es equivalente a que < 25,
es decir, |z| < 2. Llamando w(z) = 2%|z[(1 +4)Z, la condicién Im( (z)) < Oes
equivalente a que arg(w(z)) € (m, 27). Ahora,

arg(w(z)) = 3arg(z) + % — arg(2) — 27k, = 2arg(z) + Z — 27k,

. donde el entero k. estd definido por la condicién 2arg(z) + § — 27k, € [0,27):
0 < 2arg(z) + % — 27k, < 27 <= —2arg(z) — % < 27k, < %r — 2arg(z)

< 2arg(z) — %r < 27k, < 2arg(z) +

arg(2) T _ ko < arg(z) 1
m 8 ™ 8
7 1
<— 200, — = < k, <2a, + —
notando arg(z)=2mor 8 8
con a,€[0,1) — —
>—1 <3

, de modo que k, € {0,1,2}.
Tenemos que

37 7
arg(w(2)) € (m,27) <= 7 < 2arg(z) + Z — 2mk < 2m = 2k + - < 2arg(2) < f + ok,

3 7
> 7k, + g <arg(z) < g + 7k,
—_———
>2m si k=2

Por la razén arriba marcada, k., = 2 queda descartado.

Para los z tales que £, = 0 (o sea, o, < 16, es decir, arg(z) < %”), tenemos que
arg(w(z)) € (m,2m) siy solo si arg(z) > 3T

Para los z tales que k., = 1 (0 sea, 1—76 S a, < }%, es decir, %T < arg(z) < 1%”),
tenemos que arg(w(z)) € (m, 2m) siy solo si arg(z) > LT

(los z tales que k., = 2 son los que cumplen arg(z) > 15”, pero vimos que quedan
todos descartados)

En definitiva, el conjunto de complejos que cumplen las condiciones del enunciado
es

(=€ C\ {0} 1 2] < 2yare(e) € (02 Ty U (117, 157

Graficar este conjunto es ahora trivial.



Resolucion del Ejercicio 4

Factorizar en Q[X], R[X] y C[X] el polinomio
f(z) = 22° + 72t — 82% — 542® — 422 + 35

, sabiendo que el producto de 4 de sus raices es % 7

Resolucién
Escribamos primero

7 35
fz) =2(2° + 5304 — 423 — 272% — 21z + ?)

Sia,b,c,d,e son las raices de f contadas con multiplicidad, y las primeras cuatro de
éstas cumplen que su producto es %\ﬁ , entonces

35 5 7
3= abede = ixﬁe, de donde e = W =7
Asi, /7 es raiz de f, y como f € Q[X], tenemos que —+/7 es también raiz de f. En
particular, X2 — 7 divide a f. Efectuemos la divisién de f por X2 — T:
2X3 +7X?2 4+6X —5
X2 —-17) 2X°47X* —8X%—54X? - 42X +35

—2X5 +14Xx3
TX* +6X% —54X2
—7X* +49X2
6X% —5X%2 42X
—6X3 +42X
—5X2 +35
5X2 -35
0

Asi, nos queda que

F=(X*-7)(2X3>+7X?+6X —5)

tiene a 1/2 como raiz

Dividimos entonces 2X® + 7X?% + 6X — 5 por X — 3:

2X2 +8X +10

X—-3) 2X°+7X% 46X -5
—-2X°% 4+ X?
8X?% +6X
—8X?% +4X
10X —5
—10X +5



de modo que

f=(X?-7)(X - %)(zx2 +8X +10) = 2(X? —7)(X — 1) (X% +4X +5)
PRI

sus raices son —2+17

factorizacion irreducible en Q[X]

=2(X — V) (X +VT)(X — %)(XZ +4X +5)

factorizacion irreducible en R[X]

:2(X—\ﬁ)(X—l—\ﬁ)(X—%)(X+2—i)(X+2+i)

factorizacion irreducible en C[X]



Resolucion del Ejercicio 5

Hallar todos los pares de enteros a, b € Z tales que el polinomio
f=XY - X" _2aX" +7aX? - X 4 4b

tiene una raiz racional multiple.

Resolucién
Buscamos los a, b € Z tales que f y f’ tengan una raiz racional en comiin. Calculemos
el polinomio derivado de f:

fr=15X" — 14X — 14aX° 4 14aX — 1

Por el criterio de Gauss, los candidatos a raices racionales de f son todos ndimeros en-
teros (porque su coeficiente principal es 1). Asi, entre los candidatos a raices racionales
de f’, solo tenemos que mirar a +1 (las otros candidatos a raices racionales de f’ no
estan en Z)

Observando que 1 es raiz de f, cualquiera sea a, tenemos entonces 1 es raiz mdltiple
de f siy solo si

0=f(1)=-2a+7Ta—1+4b <= 5a+4b=1 — (a,b) = (1,—1) + ¢(—4,5), ¢ € Z

(1,—1) sol. particular
Y por otra parte, —1 es raiz miiltiple de f siy solo si

0=f(-)=-1—-142a+T7a+14+4b=9a+4b—1
y0=f(-1)=15+14—14a—14a—1=28(1 —a) (<= a=1)

, equivalentemente, a = 1y b = —2. (observe que este par no es soluciéon de la
diofantica bx + 4y = 1, resuelta anteriormente)

Luego, el conjunto de pares a, b € Z tales que f tiene una raiz racional multiple es

{(1,=2)}u{(l —4q,~1+5q): g€ Z}



3.2 2013, 1er cuatrimestre

Enunciados del parcial

1) Seaa € Z tal que (a'% +13:20) =2y (a?'* — 19 : 15) = 5. Calcular el
resto de dividir a a por 60

2) Hallar todos los z € C tales que —iz%z% + 81[z|® =0

3) Sea w una raiz sexta primitiva de la unidad. Hallar todos los n € N tales
que
5n+6 1 - &
> (w15 - (5)7 +w+w+w P+ w2+ w24> =0
k=0

4) Factorizar el polinomio f = X6 —4X°+14X*-24X34+40X2 32X +32

en Q[X], R[X] y C[X], sabiendo que sus raices dobles son las mismas que
las raices dobles de g = X* —4X3 4+ 12X2% — 16X + 16




Resolucion del Ejercicio 1

Sea a € Z tal que (a'® + 13 : 20) = 2y (a®'* — 19 : 15) = 5. Calcular el resto
de dividir a a por 60

Resolucion

Tenemos que 60 = 22 x 3 x 5.

De la condicién (a9 4 13 : 5 x 22) = 2 sacamos que 2|a'%® + 13 (o sea, a es impar),
4 fa'® +13y5 fa'% + 13. Tenemos que

4a'P 413 <= a'P +13=0(4) <= a'P = -13 (4 — a=3(4)
S~~~ Aplico Euler-Fermat
=3 (a es impar)

de manera que

4 fa'®TB = #£3(4) <= a=1(4)

a es impar

Analicemos ahora médulo 5: de la condicién de que 5|a?'4

multiplo de 5. Asi, tenemos que

— 19, sacamos que @ no es

5la'% + 13 <= a'® = a=2(5)

—-13(5) <=
~~ Aplico Fermat
=2 (5//a)
de manera que
5 fat% 413 <= a # 2 (5) ;Oz(é)azl,?)oél(ﬁ))
Por otra parte, tenemos que

214 214 _ 2 _ 2 _A—(y_
5la 19«=a*" =19 (5) Apﬁ&:)}:ermatz a°=4(5)<=5la"—4=(a—2)(a+2)
=4 214=2 (4)

<= 5la—205la+2<=a=2(5)oa=3(5H)
Concluimos que a = 3 (5)

Analicemos ahora médulo 3: si 3 no divide a a, tenemos las siguientes equivalencias:

3 —19«=a?"= 19 3) <= 1=1(3)
~~~ Aplico Fermat:
=1 214=0 (2)

214

Pero nosotros queremos que 3 fa*** — 19. Concluimos que a = 0 (3).

Asi, hemos obtenido el siguiente sistema de congruencias:
=1(4)

a=3(5)
=0 (3)

N

, que por el teorema chino del resto, tiene una tnica solucién médulo 4 x 5 x 3 = 60.
De la primera ecuacién, sacamos que a = 4q + 1. Sustituyo en la segunda y obtengo



quedg+1=3(5),0sea, 4qg = 2 (5), o sea (multiplicando por 4), ¢ = 8 (5), de modo
que ¢ = bk + 8, y entonces a = 4(5k + 8) + 1 = 20k + 33. Sustituyo en la tercer
ecuacién y obtengo que

20 k+ 33 =0(3), osea, 2k =0 (3)
=2 =0

de donde k = 0 (3), y entonces k = 3h, de modo que
a = 20(3h) + 33 = 60h + 33

Luego, rgo(a) = 33.



Resolucion del Ejercicio 2

Hallar todos los z € C tales que —i2%z% + 81|2|8 = 0

Resolucion
Claramente, z = 0 es solucion.
Supongamos pues que z # 0. Tenemos que

—i2%%7% + 81|z = 0 <= 81|z|® = 287"

Tomando médulo en esta igualdad, tenemos que 81|z|® = |z|'2, de donde |2|* = 81 =
3%, con lo cual |z| = 3. Tomando argumento, nos queda que

k
0:g+8arg(z)—4arg(z)—2k7r<:>4arg(z):ka—g@arg(z):g—g
Veamos para cudles k’s esta cantidad estd en [0, 27) :
km ko1 1k 1

0 — - <21 0< - - - <24 < - <2+ -<=k=102
=2 3T =278° §52°°7% ?
— _ T T _ 37w

Palralc—l,arg(z)—§—T§—gr

Parak = 2,arg(z) =7 — § = &




Resolucion del Ejercicio 3

Sea w una raiz sexta primitiva de la unidad. Hallar todos los n € N tales que

5n+-6 1 - k
Z (w15+(a)7+w+w2+w*25+w*2+w24) =0
k=0

Resolucion
Llamemos S,, a dicha sumatoria.
Usando que w® = 1, reducimos exponentes médulo 6:

5n+6 1 k
_ 15 T\T -2 —925 —2 24
Sn Z(w + (w) +w+  w? 4+ w +w 2+ w )
k=0 —w3 N—— —w—2=q4 —w25—w —w?2 =1
—w—T=wd
=1
=N
5n+6 5 5n+6 5n+7 1 5n+1 6 1 5n+1 1
_ ik _ kW -1 _w we -1 _w —
Z(w—i— Zw ) Zw w—1 w—1 w—1
k=0 7=0 k=0
N——
w6 —
= w—ll =0
Tenemos asi que
Sp=0<=w" =1 < 6/in+1<=5n= —1 (6) < 6/5n—5=>5(n—1)
ord(w)=6 ~~

=5
<~ 6n—1<=n=1(6)

Asi,{neN:S5,=0}={neN:n=1(6)}.



Resolucion del Ejercicio 4

Factorizar el polinomio f = X6 —4X° +14X* —24X3 +40X2% — 32X +32en
Q[X], R[X] y C[X], sabiendo que sus raices dobles son las mismas que las raices
doblesde g = X* —4X3 +12X2%2 — 16X + 16

Resolucion
Primeramente, computamos g’ .

g =4X3 —12X? 424X — 16 = 4(X> - 3X? +6X — 4)

su tnica raiz racional es 1

Dividamos X°? —3X2 +6X — 4 por X — 1, para calcular sus restantes raices:

X2 -2X +4
X—-1) X°-3X%2+6X -4
-X® +X?

—-2X2+4+6X
2X2%2 - 2X

4X —4

—4X +4

0

, de modo que
¢ =4X -1)(X?>—2X +4) =4(X — 1)(X — (1 +iV3))(X — (1 —iV3))

Claramente, 1 no es raiz de g. Por otra parte, como g € R[X], tenemos que 1 + iv3
01 —iv/3 es raiz de g si y solo si ambas son raices de g, si y solo si X2 — 2X + 4|g.
Veamos si ocurre esto efectuando la correspondiente division:

X2 —2X +4
X?—2X +4) X*—-4X?+12X? - 16X + 16
- X*+2X3 —4x?
—2X? +8X?% 16X
2X% —4X? 48X
4X? —8X +16
—4X*> +8X - 16
0

, de manera que g = (X? —2X +4)2. Asi, por hip6tesis tenemos que g|f. Efectuemos
la division de f por g:
X2 +2
Xt —4X34+12X2 - 16X +16) X6 —4X5 +14X* — 24X3 4+ 40X?% — 32X + 32
— X5 +4X° — 12X + 16X° — 16X?

2X% —8X3%424X% 32X +32
—92X% 48X3—-24X2 432X — 32

0




de manera que

f=(X?=2X +4)*(X? +2) = (X — (1 +V3)(X — (1 — V30))(X — V2i)(X + V2i)

factorizacion en Q[ X | y R[X] factorizacién en C[X]




3.3 2015 A, 2do cuatrimestre

Enunciados del parcial

1) Sia € Z satisface que (7a'® + 18 : 132) = 33, calcular el resto de dividir
a a por 66

25
2) Seaw € Gyo4 primitiva. Calcular (w52 + > w?i+1)
i=0

3) a) Hallar un polinomio f € Q[X] de grado minimo que cumpla si-
multdneamente que gr((f : f')) =2, 1+iesraizde fy X +1—+/5
divide a f
b) Factorizar en C[X], R[X] y Q[X] el polinomio hallado en el item
anterior.

4) Hallar todos los z € C que satisfacen z* + 2%(2 — 2i)|z| = 0




Resolucion del Ejercicio 1

Si a € Z satisface que (7a'® + 18 : 132) = 33, calcular el resto de dividir a a
por 66

Resolucion
Tenemos que

(7a*® +18:3 x 11 x 2%) =3 x 11

Como 3|7a'% + 18 y 3|18, se tiene que 3|a, o sea, a = 0 (3)
Por otra parte, como 2 [7a'%® + 18 y 2|18, se tiene que a es impar, o sea, a = 1 (2).
Ahora miramos médulo 11: como 11|7a!%3 + 18, en particular a es coprimo con 11.
Aplicando Fermat, obtenemos que
0=7a"%+ 18 =7(a'")%* +7="7(a*+1) (11)
=7 =1

de modo que 11|a® + 1, esto es a® = 10 (11). Miremos los cubos médulo 11:
13=1,23=8,3=27=5,43=64=-2=9,5°=25x5=3x5=15=4
62=36x6=3x6=18=7, °=49xT7T=5x7=35=2

¥ =64x8=(-2)x8=9x8=T72=6

P =(-2P3=-8=3100=(-1) =-1=10

de modo que @ = 10 (11). Asi, nos queda el sistema de congruencias

=0(3)
a=1(2)
a =10 (11)

(que por el teorema chino del resto, tiene una tnica solucién médulo 3 x 2 x 11 = 66)
De la primera ecuacion, obtenemos que a = 3¢. Sustituyo en la segunda y obtengo que
g =1 (2),de modo que ¢ = 2k+1, y entonces a = 3(2k+1) = 6k+ 3. Reemplazo en
la tercera y obtengo que 6k +3 = 10 (11), de donde 6k = 7 (11). Como 2x 6 = 12 =
1 (11), multiplicando esta ecuacién por 2, nos quedaque k = 7 x 2 = 14 = 3 (11),
de modo que k£ = 11h + 3, y entonces

a=6(11h+3)+3=0606h+21, heZ

, es decir, rgg(a) = 21.



Resolucion del Ejercicio 2

25
Sea w € G1g4 primitiva. Calcular R(w? + > w? 1)
=0

Resoluciéon
Usando que R(z) = 2

_ 25 .
42-2’ para z = w®2 + Y w?*1, tenemos que

i=0
] % 25 ‘
R(z) = 5 [w52 4 Zw2z+1 w2 wazzq}
i=0 i=0
Como 1 = w!'% = (w5?)? y w®? # 1, entonces w®?> = —1, de modo que nos queda

que

R(z) =1+ [Zw%“—ka_m 1}

Miremos las sumatorias:

25
szlﬂ:w+w3+w5+---+w47+w4g+w51
i=0
wazzq o w P w T b T pp 9 DY
5
= 103 4101 499 BT 455y 53

de manera que al sumar ambas sumatorias, tenemos todas las potencias impares de w,
desde 1 hasta 103:

S S 3 e e =

Por ende, nos queda que R(z) = —1.



Resolucion del Ejercicio 3

a) Hallar un polinomio f € Q[X] de grado minimo que cumpla si-
multaneamente que gr((f : f/)) = 2, 1 +iesraizde fy X +1 —+/5
divide a f

b) Factorizar en C[X], R[X] y Q[X] el polinomio hallado en el item anterior.

Resolucion

Como 1 + i debe ser raiz de f € R[X], se tiene que 1 — i es raiz de f (con lo cual
X? —2X +2divide a f)

Como —1 + +/5 debe ser raiz de f € Q[X], tenemos que —1 — /5 es rafz de f (conlo
cual X2 42X — 4 divide a f)

Ademds, [y f’ deben tener dos raices complejas en comun. El polinomio (de grado 6)

f=(X?—2X +2)%(X?+2X —4)

es polinomio de grado minimo que cumple con las condiciones requeridas (también
podemos tomar f = (X2 — 2X + 2)(X? +2X — 4)?)

Con la eleccién anterior de f, tenemos que

f=(X?—2X +2)*(X?+2X —4)

factorizacion en Q[ X]
= (X2 —2X +2%(X -1+ V5)(X —1—-5)
factorizacién en R[X]
= (X —1-)(X —14)(X —-14+V5)(X —1—5)

factorizacién en C[X]




Resolucion del Ejercicio 4

Hallar todos los z € C que satisfacen % + 22(2 — 2i)|z| = 0

Resolucion
Claramente, z = 0 verifica la ecuacién. Para z # 0, tenemos que

24 22(2 - 20)|2) = 0 = 7 = —2%(2 — 2i)|7]

Tomando médulo en esta ecuacion, se obtiene que |z|* = |2|3v/8, de donde |z| = /8.
Tomando argumento, se tiene que —4arg(z) = 7 + 2arg(z) + Z* + 2k, equivalente-
mente,

117 krm 1w
—6 = =L 4 ok = =2 _=
arg(z) 1 + 2km arg(z) 3 o
Veamos para cudles k’s esta cantidad estd en [0, 27):
kr  1lw 11 k 11 11
0<————<21<—= 2< —4+-<0<=3x (22— — E<3x(—=
ST T o7 SuT3s A TURLES S VY
59 -33 —177 -33
-3 —)<k< = k<
= (B xg) <hs TR Y
2x(8)+15 __2Ax(-2)+15
24 24
15 15
8t o <k< -2+
— + 21 <k< + Y
— T<k< =2
Escribiendo f%” — 121—4” = 8(55)” — 12%4” (a fin de calcular esta suma ripidamente para

cada k), tenemos que las soluciones de la ecuacién son:

5mi 1371 217 2971 37w 4571
0, V8e =1, \/8e 2 , \/8e 2i , \/8e 2t , \/8e Zi , \/8e 21




3.4 2015 B, 2do cuatrimestre

Enunciados del parcial

1) Hallar todos los primos p tales que p divide a 3?71 4- 57~1 + 1

2) Hallar todos los a € C tales que P(X) = X% — 24X3 + a tenga raices
miltiples. Para cada valor de a hallado, factorizar P(X) en Q[X], R[X] y
ClX]

3) Hallar todos los n € N tales que (—2+/3 + 2i)™ = 22"~ 1(1 — /34)

4) Calcular el resto de dividir por 119 a 1373

9
5) Sea 19 € G1g una raiz primitiva de la unidad. Hallar $( > ff; ).
k=1




Resolucion del Ejercicio 1

Hallar todos los primos p tales que p divide a 37T 4+ 5771 + 1

Resolucion
Por un célculo directo, vemos que p = 5 cumple con la condicién dada. Para p # 5,
tenemos por el pequefio teorema de Fermat que, médulo p

p+1 p—1 =
3 +95 +1=11 (p)
=3P3=3x3=9 =1

que es congruente a 0 si y solosip = 11.
Luego, los primos buscados son p; =5y py = 11.



Resolucion del Ejercicio 2

Hallar todos los a € C tales que P, (X) = X% —24X3 + q tenga raices miltiples.
Para cada valor de o hallado, factorizar P,(X) en Q[X], R[X]y C[X]

Resolucion
Computemos P’

P/(X)=6X°—-T72X%? =6X?(X? - 12)

Asi, el conjunto de las raices de P/ es {0} U v/12G3
Tenemos que 0 es raiz de P, siy solo si a = 0. Para a = 0, se tiene que

Po(X)=X%—24X% = X3(X?—24) = X3(X — 2V/3)(X — 2¢9/3w)(X — 2¢/3w)
factorizacién en Q[X] factorizacion en C[ X ]

= X3(X —2V/3)(X? + 2V/3X +4V/9)

factorizacién en R[X]

, donde w es cualquiera de las raices primitivas de Gs.

Para a # 0: dado zg € G3, tenemos que v/ 12z es raiz de P, si y solo si
= P,(V12z) = (V1220)*)* — 24(V1220)® +a = 12" =24 x 12+ a = —12% + a

,siysolosia= 122 = 144.

En palabras: para a # 0, P, tiene una raiz miltiple si y solo si a = 144. (en cuyo caso,
todos los elementos de v/12G'5 son raices miuiltiples de P,, que por tener grado 6, son
todas dobles). Nos queda en este caso que

Pug(X) = (X*-12) = (X - V12)*(X - V12w)*(X — V120)?
factorizacion en Q[X] factorizacién en C[X]
(X — V12)3(X? + V12X — V122)2

factorizacion en R[X]




Resolucion del Ejercicio 3

Hallar todos los 7 € N tales que (—2+v/3 + 2i)™ = 22"~ (1 — /3i)

Resoluciéon
Tenemos que
(=23 +2i)" = 22" 71 (1 — V/3i) <= 2" (—V3 +1i)" = 22" "1 (1 — V/3i)
1 3
= (i —V3)"=2""11 - V3i) = "1 +V3i)" = 2"(5 - gi)
I VTN VE el VB
SPGHTV =G0 e LGt =1
%+§i=e%=e%€G6 tiene médulo 1 V n

5 2
nt =2k <= 5n+2 =12k paraalgink € Z

<:>ng+(n+1)§:0+2k7r<:>
— 12|in+2<=5n= -2 (12) <= 12/5n —10=5(n — 2) <= 12|In — 2 <= n =2 (12)

=10



Resolucion del Ejercicio 4

Calcular el resto de dividir por 119 a 1373

Resolucion
Tenemos que 119 = 7 x 17. Médulo 7, tenemos que

1383 =(-1)"=-1=6(7)

Moédulo 17, aplicamos el pequefio teorema de Fermat, dividiendo el exponente por
17 -1 =16:

1373 — 1316><4+9 — (1316)4139 = ( 13 )9 = (_4)9 — _( 42 )44 =_4=13 (17)
=1 =—4 =-1

Asi, llamando @ = 1373, hemos obtenido el siguiente sistema de congruencias:

a=6(7)

a=13 (17)
, que por el teorema chino del resto admite una tinica solucién médulo 7 x 17 = 119.
De la primera ecuacion, sacamos que a = 7q + 6. Sustituyo en la segunda y obtengo

que 7g+ 6 = 13 (17), equivalentemente, 7¢ = 7 (17), o seaque 17|7¢—7 = 7(¢ — 1),
con lo cual 17|q — 1, es decir, ¢ = 1 (17), de modo que ¢ = 17k + 1, y entonces

a=T¢+6=7017k+1)+6 = 119k + 13

Luego, r119(137) = 13



Resolucion del Ejercicio 5

Sea £19 € G119 una raiz primitiva de la unidad (como 19 es primo, esto es equiva-

9 2
lente a decir que £19 € G \ {1}). Hallar R( " ¢5;)
k=1

Resolucion

Usando que R(z) = Z£=, tenemos que

9 9 19
2 1 2 1.2
§R(z:ffg) =5 [fog + Zéuf ]
k=1 k=1 k=1
Veremos que al reducir médulo 19 cada uno de los elementos del conjunto (de 18

elementos) {ik2 : 1 < k < 9}, obtenemos todos los restos médulo 19 (salvo el 0).
Pues bien,

{k:2 :1 <k <9} ={1,4,9,16,25, 36,49, 64,81}
Al reducir cada uno de estos elementos médulo 19, nos da los siguientes restos distintos
{1,4,9,16,6,17,11,7,5} = {1,4,5,6,7,9,11,16,17}

reordeno

Ahora, usando que —k%2 =19 — k2 (19), al reducir cada uno de los elementos de
{—k:2 : 1 <k <9} médulo 19, obtenemos los siguientes restos todos distintos:

{18,15,14,13,12,10,8,3,2} = {2,3,5,8,10,12,13,14,15,18}

reordeno

Asi que efectivamente, al reducir {isz; 1 < k < 9} médulo 19, obtenemos todos los
restos médulo 19, salvo el 0. Por lo tanto, nos queda que

9 . 1 18 ‘ 1
RO =3[ -1+ D =5
k=1 §=0
——
(519)1971=0
§19—1



3.5 2016, 1er cuatrimestre

Enunciados del parcial

1) Hallar todos los primos positivos p tales que p3|357° + 21P=1 + 14lp

2) Determinar todos los a € Z tales que (28a32! + 22016 . 77) £ 1 y existe
b € Z tal que 10a + 15b = 5.

3) Sea w una raiz 18-ava primitiva de la unidad. Determinar todos los n € Z
tales que w" = §"("*1)

4) Determinar todos los a € Q para los cuales el polinomio f = X° + X* —
aX?® — 5X?% + 6 es divisible por X2 — a. Para cada valor de a hallado,
factorizar f en Q[X]

5) Determinar todos los f € @Q[X] monicos de grado 5 que satisfacen
similtaneamente:
o (f: f) tiene grado 2
o1+ 2iesraizde f
. /(1) =1
Para cada uno de los polinomios hallados, factorizarlo en Q[X], R[X] y

C[X].




Resolucion del Ejercicio 1

Hallar todos los primos positivos p tales que p3|357° + 217=1 + 14lp

Resolucién

Claramente, p = 7 cumple con tal condicién. Por otra parte, p = 3 no cumple con esa
condicidn, pues en tal caso, como 3 divide a 14! x 3y 3|212, tendriamos que 3|3532,
lo cual no ocurre.

Sea ahora un primo p # 7 que cumple con dicha condicién (por lo recién visto, tenemos
que p # 3). En particular, por transitividad tenemos que p|35p2 + 21771 4 14lp.
Aplicando el pequefio teorema de Fermat, tenemos que

= p2 p—l | = =
0= 35 +21 +&l/-g(p)<=>36—0(p)<=>p 2
=(357)P=35r=35 =1 =0

Veamos si efectivamente 23|35 + 21 + 14! x 2:

4 | =
350+ 2L +141x2=6(8)
=34=81=1 (8) =5 (8) =0 (8)

Por consiguiente, el tinico primo positivo que cumple con la condicién del enunciado
esp=".



Resolucion del Ejercicio 2

Determinar todos los a € Z tales que (28a32! + 22916 : 77) 5£ 1 y existe b € Z tal
que 10a + 150 =5

Resolucion
Expresemos la segunda condicién de una forma mds conveniente:

Existe b € Z tal que 10a + 15b = 5 <= 15|5 — 10a <= 3|1 — 2a <= 2a =1 (3) <:>( )a
2x2=1 (3

Il

[\
—

w
=

Ahora, como 77 = 7 x 11, y 7 no divide a 28a3?! + 22016 ]a primera condici6én del
enunciado es equivalente a que 11|28a32! 422916 (para lo cual, una condicién necesaria
es que 11 no divida a a). Usando que 2016 = 6 (10) y aplicando Fermat para reducir
22016 médulo 11, nos queda que 22016 = 26 = 64 = 9 (11). Y por otra parte, como
321 =1 (10), nos queda que a*?* = a (11). Luego,

(28432 22016 . 77) £ 1 = 28 3! 422016 = (11) <= 11|6a + 9 = 3(2a + 3)

=6 =a =9
— 112a4+3<=2a= -3 (11) <= a=6x8(11)
~~~ 6x2=1 (11) S—~—
=3 =48=4

En definitiva, los a € Z que cumplen con las condiciones del enunciado son las solu-
ciones del siguiente sistema de congruencias:

De la primera ecuacién, sacamos que a = 3q + 2. Sustituimos en la segunda y obten-
emos que 3¢+ 2 =4 (11), o sea, 3¢ = 2 (11), equivalentemente (multiplicando por 4,
que nos sirve pues 4 x 3 =1 (11)), ¢ = 8 (11), de modo que ¢ = 11k + 8, y entonces

a=3¢+2=3(11k+8)+2=33k+26, k€ Z

Luego, el conjunto solucién a nuestro problema es {a € Z : a = 26 (33)}



Resolucion del Ejercicio 3

Sea w una raiz 18-ava primitiva de la unidad. Determinar todos los n € Z tales

que w” = ‘n(n+1)
Resolucién
Como w es raiz 18-ava primitivay 18 = 9 x 2 (con 9 y 2 coprimos), tenemos que
w = —¢&, con & alguna raiz primitiva de Gg. También, como & es primitiva de Gg e 4

es primitiva de G4, y 9 y 4 son coprimos, tenemos que £ es primitiva de Ggx4 = Gsg.
Tenemos que

2

w® =MD s ()" = i = (i) ="

Si n es par, entonces nZ =0 (4), con lo cual it = 1, y lo anterior es equivalente a
que (€)™ = 1, equivalentemente (por ser ¢£ primitiva de Gg), n = 0 (36).
Si n es impar, entonces nZ=1 (4), con lo cual i”2 =1, y tenemos asi que

(ig)" = & = ()" =i

=1

Sin =1 (4), esto equivale a que £"™ = 1, que equivale (por ser £ primitiva de Gg) a
que 9|n.

Abhora, si existieraunn € Ztal que n = 3 (4) y que cumpla con la condicién del enun-
ciado, entonces —i&™ = 1, equivalentemente, £ = —1, que implica que 9 no divide
an,y&?™ =1, que a su vez implica que 9 no divide a n y 9|2n, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, no existe un n € Z tal que n = 3 (4) y que cumpla con la condicién del
enunciado.

En definitiva, el conjunto solucién a nuestro problema es la siguiente unién disjunta:

freznzoamjufnez: {1210 )

Resolvamos el sistema del segundo conjunto de esta unién: de la primera ecuacion,
sacamos que n = 4q + 1. Sustituimos en la segunda y obtenemos que 4¢ + 1 = 0 (9),
equivalentemente, 4¢ = 8 (9), o sea, 9|4qg — 8 = 4(q — 2), o sea, ¢ = 2 (9), de modo
que ¢ = 9k + 2, y entonces

n=49k+2)+1=36k+9, keZ
Luego, el conjunto solucién a nuestro problemaes {n € Z : n =0 (36) on =9 (36)}.

Veamos otra posible resolucion (mas elemental): como w es raiz 18-ava primitiva de
la unidad, tenemos que arg(w) = 2{—; = & para cierto 1 < j < 18 coprimo con 18.



n(n+1

Teniendo en cuenta que |w|™ = |i )| = 1 para cualquier n, tenemos que

w" = i""Y — Ik € Ztal que n.arg(w) =n(n + 1)

<= Jk € Ztal que n%/: n(n + 1)’;—1— 2kr

<= 3k € Ztal que 2nj = 9n(n + 1) + 36k
<= Jk € Ztal que n(2j — 9) — 9n? = 36k
<= 36[n(2j — 9) — 9n?
< 9[n(25 —9) — In?y 4|n(2j — 9) — In?
p— 2 ‘7 = ‘7 p— 2:
= - 4n(2j— 9 )=0(mod9)yn(2j— 9 )— 9 n*=0(
=0 =0 =1 =1
<= 2nj=0(mod9)yn(2j — 1) —n* =0 (mod 4)
<= 2jn=0(mod9) yn(2j —1—n)=0(mod4)
—~—
=2
n=0(mod9)y4| n(n—1)
9 es coprimo con 2y j N——
uno es par
y el otro impar
<~ n=0(mod9)y(4nodn—1)
<= n=0(mod9)y(n=0(mod4)on=1(mod4))
{nZO(mon) {nZO(m0d9)
— (0]

n =0 (mod4) n =1 (mod4)
(<=n=0 (mod 36)) (<=n=9 (mod 36))

<= n=0(mod36)on =29 (mod36)

, tal como habiamos hallado en la primer resolucion.



Resolucion del Ejercicio 4

Determinar todos los a € Q para los cuales el polinomio
f=X°4+X*—aX3—5X? + 6 es divisible por X2 — a. Para cada valor de
hallado, factorizar f en Q[X]

Resolucion
f es divisible por X2 — a siy solo si \/a y —+/a son raices de f, siy solo si

0= f(Va) = a*¢a + a*=a*va — 5a+ 6
y 0= f(—va) = =a*v7a + a* + a>¢a — 5a+ 6

,siysolosia2—5a+6:O,siysolosia:3oa:2.

Para a = 2: efectuemos la divisién de f por X2 — 2:

X? +X%-3
X?-2) X°+X*-2X3-5X?+6
- X° +2X3
X4 - 5X?
- Xx* +2X?
—3X2+6
3X2 -6
0

de manera que f = (X2 — 2)(X? + X2 — 3). Ahora, observe que X3 + X? — 3 esun
polinomio de grado 3 sin raices racionales, con lo cual es irreducible en Q[X]. Luego,
f=(X?-2)(X3+ X? — 3) es la factorizacién irreducible de f en Q[X].

Para a = 3: Efectuemos la divisién de f por X2 — 3:

X3 +X%2-2
X2-3) X°+X*-3X3-5X%2+6
— X5 +3Xx3
X4 —5X2
- X* +3X2
—2X2+6
2X2_¢
0

, de manera que f = (X2 — 3)(X? + X2 — 2). Ahora, observemos que X3 + X2 — 2
tiene a 1 como (tinica) raiz racional. Efectuando la divisién de X3 + X2 —2por X —1,



tenemos

X2 +2X +2
X-1) X* +X? -2

7)(3 +X2

2X?

—2X2+2X

2X —2
—2X +2
0

Luego, f = (X2 —3)(X —1)(X? +2X +2), y ésta es la factorizacioén irreducible de
fenQ[X].



Resolucion del Ejercicio 5

Determinar todos los f € @Q[X] monicos de grado 5 que satisfacen
simultaneamente:

o (f: f) tiene grado 2

o1+ 2iesraizde f

o f(1) =3

Para cada uno de los polinomios hallados, factorizarlo en Q[X], R[X] y C[X].

Resolucién

Claramente 1+ 2: no puede ser raiz de multiplicidad £ > 3 de f, pues en tal caso 1+ 23
y 1 — 2i serfan raices de multiplicidad £ > 3 de f, con lo cual f serfa divisible por un
polinomio de grado 2k > 6, lo cual no es posible si gr(f) = 5.

Por ende, las multiplicidades de 1 £ 27 como raices de f son ambas 1, o ambas 2.

Si mult(1 + 24, f) = 2: en este caso, f es divisible por (X2 — 2X + 5)? (donde por
supuesto, X2 —2X + 5 = (X — (1 + 2i))(X — (1 — 2i))), que tiene grado 4, con lo
cual

f=(X*-2X+53*X—-a),acQ
Queremos que 5 = f(1) = —16 x (a — 1), equivalentemente, a = 1 — 55 = 31
Luego, en este caso, el tnico polinomio f € Q[X] que cumple con las condiciones
dadas es

31 31
f= (X?-2X +5)%X - ) =X -0+ 2i))3(X — (1 —2i)*(X — )
factorizacion irreducible en Q[ X ] y R[X] factorizacion irreducible en C[X]

(donde (f : f’) tiene grado 2, porque las dos raices multiples de f son 1+ 2iy 1 — 24,
que son dobles)

mult(1 £ 2i, f) = 1: En este caso, f = (X2 — 2X + 5)p, donde p € Q[X] es ménico
de grado 3 y no se anula en 1 & 2. Necesitamos que (f : f’) tenga grado 2. Claro
esta que para ello, p debe tener una raiz multiple. Notar que p no puede tener una raiz
compleja doble zy, pues en tal caso, zg seria la Unica raiz multiple (y doble) de f, y
entonces (f : f’) no tendria grado 2 (serfa igual a X — 2). Por lo tanto, p = (X —a)?,
con a € Q. Asi, se cumple que (f : f’) tiene grado 2 (de hecho, (f : f') = (X —a)?),

S =) =4p()=4(1 ~a) = (a-1)° = g = a—1=—3 a=
y nos queda asi que
fo (X7 2X £5)(X - ) = (X~ (1420)(X ~ (1~ 20)(X — 1)’

factorizacion irreducible en Q[ X ] y R[X] factorizacion irreducible en C[ X ]



3.6 2017, 2do cuatrimestre

1) Hallar todos los divisores positivos de 49°° que sean congruentes a 28
modulo 55

2) Hallar todos los primos positivos p tales que

2
3T =16 (p)y (13p+ 1) =6 (p)

2n .
3) Seaw € G5 primitiva. Hallar todos los n € N tales que > w>* = 0
i=4

(2—2¢)t1n+2

. es un numero real
—+1

3) Hallar todos los valores de n € N tales que
negativo.

4) Hallar todos los polinomios ménicos f € Q[X] de grado 6 que satisfacen
simultdneamente:
o(f:f)#1
o (X —+/3)(X — i) divide a f en C[X]
*f(2)=5

Factorizar en Q[X],R[X] y C[X] cada uno de los polinomios halla-
dos.




Resolucion del Ejercicio 1

4950 = (72)59 = 7100 cuyo conjunto de divisores positivos es {7 : 0 < n < 100}.
Debemos determinar los naturales 0 < n < 100 tales que 7" = 28 (55). Tenemos que

7= 28 (5)
~—

7" =98 (55) <= 55 |7 —28 = 5|77 — 28y 11|7" — 28 «— =3
~~ 5y11 = 28 (11)
=511 son coprimos ~~~

=6

Para continuar, aplicamos el pequefio teorema de Fermat: en la congruencia modulo 5,
dividimos a n por 4, y en la congruencia médulo 11, dividimos a n por 10. Concreta-
mente, llamando r, = r4(n) y s, = r10(n), nos queda que

7" =3 (5) 7 =3 (5) 9 = 3 (5)
— — = rp=3y8, =7
™=6 (11) 75 = (11) 7= (5)) (—4)5" =6 (11) Por exhaucién

2
7=—4 (11
_ n=_7 (4)
= =7 <~ 5n—-Tydn -7 = — 5

<= n=7(20)<=n=20q+7, ¢ Ny

Ahora, resta determinar los g € Z tales que 0 < 20q + 7 < 100:
7 13
O§20q+7§100<:>—7§20q§93<:>—%§q§4—|—%<:>0§q§4

Para cada uno de estos ¢, obtenemos el n correspondiente. Luego, el conjunto de
divisores buscados es

{77’ 7277 7477 767, 787}
Resolucion del Ejercicio 2

Por Fermat, 37 = 3 (p), de modo que 3?°+3 = ( 37 )?.33 = 3% (p), de modo que la
=3
——
=3r=3
primer condicién del enunciado equivale a que p dividaa 81 — 16 = 65 = 13 - 5, esto

es,aquep =>5013.

Por otra parte, como 13p = 0 (p), la segunda condicién del enunciado equivale a que

11131 =6 (p).

Parap = 5: se tiene que 11 =1 (5), y asi 11131 =1 =6 (5)

Para p = 13, tenemos que

11183 = (—2)181 = 211 . (212)10 = _25.95.9 = _32.32.2 =
~~

— 36 2=
—— ~—~
=1 =6-6 =-3

6 (13)

Luego, los primos que cumplen las condiciones del enunciado sonp =5y p = 13.



Resolucion del Ejercicio 3

Paran = 1, claramente se verifica dicha condicidn, porque para este valor de n estamos
sumando sobre un conjunto vacio de indices.

Para n > 2: observemos que z := w® € G5\ {1}. Por otra parte, un nimero complejo
es cero sii su conjugado lo es, asi que el conjugado en la sumatoria nos lo podemos
sacar de encima. Tenemos que

2n 3
22n+1 -1 22n+1 _ .4

o 3i i i S i *(2’4 —1) <
Zw :Zz:szJr Zz = + o1
i=4 =4 1=0 1=0

z—1 z—1

N—— ——
241 p2nt+l_g

z—1 z—1

, que es igual a cero si y solo si

2l A= T = = " =l e= T =1 = 1516n—9=3(2n—3)

w 15-ava primitiva

= 52n-3<=2n=3(() <= |n=4(H)
3.2=1 (5)

Resolucion del Ejercicio 4
Tenemos que

(2 _ 2i)11n+2
1+

1—1

— 9lint2(q _ ;)lin+2
(1—3) I1+i2

— 211n+1(1 _ ,L')lln+3 c R(O (1 _ i)11n+3 c R<0

7
<= JkeZtalque (1ln+ 3)arg(l — i) =7+ 2kn <= T k € Z tal que 1(11n+3):1+2k

o

— JkecZtalque « T(11n+3) —4 =8k <= 8|7(11n+3) —4 < 77 n+ 21 =4(8)
=5 =5

—n=-1(8) <+ n=3(8)
—(3)-5=1 (8)

Resolucion del Ejercicio 5

Como f € Q[X], la segunda condicién implica que +i y ++/3 son raices de f, equiv-
alentemente, que X2 + 1y X2 — 3 dividen a f.
La primera condicién nos dice que f tiene una raiz mdltiple.

Si 4= fueran raices miltiples, tenemos que f = (X2 — 3)(X?2 + 1)2, pero este poli-
nomio no cumple con la condicién f(2) = 5.

Si 41/3 son raices multiples, entonces f = (X2 + 1)(X? — 3)2, y este polinomio
si cumple con la condicién f(2) = 5.

Si +i y £+/3 son raices simples, entonces, dado que debe haber una raiz miiltiple,
se tiene que f = (X2 + 1)(X? — 3)(X — a)? para a € Q, que despejamos de la
condicién f(2) = 5:

5= f(2) =5(2—a)? dedonde (a —2)*=1, osea,a=301



Luego, todos los polinomios requeridos son

fi=(X24+1)(X2-3)2 = (X24+1)(X — V3)2(X +V3)? = (X —i)(X +4)(X — V3)2(X + V3)?

fact. irred. en Q[X] fact. irred en R[X] fact. irred. en C[X]

fo= (XP+1)(X?=3)(X —1)° = (X’ + (X = VB)(X +V3)(X —1)°
fact. irred en Q[X] fact. irred. en R[X]
= (X —)(X 4+ ) (X — V3)(X +V3)(X —1)?
fact. irred. en C[X]
fa= (X2 +D(X* -3)(X -3)> = (X7 + (X — V3)(X +V3)(X - 3)*
fact. irred en Q[X] fact. irred. en R[X]
= (X —i)(X 4 i)(X — V3)(X +V3)(X —3)?

fact. irred. en C[X]




4 Examenes finales

4.1 25/10/2017

Enunciados del examen

1) Determinar la cantidad de relaciones R que pueden definirse en el conjunto
A = {n € N:n <40} que satisfacen simultdneamente:
o R es reflexiva y antisimétrica.
e Para cualesquiera a,b € A, 5lay 5 Jbimplica que aRb

2) Hallar el menor a € N tal que 72%3a = 60 (mod 41) y (a : 850) = 1

3) Sean z una raiz primitiva de la unidad de orden 55, y w una raiz primitiva
de la unidad de orden 40. Hallar todos los n € N tales que

Z6n+1 27

=1 yuw" =w
4) Sea (fn)nen la sucesion de polinomios en R[X] definida por

fi=X3+X2-X-1
for = (X" — X" hf + (X3 4+ X?)?"VneN

Probar que —1 es raiz de f,, para todo n € N, y determinar la multiplicidad
de —1 como raiz de f,,, paracadan € N

5) Factorizar en C[X] y R[X] el polinomio f = X8 +3X* — 4




Resolucion del Ejercicio 1

Determinar la cantidad de relaciones R que pueden definirse en el conjunto A =
{n € N : n <40} que satisfacen simultdneamente:

o R es reflexiva y antisimétrica.

o Para cualesquiera a,b € A, 5|a 'y 5 Jbimplica que aRb

Resolucion

Los pares (a,b), con a,b € A tales que 5|a 'y 5 [b deben estar todos en R. Esto junto
con la antisimetria obliga a que ningdn par de la forma (a, b), con a,b € A tales que
5 fa'y 5|b, pertenece a R.

Para cada conjunto de la forma {a, b}, con a # b ambos multiplos de 5 (hay en total 8
multiplos de 5 en A, de manera que hay en total (g) de tales conjuntos), tenemos tres
posibilidades excluyentes: el par (a, b) pertenece a R, o el par (b, a) pertenece a R, o
ninguno de ellos pertenece a R.

Similarmente, para cada conjunto de la forma {a, b} con a # b ambos coprimos con 5
(hay en total 40 — 8 = 32 niimeros coprimos con 5 en A, de manera que hay en total
(322) de tales conjuntos), tenemos tres posibilidades.

Luego, la cantidad de relaciones R que cumplen con las condiciones del enunciado es

3() x 3(5),



Resolucion del Ejercicio 2

Hallar el menor a € N tal que 72%3a = 60 ( mod 41) y (a : 850) = 1

Resolucion
Aplicamos el pequefio teorema de Fermat para reducir 72°% médulo 41, dividiendo el
exponente por 40:

7203 — 7A0X5H3 — (7A0)5 o 73 =73 — 49 x T=8 x T =56 = 15 (41)

=1
Asf, tenemos las siguientes equivalencias:

72930 = 60 (41) <= 15a = 60 (41) <= 41|15a — 60 = 15(a — 4) i 4lla —4 < a =4 (41)

Por otra parte, como 850 = 2 x 52 x 17, tenemos que
(a:850) =1 <= aescoprimocon2,5y17

La primera condicién del enunciado nos dice, como ya vimos, que a = 41q + 4 (con
q € Np). De la condicién de que a es impar, deducimos que ¢ debe ser impar, con lo
cual g = 2k + 1 (k € Np), y luego

a=41(2k +1) + 4 = 82k + 45

Observar que con k = 0, nos da a = 45, que es divisible por 5, y con k = 1, nos da
a = 127, que es coprimo con 2, 5y 17
Luego, el menor a € N que cumple con las condiciones del enunciado es a = 127.



Resolucion del Ejercicio 3

Sean z una rafz primitiva de la unidad de orden 55, y w una raiz primitiva de la
unidad de orden 40. Hallar todos los n € N tales que

2671+1 =1 y w3n _ w27
Resoluciéon
Como z y w son primitivas de orden 55 y 40, respectivamente, tenemos que
2t =1 55(6n + 1 55(6n + 1 6n = —1 (55)
w3 = w27 — — _
(271 40|3n — 27 40ln — 9 n =9 (40)

Ahora, como 9 x 6 = 54 = —1 (55) (con lo cual (—9) x 6 = 1 (55)), multiplicando
la primera ecuacion del sistema por —9, nos queda el siguiente sistema equivalente:

En términos de divisibilidad, n es solucién de este sistema siy solo si 8,5y 11 dividen
an—9, equivalentemente (por ser estos tres niimeros coprimos dos a dos), 8 x5 x 11 =
440 dividean — 9.

Luego, el conjunto de naturales solucién del problemaes {n € N:n =9 (440)}.



Resolucion del Ejercicio 4

Sea ( fn)nen la sucesion de polinomios en R[X] definida por

fi=X+X?-X-1
foi1 = (X" — XU f 4+ (X3 4+ X%)"VneN

Probar que —1 es raiz de f,, para todo n € N, y determinar la multiplicidad de —1
como raiz de f,, paracadan € N

Resolucion
Vemos de inmediato que —1 es raiz doble de f;. Ahora, reescribamos

o1 = X" HX2 D) + XX + 1) = X" N X - 1D)(X +1)f, + XX 4+ 1)%"
= XX+ D ((X = 1)+ XX 4 1))

Conjeturamos que mult(—1, f,,) = n para todo n > 2. Paran = 2, es fécil verlo

(usando que —1 es raiz doble de f;). Suponiendo que vale para un n € N>o, tenemos

que fr, = (X +1)"p,donde X +1 [p, y volviendo a la expresién obtenida para f,, 1,
tenemos que

Fapr = X"THX ) ( (X = Dp+ XX + 1)”_1)

no tiene a —1 como raiz

de manera que mult(—1, f,11) =n+1
Luego, hemos demostrado que

2 sin=1

n sin>1

mult(—1, f,,) = {



Resolucion del Ejercicio 5

Factorizar en C[X] y R[X] el polinomio f = X8 + 3X* — 4

Resolucion
Vamos a buscar las raices complejas de este polinomio. Realizando el cambio w = z*,
la ecuacién f(z) = 0 se transforma en

w4 3w—4=0

que tiene como raices aw; = 1y wy = —4
Asi, zesraizde fsiysolosiz? =102* = —4,siysolosiz € G40z € (1+i)Gy.
(donde 1 + i es una raiz cuarta de —4). Asi, el conjunto de raices de f es

GaU (140G = {£1,+i,1+4,—1 414}
Luego, nos queda que

f=X-DX + DX = )X + 1) (X = (14+9))(X = (1—-0))(X = (=14+9))(X = (=1 —1))
factorizacion irreducible en C[X]

= (X - DX+ 1D)(X2+1)(X? —2X +2)(X? +2X +2)

factorizacion irreducible en R[X ]



4.2 22/12/2015

Enunciados del examen

1) Dada la sucesién

=1
2°=3+5
PB=7+9+11

43 =13+15+17+19

, dar una férmula general y probarla.
3p+1

2) Hallar el resto de dividir porpa 3. i?®~1), con p primo positivo.
i=1

3) Sabiendo que
ro(dx) = 2, r14(32) =5, yroo(3z) =1
, hallar el resto de dividir a x por 2520.

4) Dada la relacién en R[X] definida por
pRq <= py q tienen el mismo resto en la divisién por X2 + 1

1) Probar que es de equivalencia.

ii) Dados p, q € R[X], sabiendo que el resto de dividir a p por X2 + 1 es
aX + b, y el resto de dividir a ¢ por X2 +1es cX +d (a,b,c,d € R),
hallar la clase de equivalencia de p + q y la de p.q. (A qué le hace
recordar?




Resolucion del Ejercicio 1

Dada la sucesion

a1:1
ar=3+5H5
Q3:7+9+11

as =13+ 15+ 17+ 19

, dar una férmula general y probarla.

Resolucion
Aqui, la secuencia (a,, ), viene dada por

n—1

ap = Z(("_ n+2i+1), neN
=0

Conjeturamos que a,, = n> para todo n € N. En efecto, tenemos que

n—1 n—1

anz(n—l)n2+7§:(2i+1)=(n—l)n2+22i+21=(n—l)n2+(n—1)n+n
i=0

i=0 i=0
= n3;n%?;u%= n3



Resolucion del Ejercicio 2

3p+1
Hallar el resto de dividirporpa Y i?(®=1) con p primo positivo.
i=1
Resoluciéon
Aplicamos Fermat:
3p+1 3p+1 3p+1
S-S (e rteyets Y e ¥ ogts ¥
i=1 =1 = (p) i=1 1<:i<3p+1 = 1<i<3p+1 =1 1<i<3p+1

pli (izp)=1 (izp)=1

=0
=3p +1-3=p-2
~~~

=0

(En la anteultima igualdad hemos usado que, como entre 1 y 3p + 1, hay L%J =
|3+ %J = 3 multiplos de p, entonces hay 3p + 1 — 3 nimeros coprimos con p.)



Resolucion del Ejercicio 3

Sabiendo que

ro(dx) =2, r14(3x) =5, yreo(3z) =1

, hallar el resto de dividir a = por 2520.

Resolucion
Tenemos que 2520 = 252 x 10 =23 x 32 x 5 x 7,y

x=5(9)
z=_11 (7)
\5’4" x=5(9)
Az r=5(9) z= 11 (2) z=4(7)
2“ izt |4 ;1(2((1)31) A - - z=2(5
x 5x3=1 (14) |2 = T = x=3(4)
7x3=1 (20) —9 (e<=2=307 (8))
x=_7 (4)
—~—
=3
x=5(9)
= qr=4(7) y v=307(8)
x=2(5)

De la primera ecuacidn, sacamos que = 9a + 5. Sustituimos en la segunda y obten-
emos que 9a + 5 = 4 (7), equivalentemente, 9a = 6 (7), o sea, (multiplicando por 4,
que nos sirve pues 4 x 9 =1 (7)), a = 3 (7), de manera que a = 7b + 3, y entonces

x=9(7b+3) + 5 = 63b+ 32

Vamos a la tercera ecuacién y nos queda que 3b + 2 = 2 (5), o sea, 3b = 0 (5), que
nos dice que 5|b, de modo que b = 5c¢, y entonces

x = 63(5¢) + 32 = 315¢ + 32

Asf, médulo &, se tiene que = 315 ¢ = 3¢ (8)
~~

=3
Asi, si x = 3 (8), se tiene que 3 = 3¢ (8), con lo cual ¢ = 1 (8), es decir, c = 8d + 1,
y entonces

x = 315(8d 4+ 1) 4+ 32 = 2520d + 347, de modo que 73520 () = 347

Six = 7 (8), se tiene que 3¢ = 7 (8), equivalentemente, (multiplicando por 3),
¢ =5 (8), de manera que ¢ = 8d + 5, y entonces

x = 315(8d 4+ 5) 4+ 32 = 2520d + 1607, de modo que 73520 () = 1607

En definitiva,

, () = 347 siz =3 (8)
22TV 1607  siz =7 (8)



Resolucion del Ejercicio 4

Dada la relacién en R[X] definida por
pRq <= py q tienen el mismo resto en la divisién por X2 + 1

i) Probar que es de equivalencia.

ii) Dados p,q € R[X], sabiendo que el resto de dividir a p por X2 + 1 es
aX +b, y el resto de dividir a ¢ por X241 es cX +d (a, b, c,d € R), hallar
la clase de equivalencia de p + ¢ y la de p.q. (A qué le hace recordar?

Resolucion

Es trivial ver que la relacién es de equivalencia (es la relacién de congruencia de poli-
nomios médulo X2 + 1)

Para el segundo item, tenemos que

ptqg=(aX+b)+(cX+d)=0b+d) +(a+c)X
p.q = (aX +b)(cX +d) = ac X? +(ad + be)X + bd = (bd — ac) + (ad + bc) X
=-1
Asi, vemos que la clases de polinomios médulo X2 + 1 corresponde con los niimeros

complejos con las operaciones de suma y multiplicacion, identificando a + X con
a + bi.



4.3 4/08/2015

Enunciados del examen

1) Definimos en Q[X] la relacién R dada por fRg si f¢' = f'g. (Es R una
relacion de equivalencia?
Encuentre todos los f € Q[X] tales que fRX

2) Hallar todos los n € Z tales que

2 2
(cos(g) +ism(g))sn+l =-1ly (Cos(g) + isin(%r))%*1 =1

3) (Cudntas funciones biyectivas f : {1,2,3,...,18} — {1,2,3,...,18}
hay que satisfacen f(a) = —a (mod 9)?

4) SeaT : Q[X] — Q[X] la funcién definida por T'(f) = X2 f — (X +1)f".
Pruebe que T es inyectiva, pero no es sobreyectiva




Resolucion del Ejercicio 1

Definimos en Q[X] la relacién R dada por fRgsi f¢g' = f'g. (Es R unarelacién
de equivalencia?
Encuentre todos los f € Q[X] tales que fRX

Resolucion

Es evidente que la relacién es reflexiva y simétrica.

Observe que si fRg y f es constante no nulo, entonces ¢’ = 0, de modo que g es
constante. Por otra parte, trivialmente, se tiene que OR f para todo f € Q[X]

Veamos si es transitiva: dados f, g, h tales que fRg y gRh, queremos ver si esto
implica que fRh. Pues bien, sabemos que que fR0O y ORg para cualesquiera f,g €
Q[X]. Sitomamos f, g tales que f /Rg (por ejemplo, f = X y g = 1), tenemos que

fROyO0Rg, pero f Rg.
Luego, la relacion no es transitiva, asi que no es de equivalencia.
Para la segunda parte:

{f €QX]: fRX} = {f € QX]: [ = f'X}
Dado f = a, X" + -+ + a1 X + ap € Q[X], tenemos que

f=fX—=a, X"+ +aX+a =10, X"+ n—Dap,_ X" '+ - 4+ X
< ig;=a;V1<i<n<=ay=0,0€Qyaq;=0Vi>2

En definitiva,

{f €QX]: fRX} ={aX :aeQ}



Resolucion del Ejercicio 2

Hallar todos los n € Z tales que

2 2
Ty fisin(Zhy)2nt = 1

(cos(g) —|—isin(g))5"+1 = —1y (cos( 3 g

Resolucion
Tenemos que

5 1
(COS(E) + isin(%)f"'H =—-1<= 3k e Ztalque Gn+ m =m+ 2km

3 3
< JkeZtalquebn+1=3(1+2k) < Ik € Ztal que bn — 2 = 6k

= 6pn—2<=5m=2(6) < n=4(6)
5x5=1 (6)

En cuanto a la otra condicién del enunciado, como cos(%”) +1i sin(%”) es raiz quinta
(primitiva) de la unidad, se tiene que

27 2T on1 _ _
(cos(?) +zsm(?)) =l<=52n—-1<=2n=1(5H) ng(@ n =3 (5)

Por lo tanto, un n € Z cumple las condiciones del enunciado si y solo si es solucién
del siguiente sistema de congruencias:

n =4 (6)

n=3(H)
, el cual tiene una tnica solucién médulo 6 x 5 = 30, por el teorema chino del resto. De
la primera ecuacion, sacamos que n = 6g + 4. Sustituimos en la segunda y obtenemos

6g+4=3(5), < 6g= —1 (5) <= 56g—4=2(3¢—2)<=5|3¢—2<=3¢=2(H)
=4
<= =4 (5
2><3£1(5)q ()
, de modo que ¢ = 5k + 4, y entonces
n = 6(5k +4) + 4 = 30k 4 28

En definitiva, el conjunto solucién al problema del enunciado es
{neZ:n=28(30)}



Resolucion del Ejercicio 3

(Cuantas funciones biyectivas f : {1,2,3,...,18} — {1,2,3,...,18} hay que

satisfacen f(a) = —a (mod 9)?

Resolucién
Tenemos que

f(1) =80 17 ( Los congruentes a 8)

f(2) = 7016 ( Los congruentes a 7)

f(3) =60 15 ( Los congruentes a 6)

f(4) = 5014 ( Los congruentes a 5)

f(5) =4 013 ( Los congruentes a 4)

f(6) =3 012 ( Los congruentes a 3)

f(7) =20 11 ( Los congruentes a 2)

f(8) =1010 ( Los congruentes a 1)

f(9) =90 18 ( Los congruentes a 0)

Ahora, como f(18 —4) = —(18 — i) =i (9) para cada 0 < 4 < 8, tenemos que

f(18) =0, conlocual {f(18), f(9)} = {9,18}
f(17) =1, conlocual {f(17), f(8)} = {1, 10}
f(16) =2, conlocual {f(16), f(7)} = {2,11}
f(15) =3, conlocual {f(15), f(6)} = {3,12}
f(14) =4, conlocual {f(14), f(5)} = {4,13}
f(13) =5, conlocual {f(13), f(4)} = {5,14}
f(12) =6, conlocual {f(12), f(3)} = {6,15}
f(11) =7, conlocual {f(11), f(2)} = {7,16}
f(10) =8, conlo cual {f(10), f(1)} = {8,17}

Vemos asi que la cantidad de funciones que cumplen las condiciones requeridas es 2°.




Resolucion del Ejercicio 4

Sea T : Q[X] — Q[X] la funcién definida por T'(f) = X2f — (X + 1)f".
Pruebe que T es inyectiva, pero no es sobreyectiva

Resolucion
Veamos que es inyectiva: observe que 7' es Q-lineal, de modo que basta ver que
T(f) =0siysolosi f = 0. Pues bien,

T(f)=0= X*f - (X + 1)/ =0= X2 = (X + 1)/’

Ahora, observe que si f # 0, entonces gr(X2f) = 2 + gr(f), y gr(X + 1)f') =
1+ gr(f) — 1 = gr(f). Porlo tanto, X2 f = (X + 1) f’ equivale a que f = 0.
Luego, T' es inyectiva.

Veamos que no es sobreyectiva: basta ver que un polinomio constante igual a k €
Q\ {0} no estd en la imagen de T'. Pues bien, si f # 0, tenemos que

gr(T(f)) = max{gr(X>f), (X + 1) f')} = max{gr(f) + 2,gr(f)} = gt(f) +2 # 0 = ge(k)

Luego, las constantes no nulas no estdn en la imagen de 7', con lo cual 7" no es so-
breyectiva.



1 2 3 4 5 CALIF.

APELLIDO Y NOMBRE:
LIBRETA:

Algebra I - 2do Cuatrimestre 2013
Final — 27/12/2013

1. Sea Gy el conjunto de raices 20-avas de la unidad y G4 el conjunto de raices cuartas de la
unidad. Sea ~ la relacién en G5y definida por

a ~b <= a=wb, para algin w € Gy,

o sea dos elementos estan relacionados si uno es un multiplo del otro por una raiz cuarta de
la unidad.

= Probar que ~ es una relaciéon de equivalencia.

= ;Cuantas clases de equivalencia hay en total?

2. Sea n un numero natural > 2 que no es multiplo de 4. Probar que la cifra de las unidades de
2"1(om — 1)

es 6 u 8.

3. = Hallar los restos de dividir a 7- 109 + 2% y a 3. 109 — 2% por 13.

» Sea n € N impar. Determinar los posibles valores de (7n + 2" : 3n — 2") y para cada
valor de d hallado, exhibir un n € N tal que (7n + 2"*! : 3n — 27) = d.

4. = Hallar todos los a,b € Z para los cuales el polinomio
X° +15aX"* + 120X°% — 18X* — 1

tiene al menos una raiz racional.

= Probar que cualesquiera sean a, b hallados en el inciso anterior, esa raiz racional es tinica
y simple.

5. Sea n € N. Determinar el resto de dividir n?” por 5 en términos de una congruencia adecuada
de n.

Justifique todas sus respuestas

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen



4.4 27/12/2013

Enunciados del examen

Los enunciados estan en la pagina anterior. El ejercicio 1 estd en la practica de niimeros
complejos, y por ende no lo resolvemos aqui

Resolucion del Ejercicio 2

Sea n > 2 un natural que no es multiplo de 4. Probar que la cifra de las unidades
de 2" 1(2" —1)es6u8.

Resolucién

Tenemos que mirar al niimero z := 2"~ 1(2" — 1) médulo 10 = 5 x 2. Es evidente
que = 0 ( mod 2). Para mirar la congruencia médulo 5, aplicamos Fermat: si r4(n)
denota el resto de dividir a n por 4 (sabemos que es positivo, por hipdtesis), tenemos
que

1 sirg(n) =
z=2""H2n 1) =2nMor) 1) = {2 x3=6=1(mod5) siry(n)=
4x7=28=3(mod5) siry(n)

Por lo tanto, si 74(n) = 3, entonces x es solucién del sistema

a =0 (mod2)
a =3 (mod5)

, con lo cual, recordando que por el teorema chino del resto hay una tnica solucién
médulo 5 x 2 = 10, y observando que 8 es solucién del sistema, se concluye que
2 =8 (mod 10)

Siry(n) =102, entonces x es solucion del sistema

a =0 (mod2)
a =1 (mod5)

, con lo cual, observando que 6 es solucién del sistema, se tiene que z = 6 ( mod 10)



Resolucion del Ejercicio 3

i) Hallar los restos de dividira 7 - 109 + 210y a 3 - 109 — 2199 por 13

ii) Sean € N impar. Determinar los posibles valores de
d = (Tn + 2"+1 : 3n — 2"), y para cada valor de d hallado, exhibir un n
correspondiente.

Resolucién
i) Aplicamos Fermat (dividimos los exponentes por 12):

. 110 = e =
7-109 + 2 =35+4=39=0 (mod 13)
=5 —9212:942=92
3-109 — 29 =15-2=13=0(mod 13)
~—~ ~—~
=5 —9212x9+1=9

ii) Tenemos que
dl3(7Tn + 2" —7(3n —2") = 3. 2" 7. 2" = 27(64-7) = 2" - 13

Notar por otra parte que 2 no divide a d (pues en tal caso tendriamos que 2 divide a n),
de maneraque d =10 13.

En virtud del ejemplo del item previo, vemos que si n = 109, entonces d = 13.
La condicién d = 13 equivalente a que —7n = 2""! (mod 13) y 3n = 2™ ( mod 13),
equivalentemente (teniendo en cuenta que 2-7 = 1 ( mod 13) y4x3 = —1 ( mod 13)),

n = —2"2 (mod 13)
n = —2""2 (mod 13)

, siysolosi13[n + 2772,
Asi, si por ejemplo n = 1, entonces d = 1, como es facil comprobar.



Resolucion del Ejercicio 4

Hallar todos los a, b € Z para los cuales el polinomio
f=X°+15aX*+120X°% —18X2% -1

tiene una raiz racional, y probar que para cualesquiera de tales a,b € Z, esa raiz

racional es tnica y simple

Resolucion
Por el criterio de Gauss, los tnicos candidatos a raices racionales son 1 o —1. Tenemos

que
0=f(1)=f+15a+12b— 18 — f <= 150+ 12b = 18 <= 5a + 4b =6
mientras que 0 = f(—1) = —1 + 15a — 12b — 18 — 1 <= 15a — 12b = 20
no tiene solucién

pues 3 no divide a 20

Luego, f tiene una raiz racional sii 5a + 4b = 6 (en cuyo caso 1 es la unica raiz
racional): observando que 5-1+4-(—1) = 1, conlo cual (6, —6) es solucion particular,

todas las soluciones de esta diofantica son las de la forma
(a,b) = (67 _6) + Q(_475) = (6 - 4617561 - 6)a q €z

Para tales (a, b), veamos que f’(1) # 0, con lo cual 1 es raiz simple de f:
=5+ 60a + 360 — 36 = —31 + 12(5a + 3b)

/(1) =5X* +60aX> + 36bX? — 36X o
-31+12(5a+4b—b) = -31+12(6 —b) =12-6 —31 —120=72—-31—12b= 41 — 12 b
~—~ ~—~
=1(5) =2(b)

En particular, f'(1) # 0.



Resolucion del Ejercicio 5

Sea n € N. Determinar el resto de dividir n2" por 5, en términos de una congru-
encia adecuada de n.

Resolucion

Evidentemente, si 5|n, entonces r5(n?") = 0.

Supongamos que 5 no divide a n. Escribiendo n = 2¢,, + r2(n), tenemos que

2n _ n2(2qn+r2(n)) — n4qn+2r2(n) n27‘2(n) — =1 si r?(”) =0
n (5) 1

n

Il
=

4

Los cuadrados médulo 5 son 1y 4.

Tenemos que n? = 1 (5) siy solosi5|(n—1)(n+1)siysolosin =1 (5)on =4 (5).
Mientras que n? = 4 (5) siy solo si 5|(n — 2)(n + 2) siin = 2 (5) on = 3 (5). Por
lo tanto,

sin=0(5)<=n=005(10)

sinZ0(B)yn=0(2) <= n=2,4,6u8(10)
sin=104(5B)yn=1(2) < n=109(10)
sin=2030B)yn=1(2) < n=703(10)

s (n2n)

= == O



4.5 08/10/2013

Enunciados del Examen

FINAL - 8 de Octubre de 2013 )

g Apellido y Nombre

Ej. 1] Ej. 2| Ej. 3| Ej. 4| Ej. 5 [ Nota

L. Pruebe que i, £ = 2" para todo n natural. - »

2. Un grupo de 8 amigos va esta noche al teatro y tiene entradas para sentarse en 8
asientos consecutivos. Entre ellos, Juan estd peleado con Marfa v con Pedro  De
cudntas formas distintas pueden sentarse en las 8 butacas de manera que Juan no
se siente al lado de Marfa ni de Pedro?

‘3. Hallar todos los n € N tales que 307 = 1(7).

e e e
4. Determinar todos los 2 € C tales que 22 = 1y(1+ 24 22+ 22+ + g R.

5. Hallar todos los polinomios p € Rlz| tales que (z + L)p = (¢/)? (donde p/ es el
polinomio derivado).



Resolucion del Ejercicio 1

n
Pruebe que

1=

n+i __
2i—1

2™ para todo natural n.

Resolucion
Tenemos que

Tnti (n+D)(n+2)...(n+n)  Co)lyy 1
H2¢f1_ 1-3...2n—1) n! ,1;[21‘*1

i=1 i=1

, de modo que lo que tenemos que probar es equivalente a

Para n = 1, esta igualdad es trivialmente cierta. Asumiendo que es verdadera para un
n > 1, veamos que vale paran + 1:

n+1 1

n

1 1 1 n! n! (n+1)!
= = o = 9(2n +2) = —~ T ) _gnt
15— 2n+1H2i—1H12n+1(2n)! nr2l Y= e )

i=1 i=1

, como requerido.



Resolucion del Ejercicio 2

Un grupo de 8 amigos va esta noche al teatro y tiene entradas para sentarse en 8
asientos consecutivos. Entre ellos, Juan estd peleado con Maria y con Pedro. ;De
cuantas formas distintas pueden sentarse en las 8 butacas de manera que Juan no
estd al lado de Maria ni de Pedro?

Resolucion

Si Juan estd en el primer asiento, Pedro y Maria pueden sentarse del tercero en adelante,
es decir, hay 6-5 maneras de ubicar a Pedro y Maria, y ubicados ellos, los demds tienen
5! maneras de ubicarse en los restantes asientos (asi que hay 6-5-5! = 30-120 = 3600
maneras de que se sienten, si Juan estd en el primer asiento). Lo mismo si Juan se
sienta en el dltimo asiento. Si Juan se sienta en el asiento ¢, con 2 < ¢ < 7, hay 5 - 4
maneras de ubicar a Pedro y Maria (asi que hay 5 - 4 - 5! = 20 - 120 = 2400 maneras
de sentarse, si Juan estd en el asiento ¢, con 2 < ¢ < 7 fijo). Por lo tanto, la cantidad de
formas de sentarse con las condiciones impuestas es

2-3600 + 6 - 2400 = 7200 + 14400 = 21600



Resolucion del Ejercicio 3

Hallar todos los n € N tales que 30" =1 (7)

Resoluciéon
Escribiendo n = 6qy, + r¢(n), y recordando por Fermat que 30° = 1 (7), tenemos que
30"=1(7) = 30" =1(7) = (~1)M (=2 =1 (7) = =003
@ (M) 5, (FD(-2) (7) = r(m) = 00
676(n) 576 (1) 5=—2(7)

<= n=003(6)<=n=0(3)



Resolucion del Ejercicio 4

Determinar todos los z € Ctalesque 22 =1y 1+ 2+ 22+ 23+ 24+ 25 e R

Resolucion
Tenemos que

M =1= ()’ =1<=:=10-1<=2€Gs02°=-1

El nimero z = 1 claramente cumple con las condiciones del enunciado. Para z tal que
z € Gg \ {1}, 0 2% = —1, tenemos que

ii 20 -1 0eR siz € Gg\ {1}
72 = — =
— z—1 2 ¢R siz%=-1(encuyocasoz¢R)
Por consiguiente, el conjunto de complejos que cumple con las condiciones del enun-
ciado es Gg.



Resolucion del Ejercicio 5

Hallar todos los polinomios p € R[X] tales que (X + 1)p = (p’)? (donde p’ es el
polinomio derivado).

Resoluciéon
El tnico polinomio constante que cumple con esa condicién es el polinomio nulo. Si
ahora p es un polinomio no constante que cumple con esa condicion, entonces

1+ gr(p) = 2(gr(p) — 1), de donde gr(p) =3
Escribamos pues p(X) = aX?3 + bX? 4+ ¢X + d. Tenemos que

(X +1)p=(

(X +1)(aX® +bX? + X +d) = (3aX? + 2bX + ¢)?

aX*+0X3 +cX? +dX +aX? +bX?%+ X +d = (3aX?+ 2bX + ¢)?
aX*+ (a+0)X3+ b+ ) X2+ (c+d)X +d=(3aX?+2bX +¢)(3aX? + 20X + ¢)

p)?

de donde, igualando coeficientes, obtenemos el sistema

a = 9a?
a+b=2-(6ab)

b+ ¢ = 3ac + 4b% + 3ac
c+ d = 2bc + 2bc
d=c?

De la primer ecuacion, sacamos que a = 0 o a = 3 L (ahora es fécil ver del sistema
que si a = 0, entonces todos los coeficientes serian 0, con lo cual a = 9) Vamos a la
segunda ecuacion, y obtenemos que

1 4 1 1 1
— 4+ b= -bdedonde — = —b, y entonces b = —
9 3 9 3 3

Vamos a la tercer ecuacidn, y tenemos que

1 n 2 n 4 de dond 1 1 . 1
—+c¢=—-c+ —,dedonde —c = —, y entonces ¢ = —
3 3°7 9 3°7 97 3
Vamos a la quinta ecuacién y sacamos d = %. Estos valores de a, b, ¢, d hallados

verifican la tercer ecuacion.
Por consiguiente, los inicos polinomios que cumplen la condicién del enunciado son

1.1 1
0y =(=X34+ X2+ X
y3(3 + X° + +3)



4.6 30/07/2013

Enunciados del examen

1

=

=

ALGEBRA 1

FINAL - 30 de Julio de 2013

Altillo.eom

LU N*® Apellido y Nombre

Fi. 1B 2] Bj. 3 | Ej. 4 | 5. 5 | Nota
Ele| B B|% |w
Sea
1 sii=1,
a;i:=43 gii=12,
$(oi-a+aiy) sii>2
Pruebe que
i)ay<ag<ap<---yaa>as>ag> -
i) an=%—4 (-‘il)"_l para todo n € .

resultados.

. Determinar los z € C tales que

1
o = = =1~ 2l.

Izl

es b. [Cual es el resto de dividir P por (X — 1)(X —2)?

. Sean A y B conjuntos finitos de cardinal n y m respectivamente. Sean x e y dos elementos distintos
de A. Calcular cudntas funciones f : A — I hay tales que f(z) = f(y).

. Pruebe que si el digito de las unidades de un mimero entero a es tres, entonces el digito de las
unidades de a™ es 1, 3, 7 0 9, para cada mimero natural n. Diga cudndo se da cada uno de estos

. 8ea P € R[X]. Supéngase que el resto de dividir P por X —1 es a y el resto de dividir P por X -2



Resolucion del Ejercicio 1

Sea la sucesion dada por
sit=1
sit=2
(aj—o2 +aj—1) sii>2

)
S
Il
o= W =

Pruebe que
1) ap <az<as<...yag >a4 >ag > ...

ii) a, = % — 3(52)" ! paratodon € N

Resoluciéon
i) Veamos que para todo n € Ny,

A2p4+1 < 243 < G2n+44 < A2n+2

Para n = 0, esto es evidente, pues a3 es el punto medio entre a; < as (con lo cual
a1 < ag < a2)y ayq es el punto medio entre ag < as (con lo cual ag < aq4 < as), y
nos queda asi que

a1 <az < aq < as

Supongamos que vale para un n € Ny, y veamos que vale para n + 1, esto es, veamos
que

A2p4+3 < Q2p+5 < G2n+6 < A2n+4

Pues bien, ag,+5 es el punto medio entre aspy3 < agzn44 (con lo cual ag,y3 <
HI

Aon+5 < G2ap+4), Y G2an+e €S €l punto medio entre ag,+5 < agn44 (con lo cual
on+5 < Qan+6 < A2n+4), Y NOS queda asi que

A2n+3 < A2n45 < A2p4+6 < A2n+4

, COMO requerl’amos.

ii) Para n = 1,2, esto es claro. Procedemos por induccion global: dado n > 2,
suponiendo que la igualdad es cierta para todo 1 < k < n, tenemos que

1 1,7 4,-1, ., 7 4,-1, 4 1714 4 -1, -1
an = 51+ an2) = 55— (5 P45 -5 = 5 (5 - 5(F) TG + )
N——
=1/2
Tl T 4 zlgml, T4 2l
3 3(2) 3 3(2> (2)_3 3(2)



Resolucion del Ejercicio 2

Sean A, B conjuntos finitos de cardinal n > 2 y m respectivamente. Sean x, y dos
elementos distintos de A. Calcular cuéntas funciones f : A — B hay tales que

f(@) = f(y)

Resolucién

Si m = 0, no hay ninguna.

Supongamos que m > 1, y notemos B = {b1, ..., by }. Podemos escribir el conjunto
en cuestion (cuyo cardinal queremos calcular) como la siguiente unién disjunta:

m

{f+A—B:fla)=f)}=J{f:A— B:f(x) = f(y) =bi}

i=1

tiene cardinal igual a m™—2

Por consiguiente,

#{fA—B:fl&)=f(y)}=mxm" 2 =m""!



Resolucion del Ejercicio 3

Probar que si el digido de las unidades de un niimero entero a es 3, entonces el
digido de las unidades de a™ es 1, 3,7 0 9, para cada natural n. Diga cuando se da
cada uno de estos resultados

Resolucion

Sea a € N cuyo udltimo digido decimal es 3, es decir, en términos de congruencia, a =
3 (10). Entonces a™ = 3™ (10). Usando que 3* = 81 = 1 (10) (cosa que podiamos
percatarnos también por Fermat-Euler, pues 3 es coprimo con 10 y ©(10) = 4), y
escribiendo n = 4q,, + r,, con 0 < r,, < 3, se tiene que

sir, =0<=n=0(4)
sir,=1<= n=1(4)
sir, =2<= n=2(4)
sir, =3<= n=3(4)

a’ = 3" = 34t = g =

)
)
)
)



Resolucion del Ejercicio 4

1

Determinar los z € Z tales que |z| = o] = [1—z|.

Resoluciéon

La primera igualdad simplemente se traduce en que |z| = 1, y asi, la segunda igualdad
se traduce en que |z — 1| = 1. Luego, el conjunto de complejos en cuestion es la inter-
seccion de las circunsferencias unitarias de centros 0 y 1. Hallemos dicha interseccion:
para |z| = 1, tenemos que

1
l=lz—1]= 2P +1-2R(2) <= 1=2(1 - R(2)) <= - =1 - R(2) <= R(z) =
~— 2
=1
Asi, el conjunto buscado es {3 + ?z} = {cos(5) £ isin(§)} (las raices sextas

primitivas de la unidad)

N =



Resolucion del Ejercicio 5

Sea P € R[X]. Suponga que el resto de dividir a P por X — 1 es a, y el resto de
dividir a P por X — 2 es b. {Cual es el resto de dividir a P por (X — 1)(X — 2)?

Resolucién
Tenemos que

P=a(mod X —1)
P=b(mod X —2)

De la primer congruencia, sacamos que P = (X — 1)g + a, para algin ¢ € R[X].
Susitituimos en la segunda ecuacién, y obtenemos que

(X -1)g+a=b(mod X —2), < g=b—a(mod X —2)
=2

, de modo que ¢ = (X — 2)h + b — a para cierto h € R[X], y entonces
P=(X-1)({(X-2h+b—a)+a

=X -DX=-2h+(X~-1)(b—a)+a
=(X-1)X-2h+(b-a)X+2a-b

Luego, el resto de dividir P por (X —1)(X —2)es (b —a)X + 2a — b.



4.7 23/07/2013

Enunciados del examen

1y

2)

3)

4)

5)

Pruebe que la sucesién de Fibonacci

a1:a2:1

Gn41 = Gpn + ap_1 paran > 2

satisface que a,ap4+1 —Gp_10, = a% paratodo n > 2. Use esto para probar
que

a%+...+az,:anan+1 paratodonZ 1

En un test de 20 preguntas con dos opciones cada pregunta. (De cudntas
formas pueden marcarse las respuestas para que resulten:

a) 7 respuestas correctas (y trece equivocadas)

b) Al menos 17 respuestas correctas

Un grupo de 17 piratas se repartié por partes iguales una cantidad de mon-
edas de oro, todas del mismo valor, y sobraron 3. Después de pelear por
éstas, uno de ellos fue asesinado. Al repartir de nuevo el total de las moneda,
sobraban 10, y de nuevo lucharon por ellas y uno de ellos resulté muerto.
Luego de eso, pudieron repartirse las monedas en forma equitativa, sin que
sobre ninguna.

(Cudl es el minimo nimero posible de monedas que tenfan?

Sea z € C\ {1}. Pruebe que

z+1 L . .
| s imaginario puro si y solosi |z] =1

Hallar a, b € C tales que los polinomios
f=X34aX?’4+11X+6yg=X>+bX2+14X +8

tengan un factor comtn de la forma X2 + pX + q.




Resolucion del Ejercicio 1

Pruebe que la sucesién de Fibonacci

a1:a2:1

Gp41 = Qp + ap_1 paran > 2
satisface que @, @11 — an_1a, = a2 paratodo n > 2. Use esto para probar que

a%+...+ai:anan+l paratodonZ 1

Resolucion
En efecto, dado n > 2, tenemos que

2 2
Aplnp+1 — Ap—-10an = an(an + an—l) — Up—10p = A, + ApG n—10an = Gy

Llamando b,, = a,—1a, (donde n > 2), tenemos entonces que b, 1 — b, = ai para
todo n > 2, de modo que para todo n > 1, se tiene

n n

Anlny1 = bpyr = (bpyr —b2) +bo = _1 +Z (bis1 — b)) = Y af
v —— 1

=a;

—2 =2 i=
=a?

, como queriamos probar.



Resolucion del Ejercicio 2

En un test de 20 preguntas con dos opciones cada pregunta. ;De cudntas formas
pueden marcarse las respuestas para que resulten:

a) 7 respuestas correctas (y trece equivocadas)

b) Al menos 17 respuestas correctas

Resolucion

a) Tenemos que elegir 7 de las 20 preguntas que estardn correctas, de modo que hay
(270) maneras de responder al test, con exactamente 7 respuestas correctas.

b) Por complemento: la cantidad de maneras de responder al test es 22°. La cantidad
de maneras de responder al test de modo que haya exactamente k respuestas correctas,
con 0 < k£ < 16, es (213). Por ende, la cantidad de maneras de responder al test de
modo que haya al menos 17 respuestas correctas es:

=5 (=0 () () ()£ 6)

—220

=0
20 20 20 20
= = 1351
(@)+()+(2)+ ()
Y en efecto, decir que hay al menos 17 respuestas correctas es lo mismo a decir que

la cantidad de respuestas incorrectas es a lo sumo 3, que es lo mismo a decir que hay
exactamente k respuestas incorrectas, para algin 0 < k < 3.



Resolucion del Ejercicio 3

Un grupo de 17 piratas se reparti6 por partes iguales una cantidad de monedas de
oro, todas del mismo valor, y sobraron 3. Después de pelear por éstas, uno de
ellos fue asesinado. Al repartir de nuevo el total de las moneda, sobraban 10, y de
nuevo lucharon por ellas y uno de ellos resulté muerto. Luego de eso, pudieron
repartirse las monedas en forma equitativa, sin que sobre ninguna.

(Cudl es el minimo nimero posible de monedas que tenian?

Resoluciéon
Si n es la cantidad de monedas, tenemos que

n =3 (mod17)
n =10 ( mod 16)
n =0 (mod 15)

(por el teorema chino del resto, sabemos que este sistema tiene solucién en N, pues

17,16 y 15 son todos coprimos). De la primera ecuacion, sacamos que n = 17q + 3.

Sustituimos en la segunda y obtenemos que 17 ¢+ 3 = 10 ( mod 16), o sea, ¢ =
=1

7 ( mod 16), de modo que ¢ = 16k + 7, y entonces
n=17(16k +7) + 3 = 16 x 17k + 122

Sustituimos en la tercer ecuacién y nos queda que

16 x 17 k+ 122 =0 (mod 15), <= 2k = —2 (mod 15) <= k = —16 ( mod 15)
~— =~ ~— 8x2=1
=1 =2 =2

<= k =14 (mod 15)
, de modo que k = 15k + 14, y entonces
n =17 x 16(15h + 14) + 122 = (17 x 16 x 15)h + 3930 = 4080k + 3930

Luego, el minimo nimero posible de monedas que tenian los piratas es 3930.



Resolucion del Ejercicio 4

Sea z € C\ {1}. Pruebe que

z+1 S . .
] ©s imaginario puro si y solosi |z| =1

Resolucién
En efecto, tenemos que

. L z+1 zZ+1
w es imaginario puro <= R(w) =0 <= w = — =—

z2—1 z-1
_wHw

{

= 2+ 1)E-1)=-(:-1)Z+1) = |zP=e+7 1= |z =2+7 +1
=2z =2z =1




Resolucion del Ejercicio 5

Hallar a, b € C tales que los polinomios
f=X3+aX?+11X4+6yg=X>+bX%2+14X +8

tengan un factor comun de la forma X2 + pX + q.

Resolucion

Teniendo en cuenta que X2 = —pX — ¢ (mod X2 + pX + q), tenemos que

f=0(mod X?+pX 4 q) <= X(—pX —q) +a(—pX —q) + 11X +6 =0 (mod X? + pX +q)
— pX?’ 4+ (11 —q—ap)X +6 —ag=0 (mod X? + pX +q)
— pX?’ 4+ (11 —q—ap)X +6 —aqg = —p(X*> +pX +q)
o —pX?’+(1l—q—ap)X +6—-ag=0

—p?=11—¢q— 6
p ¢a—ap op=0,qg=1lya=—
—pg =6—aq 11

=11— 2 6
a rp op=0,g=1lya= —
aq =6+ pq 11

Del mismo modo,

g=0(mod X? +pX +¢q) <= X(—pX —q) +b(—pX —q) + 14X +8 =0 (mod X? + pX + q)
= pX? 4+ (14— q—bp)X +8—bg =0 (mod X? + pX + q)
= pX?*+ (14—q—bp)X +8 —bg= —p(X*+pX +¢q)
0 —pX? +(14—q—bp)X +8—bg=0

—p?=14—q—b 4
{p =P osz,qzléLyb:?

—pg=8—1bg

bp =14 — 2 4
P T op=0,q=14yb=-
bg = 8 + pq 7

Vemos en particular que si X2 + pX + ¢ divide a f y g, no puede ocurrir que p = 0 0
q = 0, y tampoco puede ocurrir que a = b
Nos queda que X2 + pX + g divide a f y g si y solo si

ap =11 — q + p? bp =14 — q + p?
aq =6+ pq bg = 8 + pq

Si restamos las primeras ecuaciones de ambos sistemas, obtenemos que (b — a)p = 3,
y si restamos las segundas, obtenemos que (b — a)g = 2 (en particular, a # b), con lo
cual

a 3 . 3
= ——— = —, equivalentemente, p = —¢q
a 2 2



Luego, si un factor de grado 2 divide a f y g, entonces es de la forma X2 + %qX +q,
con ¢ # 0. Volviendo a los dos sistemas en llaves, tenemos que X2 + pX + ¢ divide a

fygsiysolosi

=1 _ g —14_gq =1 _ g = 3
{Z_p p TP y{b_p p TP ;}{Z_p p TP y{b_a+p

— 6 - 8 - 6 - 2
=p+y b=p+3 =p+y b=a+2
a—%f%Jr%q
<~ b=a+-y 24 <= q=2,(conlocualp=3),a=6yb="7
p_3 _ 3 6
i=5 a=3q9+,

Los dos 2dos miembros
son iguales sii g=2

En definitiva, f, g tienen un factor comun de grado 2 siy solosia = 6y b = 7, en
cuyo caso el (tinico) factor comin de grado viene dado por X2 + 3X + 2.

Verifiquemos que para estos valores de a y b, efectivamente X? + 3X + 2 divide a
fy g: dividiendo f por X2 + 3X + 2, tenemos

X +3

X?+3X+42) X*+6X>4+11X+46
— X3 -3X% —2X

3X2 +9X +6
—3X? —9X -6
0
y dividiendo g, tenemos
X+4

X?2+3X+42) X*+7X?414X 48
— X% -3X% —2X

4X2 +12X +8
—4X2 12X -8
0

Asi que efectivamente, X2 4+ 3X + 2 dividea fyag.
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