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“Revives en el tiempo, delgada y silenciosa.”
Pablo Neruda

Ejercicio 1
Se define en (39 la relacién R tal que, dados z,w € Gz,
zRw & z-weGs.

(a) Probar que R es una relacién de equivalencia en Gsg.

(b) (Cuéntas clases de equivalencia define esta relacién?

Resolucion:
(a) Reflexividad: sea z € G39. Veamos que z R z. Tenemos que
2Rz & 2 Z2€Gy & 1€ Gs

, cosa que vale (usamos que zZ = 27! pues z € Gp).

Simetria: sean z,w € G5 tales que z R w. Veamos que w R z. Tenemos
que

wRz & wzelG; & w-z€G@; & wW-ze€lG; & wW-z€ G
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, que vale pues el producto es conmutativo y z i w.

Transitividad: sean z,w,u € Gsq tales que z R w y w R u. Veamos que
z R u. Tenemos que

:Ru & zuelGs & z-1-uelGy & z-w-w-uedGs

, cosa que vale, pues z - w,w -u € Gs pues z R wy w R u, y Gy es
cerrado por la multiplicacién.

Se concluye asi que R es una relacién de equivalencia.

(b) Sean z,w € (g tales que z R w. Luego, existen 0 < j, k < 30 tales que

2 = 30" y W = e 30"

y por lo tanto,

_ 2jm - 2k - 2jm . —2kT - 2(j—k)m -
s W =e30 . e300 =¢eB30 .03 '=¢e 30 ‘e Gy

k). j—k)m . _k
T P I P ol S N HleZtalolueu

=27
& dleZtalquej—k=6l < j—k=0 (mdd6).

Luego, como hay seis restos posibles en la divisiéon por 6, hay a lo sumo
seis clases de equivalencia. Ademsds, tal cantidad es mayor o igual a
seis, pues como j — k € {£1,+£2, 43, £4,+5} para todo 0 < 5.k < 6
con j # k, la clases de equivalencia [z],..., [25] son todas distintas

, 2jm ; .
entre si (donde z; = e30*). Se concluse asi que R define seis clases de
equivalencia en Gsg.

Ejercicio 2
Sea (a,)nen la sucesion de numeros enteros definida recursivamente por
ay =10 ¥ @py1 = 6a, + 14" para todo n € N.

Probar que para todo n € N se tiene que (a, : 2"3) = 2"



Resolucioén:
Empecemos notando que
(an: 2" =2" & 2" |a, v 2" fa,.
Usamos induccién. Sea, para cada n € N| la afirmacion dada por
P(n): 2" | a, y 2" fa,.
Veamos que vale P(n) para todo n € N.
Sin =1 se tiene que a; = 10, y por lo tanto 2 | a; y 21 a.
Sea n € N. Supongamos verdadera P(n) y veamos que lo es P(n + 1).
En primer lugar tenemos que

Uny1 = 6ay, +14"2 =3.2a, +2"2. 72 =3.04+0-72 =0 (mbd 2"™)

, pues por H. I. resulta que 2" | a,, y por lo tanto 2"*! | 2a,,.
En segundo lugar,

Uny1 = 6a,+14"% = 3.2a,4+2""2.7"*2 = 3.2a,,+0-7""* = 3-2a,, (mdd 2"?)
, asf que 272 ¢ a,,1 pues por H. I. resulta que 2" { a,, y por lo tanto
22 4 2a,,.

Probado el caso base y el paso inductivo, se concluye que P(n) es verda-

dera para todo n € N.

Ejercicio 3

2
Hallar el resto de 154" en la divisién por 11 para cada n € N.

Resolucion:

Como 11 es primo y 111 15, por el PTF se tiene que

TL2 TL2
152" = 15M04" ) (méd 11)



. asf que necesitamos calcular r19(24™") para cada n € N.
Como 10 =2-5y 2 L 5, resulta que

24" = (méd 10) < 24" =r (méd2) y 24" =7 (méd5).
Por un lado tenemos que
24" = 0" =0 (méd 2).

Por otro lado, . ,
24" = (=)™ (mdd 5)

, asi que si n es par resulta
24" =1 (méd 5)

, V sl n es impar
2
24" =—-1=4 (méd 5).

Entonces, por el TCR, si n es par,
24" =0 (m6d2) y 247 =1 (méd5) < 24" =6 (méd 10)
, v por lo tanto
152" = 150" = 155 =4 (méd 11).
Si n es impar,
24" =0 (m6d2) y 24" =4 (méd5) < 247 =4 (méd 10)
, 'y por lo tanto
7L2 TL2
152" = 1570C4") =150 =3 (méd 11).

2 n2 .
Se concluye asi que 711(15%*" ) = 4 si n es par y r11(15**" ) = 3 si n es
impar.



Ejercicio 4
Sea a € Z y sea
3
f=XT= X%+ SaX* - 20X° — X + (1+%> € Q[X].

(a) Probar que para todo a € Z, f tiene al menos un raiz miltiple entera.

(b) Para cada valor de a € Z, determinar todas las raices enteras que son
multiples y su multiplicidad.

Resolucion:

(a) Como las raices multiples de f son aquellas raices de f que también
son raices de f’, buscamos las raices enteras de f’. Tenemos que

f=7X°%—6X°+6aX>®—6aX*—1.

Como f' € Z[X], usamos el lema de Gauss para encontrar sus raices
enteras. Los candidatos son —1 y 1 (notar que no necesitamos las raices
racionales que no son enteras). Luego, f'(—1) =12, f/(1) =0y f(1) =
0, lo que implica que 1 es raiz multiple de f para todo a € Z.

(b) Por lo hecho en el item anterior la tinica raiz entera miltiple de f es 1.
Veamos cual es su multiplicidad. Tenemos que

" =42X5 —30X* + 18aX? — 120X

, v entonces f”(1) = 12 4 6a. Luego, f”(1) =0 siy sélo si a = —2.
Sia= -2,

" =210X*—120X°+36-(—2) X —12:(—2) = 210X*—~120X* - 72X +24

, v entonces f"(1) = 42.
Se concluye que mult(l, f) =2 sia # =2y mult(l, f) =3 sia = —2.



